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PRÉFACE  DR  LA  PREMIÈRE  ÉDITION. 


Cette  seconde  Partie  de  mon  Ouvrage  se  compose  seulement 
de  deux  Livres. 

Le  Livre  IV,  qui  traite  des  congruences  et  des  équations  li- 
néaires aux  dérivées  partielles,  est  presque  entièrement  con- 
sacré à  des  développements  d'Analyse  qui  trouveront  plus  tard  une 
application  presque  immédiate  dans  l'étude  de  deux  questions 
importantes  :  la  déformation  infiniment  petite  d'une  surface  quel- 
conque et  la  détermination  des  surfaces  admettant  une  représen- 
tation sphérique  donnée. 

Le  Livre  V,  qui  traite  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces, 
contient,  en  particulier,  la  démonstration  des  belles  formules  que 
nous  devons  à  M.  Godazzi.  L'élude  des  lignes  géodésiques  s'y 
trouve  commencée,  mais  non  terminée.  J'ai  surtout  insisté  sur  les 
rapprochements  qui  se  présentent  ici  entre  les  méthodes  employées 
par  Gauss  dans  l'étude  des  géodésiques  et  celles  que  Jacobi  a 
appliquées  plus  tard  aux  problèmes  de  la  Mécanique  analytique. 
J'ai  pu  ainsi  mettre  en  évidence  tout  l'intérêt  que  présentent  les 
belles  découvertes  de  Jacobi  lorsqu'on  les  envisage  à  un  point  de 
vue  plus  particulièrement  géométrique. 

Je  m'empresse  de  remercier,  en  terminant,  M.  PaulMorin,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rennes,  et  M.  Edouard 
Goursat,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale,  qui  ont  bien 
voulu  me  prêter  leur  concours  le  plus  dévoué  dans  la  correction 
des  épreuves. 

28  octobre  1888. 


PRÉFACE  DE  LA  DEUXIÈME  ÉDITION. 


Ce  second  Volume  de  mes  Leçons  sur  la  théorie  générale  des 
surfaces  et  sur  les  applications  géométriques  du  Calcul  inji- 
nitésimal était,  comme  le  premier,  épuisé  depuis  assez  longtemps. 
Mon  excellent  éditeur,  M.  Gauthier-Villars,  retenu  à  l'Armée  par 
les  devoirs  de  défense  nationale  qu'il  a  remplis  dès  Je  premier 
jour  avec  le  grade  de  Lieutenant  d'Artillerie,  n'a  pas  hésité  cepen- 
dant, dans  les  circonstances  présentes,  à  me  demander  d'en 
publier  une  nouvelle  édition.  C'est  cette  nouvelle  édition,  aug- 
mentée en  quelques  parties  et  accrue  de  Notes  relatives  aux  con- 
gruences  de  courbes,  au  principe  de  la  moindre  action,  à  certaines 
équations  de  Laplace,  que  je  soumets  aujourd'hui  aux  géomètres. 
M.  Ernest  Lebon,  professeur  honoraire,  M.  Claude  Guichard, 
Correspondant  de  l'Institut  et  mon  collègue  à  la  Sorbonne,  m'ont 
continué,  pour  ce  Volume,  le  précieux  concours  qu'ils  m'avaient 
donné  pour  le  premier.  A  eux,  ainsi  qu'à  M.  Gauthier-Villars,  je 
renouvelle  mes  plus  vifs  remerciements. 
5  juillet  1910. 


THÉORIE  GÉNÉRALE 

DES   SURFACES. 

DEUXIÈME  PARTIE. 


LIVRE  IV. 


LES  CONGRUENGES  ET  LES  EQUATIONS  LINEAIRES 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS    GÉNÉRALES    SUR    LES    CONGRUES CES. 

Définition  d'une  congruence  de  courbes.  —  Il  passe  un  nombre  limité  de  courbes  de 
la  congruence  par  un  point  quelconque  de  l'espace.  —  Mais  il  peut  y  avoir  des 
cas  d'exception  de  deux  espèces  différentes.  —  Ce  que  l'on  appelle  surfaces  de 
la  congruence.  —  Propriétés  de  leurs  plans  tangents.  —  Définition  des  points 
focaux  d'une  courbe  de  la  congruence.  —  Détermination  dans  quelques  cas 
simples  du  nombre  et  de  l'ordre  des  points  focaux.  —  Définition  de  la  surface 
focale.  —  Ses  relations  de  contact  avec  les  courbes  et  les  surfaces  de  la  con- 
gruence. —  On  retrouve  la  surface  focale  en  essayant  de  résoudre  le  problème 
suivant  :  assembler  des  courbes  de  la  congruence  de  telle  manière  qu'elles 
aient  une  enveloppe.  —  On  démontre  que  cette  enveloppe  sera  nécessairement 
sur  une  des  nappes  de  la  surface  focale,  la  solution  complète  du  problème 
exigeant  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  —  Rela- 
tion entre  l'ordre  du  contact  des  courbes  de  la  congruence  avec  la  surface 
focale  et  le  degré  de  multiplicité  des  points  focaux.  —  Cas  où  les  courbes  de 
la  congruence rencontrent  toutes  une  courbe  fixe. 

Application  des  principes  précédents  aux  congruences  rectilignes.  —  Ce  que  l'on 
appelle  ordre  et  classe  d'une  telle  congruence.  —  La  surface  focale  peut  être 
réelle  ou  imaginaire;  les  droites  de  la  congruence  sont  des  tangentes  doubles 
de    cette    surface;    mais    la    réciproque    n'est    pas    nécessairement  vraie.    — 

D.  —  II.  i 
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On  peut  en  général  distribuer  les  droites  de  la  congruence  en  deux  séries, 
réelles  ou  imaginaires,  de  développables  dont  la  détermination  complète 
exige  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  second 
degré.  —  Sur  chaque  nappe  de  la  surface  focale,  les  courbes  correspondantes 
aux  deux  séries  de  développables  forment  un  système  conjugué.  — Réciproque- 
ment, si  l'on  connait  sur  une  surface  un  système  conjugué,  on  peut  en  déduire 
deux  congruences  rectilignes  pour  lesquelles  on  saura  déterminer  sans  intégra- 
tion les  deux  séries  de  développables  formées  par  les  droites  de  la  congruence. 
—  Cas  particulier  où  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se  réduit  à  une 
courbe.  —  Une  première  série  de  développables  est  formée  par  les  cônes 
qu'engendrent  les  droites  passant  par  un  même  point  de  cette  courbe.  —  Forma- 
tion de  l'équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  qui 
définit  la  seconde  série  de  développables.  —  Cas  où  la  seconde  nappe  de  la 
surface  focale  devient  une  développable.  —  Dans  ce  cas  l'équation  différen- 
tielle précédente  se  réduit  à  une  équation  de  Riccali.  —  Applications  diverses. 
Retour  à  la  théorie  générale.  —  Toutes  les  fois  que  l'on  connaît  un  système 
conjugué  sur  une  surface,  on  peut  en  déduire  une  suite,  en  général  illimitée 
dans  les  deux  sens,  de  surfaces  sur  lesquelles  on  connaîtra  également  un  sys- 
tème conjugué.  —  La  mise  en  œuvre  analytique  de  cette  importante  proposition 
conduit  à  une  méthode  de  transformation  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  que  Laplace  a  fait  connaître  en  1773  et  que  l'on  étudiera  dans  le 
Chapitre  suivant. 


321.  Considérons  un  système  de  courbes,   défini  par  les  équa- 
tions 

f(x,y,  z,  a,  b)  —  o, 


(1) 

(  ?(^,7,  -S)  «,  b)  =  o, 

où  a  et  b  désignent  deux  constantes  arbitraires.  Nous  désignerons 
sous  le  nom  de  congruence,  emprunté  à  Piiicker,  l'ensemble  des 
courbes  correspondantes  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de 
b.  Il  est  clair  qu'il  passe  un  nombre  limité  de  courbes  de  la  con- 
gruence par  un  point  quelconque  de  l'espace;  car,  si  l'on  rem- 
place, dans  les  équations  précédentes,  x,  y,  z  par  les  coordonnées 
a?0,  y0,  z0  de  ce  point,  on  aura  deux  relations  qui  détermineront, 
en  général,  un  nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  de  a  et  de  b. 
Cependant,  il  peut  arriver  que,  pour  certains  points  exception- 
nels, ces  équations  admettent  un  nombre  illimité  de  solutions.  Il 
pourra  donc  y  avoir  certains  points  par  lesquels  passeront  une 
infinité  de  courbes  de  la  congruence. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  considère  la  congruence 
formée  par  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  (R)  et  sont 
tangentes    à   une  surface   (S).   Les  droites  de  la  congruence  qui 
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passent  par  un  point  M  de  l'espace  sont,  en  général,  en  nombre 
limité;  elles  sont  les  arêtes  d'intersection  de  deux  cônes  de 
sommet  M,  l'un  circonscrit  à  la  surface  (S),  l'autre  contenant  la 
courbe  (K).  Mais,  si  le  point  M  appartient  à  la  courbe  (K),  il  y 
passera  une  infinité  de  droites  de  la  congruence  qui  formeront  le 
cône  circonscrit  à  la  surface  (S)  ayant  son  sommet  en  ce  point. 

Si  l'on  considère  de  même  la  congruence  formée  par  les  cercles 
de  l'espace  qui  passent  par  deux  points  fixes  A  et  B,  on  reconnaît 
immédiatement  qu'il  passe,  en  général,  par  un  point  M  un  seul 
cercle  de  la  congruence.  Cette  conclusion  cesse  d'être  exacte  si  le 
point  M  vient  se  réunir  à  l'un  des  points  A,  B  ;  on  obtient  alors  tous 
les  cercles  de  la  congruence. 

Les  deux  exemples  différents  que  nous  venons  de  signaler  cor- 
respondent aux  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter  lorsqu'il  y  a 
indétermination.  Dans  le  premier,  les  deux  équations  auxquelles 
doivent  satisfaire  a  et  b  se  réduisent  à  une  seule;  dans  le  second, 
elles  sont,  l'une  et  l'autre,  identiquement  vérifiées. 

322.  Revenons  aux  congruences  les  plus  générales.  Si  l'on 
établit  une  relation  quelconque  entre  a  et  b 

(2)  6  =  F(a), 

les  courbes  de  la  congruence  qui  correspondent  aux  valeurs  de  a 
et  de  b  pour  lesquelles  cette  relation  est  vérifiée  engendreront 
une  surface  que  l'on  obtiendra  en  éliminant  a  et  b  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (2).  Le  plan  tangent  en  un  point  (#, y,  z)  de  cette 
surface  sera  défini  par  l'équation 

,  „ .  dx  dv  dz  da        db  ' 

do  do  do  do         do  ' 

-^-dx  -t-  — '-  dy-h  — -  dz        — t-  +  -}t  (a 
dx  dy    J        dz  da        db  J 

dont  la  forme  va  nous  conduire  à  une  proposition  très  intéres- 
sante. 

Donnons,  pour  abréger,  le  nom  de  surfaces  de  la  congruence 
aux  surfaces  que  nous  venons  de  définir  et  qui  sont  engendrées 
par  des  courbes  de  la  congruence,  choisies  d'ailleurs  de  la  manière 
la  plus  arbitraire.  Considérons  quatre  de  ces  surfaces,  passant  par 
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une  même  courbe  (C)  de  la  congruence,  et  prenons  leurs  plans 
tangents  en  un  point  déterminé  M  de  celte  courbe;  x,  y,  z,  a,  b 
auront,  en  ce  point,  la  même  valeur  pour  toutes  les  surfaces, 
F' (a)  variera  seule  quand  on  passera  d'une  surface  à  une  autre. 
De  cette  remarque  et  de  la  forme  de  l'équation  (3)  nous 
pouvons  donc  conclure  que  le  rapport  anharmonique  des  plans 
tangents  en  M  aux  quatre  surfaces,  plans  tangents  qui  contiennent 
tous  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C),  est  égal  à  celui  des  valeurs 
de  F'  (a)  relatives  aux  quatre  surfaces  et  est,  par  conséquent,  le 
même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (C).  Ainsi  : 

Si  Von  considère  quatre  surfaces  quelconques  de  la  con- 
gruence contenant  une  même  courbe  de  la  congruence,  le 
rapport  anharmonique  des  plans  tangents  à  ces  surfaces  en 
un  point  quelconque  de  la  courbe  commune  demeure  constant 
quand  le  point  se  déplace  sur  cette  courbe. 

L'équation  du  plan  tangent  nous  conduit  encore  à  une  autre 
conséquence  essentielle.  Déterminons  sur  la  courbe  commune  (C) 
les  points  pour  lesquels  on  a 


(4) 


Pour  ces  points,  le  plan  tangent  sera  indépendant  de  F'(a)  et, 
par  conséquent,  sera  le  même  pour  toutes  les  surfaces  de  la  con- 
gruence contenant  la  courbe  (G).  Ainsi  : 

Si  C  on  considère  toutes  les  surfaces  de  la  congruence  qui 
contiennent  une  même  courbe  (C)  de  la  congruence,  il  existera 
sur  (C)  un  certain  nombre  de  points  pour  lesquels  toutes  ces 
surfaces  admettront  le  même  plan  tangent,  quelle  que  soit  la 
loi  suivant  laquelle  on  ait  assemblé  les  courbes  qui  les  engen- 
drent. 

Nous  désignerons  ces  points  sous  le  nom  de  points  focaux. 

Le  nombre  des  points  focaux  situés  sur  chaque  courbe  dépend 
de  la  forme  des  équations  (i)  par  rapport  à  x,  y,  z  plutôt  que 
de  la  manière  donty  figurent  a  et  b.  En  d'autres  termes,  il  dépend 


dl 

'àf 

da 

db 

dcp 

dcp 

da 

db 
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surtout  de  la  forme  et  de  la  définition  des  courbes  de  la  con- 
gruence, plutôt  que  de  la  manière  dont  elles  sont  assemblées. 
Supposons,  par  exemple,  que  les  équations  (i)  soient  du  premier 
degré  par  rapport  à  x,  y,  z  et  représentent  une  droite  :  l'équa- 
tion (4)  sera  dn  second  degré,  en  général,  et  définira  deux  points 
focaux  sur  chaque  droite  de  la  congruence.  Si/ est  du  degré  m  et 
si  o  est  du  premier  degré,  la  congruence  sera  formée  par  des  courbes 
planes  d'ordre  m.  L'équation  (4)  étant  alors  du  degré  m  +  i,  il  y 
aura,  en  général,  m  (m  -+-  i)  points  focaux  sur  chaque  courbe  de 
la  congruence. 

Lorsque  les  courbes  de  la  congruence  rencontrent  une  courbe 
fixe  (K.),  leurs  points  de  concours  avec  la  courbe  fixe  sont 
évidemment  des  points  focaux.  Il  en  est  de  même  si  ces  courbes 
passent  par  des  points  fixes;  mais  nous  allons  montrer  que,  dans 
ce  dernier  cas,  chacun  de  ces  points  fixes  équivaut  au  moins  à 
deux  points  focaux. 

Soit,  en  effet.,  M  un  point  par  lequel  passent  toutes  les  courbes 
de  la  congruence.  Si  on  le  prend  pour  origine  des  coordonnées, 
les  équations  (  i  )  ne  contiendront  pas  de  terme  constant  et  les 
termes  de  degré  moindre  seront  au  moins  du  premier  degré. 
Par  suite,  les  termes  de  degré  moindre  dans  l'équation  (4)  seront 
au  moins  du  second  degré;  et  deux,  au  moins,  des  points  d'inter- 
section de  la  surface  représentée  par  cette  équation  avec  la 
courbe  (C)  de  la  congruence  se  confondront  à  l'origine  des  coor- 
données, c'est-à-dire  au  point  M. 

Indiquons  quelques  applications. 

Pour  une  congruence  de  coniques,  il  y  a  six  points  focaux  sur 
chaque  conique. 

Si  les  coniques  deviennent  des  cercles,  c'est-à-dire  rencontrent 
deux  fois  le  cercle  de  l'infini,  deux  des  points  focaux  sont  rejetés 
à  l'intersection  de  chaque  cercle  et  du  cercle  de  l'infini  ;  il  en  reste 
quatre  seulement  à  distance  finie. 

Si  les  cercles  passent  par  un  point  fixe  A,  il  ne  reste  plus,  en 
dehors  de  A,  que  deux  points  focaux  à  dislance  finie  sur  chaque 
cercle.  C'est  ce  que  l'on  reconnaît  d'ailleurs  immédiatement  en 
effectuant  une  inversion  dont  le  pôle  est  en  A. 

323.   Après  ces  indications  sommaires  sur  le  nombre  des  points 
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focaux,  étudions  leur  distribution  dans  l'espace.  Si  l'on  élimine  a 
et  b  entre  les  équations  (  i  )  et  (  4  ),  on  obtient  en  général  une  seule 
équation,  qui  représente  le  lieu  des  points  focaux  de  toutes  les 
courbes  de  la  congruence.  Nous  donnerons  à  ce  lieu  le  nom  de 
surface  focale  de  la  congruence.  Il  se  compose  d'autant  de 
nappes  qu'il  y  a  de  points  focaux  sur  chaque  courbe  de  la  con- 
gruence. La  surface  focale  peut  se  décomposer,  se  réduire,  en  to- 
talité ou  en  partie,  à  des  courbes  ou  à  des  points  :  nous  laisserons 
de  côté  l'examen  de  tous  ces  cas,  qui  nous  entraînerait  trop  loin, 
et  nous  établirons  les  propriétés  générales  suivantes. 
Ecrivons  les  équations  (  i  )  et  (  4  )  sous  les  formes 

où  k  désigne  une  inconnue  auxiliaire.  Si  l'on  regarde  a  et  b  comme 
donnés,  ces  équations  déterminent  les  points  focaux  d'une  cer- 
taine courbe  (G)  de  la  congruence.  Le  plan  langent  en  un  de  ces 
points  à  l'une  quelconque  des  surfaces  de  la  congruence  qui  con- 
tiennent la  courbe  (C)  est  défini  par  l'équation  (3),  qui  prend  ici 
la  forme 

Nous  allons  montrer  que  ce  plan  est  aussi  tangent  à  la  surface 
focale  au  point  considéré. 

On  obtient,  en  effet,  l'équation  de  la  surface  focale  en  éliminant 
a,  6,  k  entre  les  quatre  équations  (5);  mais,  au  lieu  d'effectuer 
cette  élimination,  on  peut  conserver  toutes  ces  équations  en  con- 
venant d'y  regarder  «,  6,  k  comme  des  fonctions  à  déterminer. 
Par  suite,  pour  avoir  le  plan  tangent  à  la  surface  focale  au  point 
considéré,  il  faudra  différentier  les  équations  (5)  en  j regardant  a, 
6,  k  comme  des  variables.  Or,  si  l'on  différentie  seulement  les 
deux  premières  et  que  l'on  forme  la  combinaison 

df —  k  dv  —  o, 

les  coefficients  de  da,  db  disparaissent  en  vertu  des  deux  der- 
nières, et  l'on  retrouve  l'équation  (6).  Cette  équation  représente 
donc,  comme   nous  l'avons   annoncé,   le  plan   tangent    à   là  sur- 
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face    focale,   et  nous  pouvons   énoncer    la   proposition  suivante  • 

Les  courbes  de  la  cohgruence  sont  tangentes  en  tous  leurs 
points  focaux  à  la  surface  focale.  Les  différentes  surfaces  de 
la  congruence  qui  contiennent  une  courbe  déterminée  de  cette 
congruence  sont  toutes  tangentes  à  la  surface  focale  en  tous 
les  points  focaux  situés  sur  cette  courbe;  et,  par  conséquent, 
elles  devaient  être,  comme  il  a  été  déjà  établi,  tangentes  les 
unes  aux  autres  en  ces  points. 

Il  suit  de  là  qu'à  un  point  focal  on  peut  toujours  associer  un 
plan  que  nous  appellerons  plan  focal  et  qui  est  le  plan  tangent  à 
la  surface  focale  au  point  focal  considéré. 


324.  On  retrouve  encore  la  surface  focale  en  étudiant  le  pro- 
blème suivant  : 

Assembler  des  courbes  de  la  congruence  de  telle  manière 
qu'elles  aient  une  enveloppe,  c' est-à-dire  qu'elles  soient  toutes 
tangentes  à  une  certaine  courbe. 

Prenons  pour  b  une  fonction  de  a  :  nous  obtiendrons  une 
famille  de  courbes  représentées  par  les  équations 

(7)  /=o,         ?  =  o, 

qui  ne  contiennent  plus  qu'un  paramètre  a.  Pour  que  ces  courbes 
aient  une  enveloppe,  il  faut  que  l'on  puisse  déterminer  des  valeurs 
de  x,y,  z  satisfaisant,  pour  chaque  valeur  de  a,  aux  deux  équa- 
tions (7)  en  même  temps  qu'à  leurs  dérivées  prises  par  rapport 
à  a, 

(8)  ^L^dÂ^L  =  0  ^?+^i^.  =  o. 
da        db  da          '  da        db  da 

Si  l'on  élimine  entre  ces  équations  ~r->  on  retrouve  l'équation  (4) 
qui  caractérise  les  points  focaux.  Donc  : 

Si  l'on  veut  assembler  des  courbes  de  la  congruence  de  telle 
manière  qu'elles  aient  une  enveloppe ,  cette  enveloppe  sera 
nécessairement  formée  par  des  points  focaux  de  ces  courbes 
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et  sera,  par  conséquent,  située  sur  une  des  nappes  de  la  surface 
focale. 

D'autre  part,  si  l'on  élimine  x,y,  z  entre  les  équations  (7)  et  (8), 
on  sera  conduit  à  une  relation  de  la  forme 

/      .    db\ 

(9)  *(a'*',25/=°; 

ce  qui  montre  que  la  solution  complète  du  problème  exige,  en 
général,  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 

Les  propositions  établies  précédemment  conduisent  encore  à  ce 
dernier  résultat.  Nous  avons  reconnu  que,  si  des  courbes  de  la 
congruence  admettent  une  enveloppe  (E),  cette  enveloppe  (E) 
doit  se  trouver  sur  une  des  nappes  de  la  surface  focale.  Mais  il  est 
clair  qu'elle  doit  encore  satisfaire  à  une  autre  condition  :  il  faut 
qu'en  chacun  de  ses  points  elle  soit  tangente  à  la  courbe  de  la 
congruence  qui  vient  toucher  en  ce  point  la  surface  focale.  Cette 
dernière  condition,  qui  est  évidemment  nécessaire  et  suffisante, 
équivaut  à  une  équation  différentielle,  dont  l'intégration  permettra 
seule  de  résoudre  complètement  le  problème.  Cette  équation  dif- 
férentielle sera  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  pour  chacune 
des  nappes  de  la  surface  focale;  mais,  si  ces  nappes  ne  peuvent 
être  séparées  analytiquement,  on  aura  à  considérer  une  seule 
équation  du  premier  ordre,  dont  le  degré  sera  égal  au  nombre  des 
nappes  de  la  surface. 

Dans  le  cas  où  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se  réduira 
à  une  courbe  (K),  il  suffira,  pour  avoir  une  solution  partielle  du 
problème,  d'assembler  toutes  les  courbes  de  la  congruence  qui 
passent  par  un  même  point  de  (K).  Si  l'on  considère,  par 
exemple,  la  congruence  formée  par  les  cercles  qui  rencontrent 
quatre  courbes  données,  on  aura  toutes  les  solutions  en  assemblant 
les  cercles,  en  nombre  infini,  qui  passent  par  un  point  quelconque 
de  l'une  de  ces  courbes. 

325.  Lorsque  les  courbes  de  la  congruence  sont  simplement 
tangentes  à  une  des  nappes  de  la  surface  focale,  les  points  de 
contact  de  ces  courbes  doivent  être  considérés  comme  des  points 


NOTIONS   GÉNÉRALES   SUR   LES    CONGRUENCES.  9 

focaux  simples  ;  mais,  si  les  courbes  ont  un  contact  d'ordre  p  avec 
la  nappe  considérée,  chaque  point  de  contact  sera  un  point  focal 
multiple  tenant  lieu  dey?  points  focaux  ordinaires.  Voici  comment 
on  peut  établir  cette  proposition  : 
Soit 

l'équation  de  la  nappe  considérée.  Si  l'on  remplace  partout  z  par 
z  -t-f(x,y),  cette  substitution  ne  change  pas  l'ordre  de  contact 
des  courbes  et  des  surfaces  ;  mais  la  nappe  précédente  est  rem- 
placée par  le  plan  des  xy.  Nous  pouvons  donc,  sans  restreindre  la 
généralité  des  raisonnements,  supposer  que  toutes  les  courbes  de 
la  congrnence  soient  tangentes  au  plan  des  xy;  et  nous  allons  les 
étudier  dans  le  voisinage  de  ce  plan. 

Substituons,  aux  paramètres  a  et  b  qui  entrent  dans  les  équations 
de  chaque  courbe  de  la  congruence,  les  coordonnées  x0,  yQ  du 
point  de  contact  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy.  Les  équations 
qui  définissent  cette  courbe  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

y  =jKo-t-  A  (a;  —  x0)  -+-  BO  —  a70)2-*-.  •  -, 
z  =  AjO  —  a?0)/J+1-l-  Bi(cc  —  x0)P+2^r-.  .  ., 

A,  A,  dépendant  exclusivement  de  %0,  y0,  et  p  désignant  l'ordre 
du  contact  de  la  courbe  avec  le  plan  des  xy.  Ecrivons  l'équation 

df    dcp  df     dy 

dx0  dy0        ày0  dx0 

qui  détermine  ici  les  points  focaux.  Elle  sera  de  la  forme 

—  (/>-Hi)  Ai  (a?  —  se0)P-h.  .,==  o, 

les  termes  non  écrits  contenant  tous  en  facteur  une  puissance 
de  x  —  x0  d'exposant  supérieur  à  p.  On  voit  que  la  valeur  x0  de  x 
sera  d'un  ordre  de  multiplicité  précisément  égal  à  l'ordre  de  contact 
de  chaque  courbe  de  la  congruence  transformée  avec  le  plan  des  xy, 
c'est-à-dire  de  chaque  courbe  de  la  congruence  primitive  avec  la 
nappe  considérée  de  la  surface  focale.  C'est  la  proposition  que 
nous  voulions  établir. 

On  peut  raisonner  d'une  manière  analogue  lorsque  les  courbes 
de  la  congruence  rencontrent  toutes  une  courbe  fixe  (K).  Si 

2=/0)>      y  =  <?(*) 
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sont  les  équations  de  cette  courbe,  on  commencera  par  remplacer  z 
par  z-\-f(x)  et  y  par  J'H-'f(^)^  et  ^a  courbe  se  transformera 
dans  l'axe  des  x  sans  que  les  ordres  de  contact  aient  été  changés. 
Substituons  à  l'un  des  paramètres  a  et  b  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion de  chaque  courbe  de  la  congruence  l'abscisse  x0  du  point  de 
rencontre  de  cette  courbe  avec  l'axe  des  x,  les  équations  de  la 
courbe  prendront  la  forme 

y  =    A(x  —  x0) -+-    B(x  —  x0y  — .  .  ., 

z  —  A,  (a;  —  a?0)  -4-  BjO  —  ;r0)2  — .  .  ., 

A,  A,  désignant  des  fonctions  de  x0  et  de  l'autre  paramètre  a  dont 
dépendent  les  courbes  de  la  congruence.  L'équation  qui  détermi- 
nera les  points  focaux  sera  ici 

/.  dA,        ,    dA 

(^-^o)(A  — -A,- 

les  termes  non  écrits  contenant  (x  —  x0)2  en  facteur.  On  voit  que 
le  point  de  rencontre  sera  un  point  focal  simple,  à  moins  que  l'on 
n'ait 


ou,  en  intégrant, 


.  dA,        ,    dA 

A— A,—  =  0 

00L  da 


A,=  A  <pOo). 


Cette  condition  s'interprète  aisément;  elle  exprime  que  les 
tangentes  à  toutes  les  courbes  de  la  congruence  transformée  qui 
coupent  au  même  point  l'axe  des  x  sont  dans  un  même  plan 
passant  par  Ox.  En  étendant  cette  conclusion  à  la  congruence 
primitive,  nous  obtenons  le  résultat  suivant  : 

Quand  les  courbes  de  la  congruence  rencontrent  une  courbe 
fixe  (K),  chaque  point  d  intersection  est  un  point  focal 
simple,  à  moins  que  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  de  la 
congruence  qui  passent  en  ce  point  de  (K)  ne  soient  toutes 
situées  dans  un  plan  passant  par  la  tangente  en  ce  point  à  la 
courbe  (rv). 

Si  l'on  étend  ce  mode  de  recherche  au  cas  où  toutes  les  courbes 
de  la  congruence  passent  par  un  point  fixe,  on  démontrera  de 
même  que  ce  point  fixe,  qui  tient  lieu,  comme  nous  l'avons  vu,  de 
deux  points  focaux  au  moins,  ne  pourra  avoir  un  ordre  de  multi- 
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plicité  supérieur  que  si  les  tangentes  menées  en  ce  point  à  toutes 
les  courbes  de  la  congruence  forment  un  cône,  d'ailleurs  quel- 
conque, au  lieu  de  remplir  l'espace. 

326.  Appliquons  les  propositions  précédentes  aux  congruences 
de  droites  ou  systèmes  de  rayons  rectilignes.  Le  nombre  des 
droites  de  la  congruence  qui  passent  par  un  point  quelconque  de 
l'espace  a  reçu  dans  ce  cas  le  nom  à?  ordre  de  la  congruence;  on 
appelle  classe  de  la  congruence  le  nombre  des  droites  qui  sont 
dans  un  plan  quelconque.  Le  système  des  normales  à  l'ellipsoïde, 
par  exemple,  forme  une  congruence  d'ordre  6  et  de  classe  2. 

Sur  cbaque  droite  il  y  a,  en  général,  deux  points  focaux,  réels 
ou  imaginaires.  Quand  la  droite  se  déplace,  ces  deux  points  focaux 
décrivent  les  deux  nappes  de  la  surface  locale.  Les  droites  de  la 
congruence  sont  des  tangentes  doubles  de  cette  surface  focale; 
mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  en  général  :  toute  tangente 
double  de  la  surface  focale  n'est  pas  une  droite  de  la  congruence. 
Par  exemple,  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
admet  bien  comme  tangentes  doubles  les  normales  de  l'ellipsoïde; 
mais  elle  admet  aussi  d'autres  tangentes  doubles,  qui  ne  font  pas 
partie  de  la. congruence  des  normales. 

Soit  (d)  une  droite  quelconque  de  la  congruence,  touchant  en  M 
la  première  nappe  etenM'la  seconde  nappe  de  la  surface  focale  (F). 
Soient  (P),  (P')  les  plans  focaux,  c'est-à-dire  les  plans  tangents 
en  M  et  M'  à  (F).  Si  l'on  veut  assembler  les  droites  de  la  congruence 
de  telle  manière  qu'elles  aient  une  enveloppe,  c'est-à-dire  qu'elles 
engendrent  une  surface  développable,  les  arêtes  de  rebroussement 
de  toutes  les  développables  ainsi  obtenues  devront,  d'après  les 
propositions  générales  établies  précédemment,  se  trouver  sur  l'une 
ou  l'autre  des  nappes  de  (F).  Il  suit  de  là  que  la  droite  [d)  fera 
partie  de  deux  développables  seulement,  l'une  dont  l'arête  de 
rebroussement  sera  sur  la  première  nappe  et  sera  tangente  en  M  à  la 
droite  (d),  l'autre  ayant  son  arête  de  rebroussement  située  sur  la 
seconde  nappe  et  tangente  à  (d)  en  M'.  La  détermination  de  ces 
deux  séries  de  développables  exigera,  d'ailleurs,  l'intégration  de 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  du  premier 
degré,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  d'une  équation  du  premier 
ordre  et  du  second  degré. 

Toutes  les    surfaces  réglées  engendrées  par  des  droites  de  la 
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congruence  et  contenant  la  droite  (d)  seront  tangentes  les  unes 
aux  autres  aux  deux  points  focaux  M  et  M' et  y  admettront  les 
plans  focaux  comme  plans  tangents.  II  faut  cependant  faire  une 
remarque  particulière  relativement  aux  deux  développables  qui 
admettent  (d)  pour  génératrice.  Celle,  par  exemple,  qui  a  son  arête 
de  rebroussement  passant  en  Met  située  sur  la  première  nappe  de 
la  surface  focale,  admet  en  M',  et  par  conséquent  en  tous  les 
autres  points  de  (d),  le  plan  langent  en  M'  à  la  seconde  nappe  de  la 
surface  focale.  Ce  plan  n'est  pas,  il  est  vrai,  tangent  en  M  à  la 
première  nappe;  mais  celte  exception  au  théorème  général,  qui  se 
présenterait  aussi  pour  les  congruences  les  plus  générales,  dispa- 
raît si  l'on  remarque  que  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface 
développable  est  une  ligne  multiple,  en  tous  les  points  de  laquelle 
le  plan  tangent  doit  être  regardé  comme  indéterminé. 

Désignons  par  les  lettres  (C),  (C)  les  arêtes  de  rebroussement, 
situées  respectivement  sur  la  première  et  la  seconde  nappe,  des 
deux  séries  de  développables  que  nous  venons  de  définir.  Les 
premières  développables,  ayant  pour  arêtes  de  rebroussement  les 
courbes  (C),  touchent  la  seconde  nappe  suivant  des  courbes  (D'). 
Les  secondes,  ayant  pour  arêtes  de  rebroussement  les  courbes  (C), 
touchent  de  même  la  première  nappe  suivant  des  courbes  (D). 
Il  y  a  une  relation  géométrique  à  peu  près  évidente,  mais  très 
essentielle,  entre  les  deux  familles  de  courbes  tracées  sur  la 
même  nappe  (C)  et  (D)  ou  (C)  et  (D').  Les  tangentes  aux  diffé- 
rentes courbes  (C)  aux  points  où  ces  courbes  rencontrent  une 
même  courbe  (D)  engendrent,  par  hypothèse,  une  surface  déve- 
loppable ayant  son  arête  de  rebroussement  sur  la  seconde  nappe. 
Donc  les  courbes  (C)  et  (D)  forment  un  système  conjugué  sur  la 
première  nappe;  et,  de  même,  les  courbes  (C)  et  (D')  forment 
un  système  conjugué  sur  la  seconde  nappe.  Ainsi  : 

Sur  chaque  nappe  de  la  sur/ace  focale,  les  courbes  cor- 
respondantes aux  deux  séries  de  développables  forment  un 
système  conjugué.  Les  unes  sont  les  arêtes  de  rebroussement 
de  V une  des  deux  familles  de  développables;  les  autres  sont 
les  courbes  de  contact  des  développables  de  l'autre  série. 

327.  L'élude  détaillée  des  relations  précédentes  est  très  féconde 
en  conséquences  et  elle  permet  de  résoudre  différentes  questions. 
Proposons-nous,  par  exemple,  le  problème  suivant  : 
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On  considère  sur  une  surface  (S)  une  famille  de  courbes  (G). 
Les  tangentes  à  ces  courbes  forment  une  congruence  dans 
laquelle  on  connaît  déjà  une  des  deux  familles  de  dévelop- 
pables, celles  qui  sont  engendrées  par  les  tangentes  aux 
diverses  courbes  (G).  On  propose  de  définir  les  développables 
de  r autre  famille. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  faudra  associer  aux 
courbes  (C)  leurs  conjuguées  (D)  sur  (S).  Les  tangentes  aux 
courbes  (G)  en  tous  les  points  d'une  courbe  (D)  engendreront  les 
développables  de  la  seconde  famille.  La  détermination  de  ces 
développables  exigera,  d'ailleurs,  l'intégration  d'une  équation  du 
premier  ordre  et  du  premier  degré,  celle  des  courbes  (D). 

La  construction  précédente  montre  immédiatement  que  si  les 
courbes  (G)  sont  des  lignes  asymptotiques,  et  seulement  dans  ce 
cas,  elles  coïncident  avec  les  courbes  (D).  Ainsi,  les  congru ences 
dans  lesquelles  les  deux  points  focaux  sont  constamment  confondus, 
les  deux  nappes  de  la  surface  focale  se  réduisant  à  une  seule  (S), 
sont  formées  de  l'un  des  deux  systèmes  de  tangentes  asymptotiques 
de  (S).  Ge  résultat  est  en  parfait  accord  avec  celui  qui  a  été 
démontré  au  n°  325. 


328.  Les  propositions  précédentes  subissent  des  modifications, 
qu'il  est  aisé  de  prévoir,  dans  le  cas  où  l'une  ou  l'autre  des  deux 
nappes  de  la  surface  focale  se  réduit  à  une  courbe.  Alors  les  déve- 
loppables qui  avaient  leur  arête  de  rebroussement  sur  cette  nappe 
se  réduisent  aux  cônes  engendrés  par  les  droites  de  la  congruence 
qui  coupent  en  un  même  point  la  courbe  à  Laquelle  se  réduit  la 
nappe  considérée. 

Proposons-nous  de  déterminer,  dans  ce  cas  spécial,  la  seconde 
famille  de  développables  de  la  congruence.  Donnons-nous  les 
équations  de  la  covwhe  focale  sous  la  forme 

*=/(*)i      r  =  <p(~); 

les  équations  qui  déterminent  une  droite  de  la  congruence  seront 
de  la  forme 

X-a?  =  X(Z-z),         Y-^  =  {i(Z-z), 
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X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  variables  et  ;j.  une  fonction  de  X  et 
de  z  déterminée  par  la  définition  de  la  congruence.  Pour  obtenir 
les  développables,  nous  exprimerons  cpie  la  droite  représentée  par 
les  équations  précédentes  est  rencontrée  par  une  droite  infiniment 
voisine  de  Ja  congruence;  c'est-à-dire  que  nous  associerons  aux 
deux  équations  précédentes  les  suivantes  : 

dx  h-  d\  (  Z  —  z)  —  X  dz  =  o , 
dy  -+-  d\x (Z  —  z)  —  \x  dz  =  o, 

que  l'on  obtient  en  faisant  varier  infiniment  peu  X  et  z.  Si  nous 
éliminons  Z  —  ;,  nous  obtiendrons  l'équation  différentielle 


ou 


(dx  —  A  dz)  d\x  —  ( dy  —  \x  dz )  d'h  =  o 
(a?' — ■  X  )  d\x  dz  —  (y'  —  \x )  d~k dz  =  o, 


dont  l'intégration  fera  connaître  les  développables  delà  congruence. 
On  aperçoit  immédiatement  une  première  solution 

dx  =  dy  =  dz  =  o  ; 

elle  correspond  an  cône  formé  par  toutes  les  droites  de  la  congruence 
qui  passent  au  même  point  de  la  courbe  focale.  Si  nous  écartons 
celte  solution  évidente,  et  déjà  signalée,  et  si  nous  remplaçons  dy. 

par  sa  valeur  -^-dz  -\-  -Jr dX,  nous  serons  conduits  à  l'équation 
r  dz  ôk  n 

différentielle  du  premier  degré 

di  a-*')^ 

d\  '  dz 


(10) 


dz  ,        .  d\x 


dont  l'intégration  paraît  impossible  dans  le  cas  général. 

Si  l'on  suppose  que  toutes  les  droites  de  la  congruence  qui 
passent  au  même  point  de  la  courbe  focale  y  forment  un  plan,  la 
seconde  nappe  de  la  surface  focale  sera  évidemment  la  dévelop- 
pable  (A)  enveloppe  de  ce  plan.  Dans  ce  cas,  la  relation  entre 
p.,  X,  z  prendra  la  forme 

,j.  =  AX  +  B, 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  z,  et  l'équation  (10)  se  réduira  à  la 
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suivante  : 

dX  _  (X-a;')(A'X+  B') 
dz  Aa?'+  B  — y' 

qui  est  une  équation  de  Riccati.  Ainsi  : 

La  détermination  de  toutes  les  courbes,  tracées  sur  une 
développable  (A),  dont  les  tangentes  vont  rencontrer  une 
courbe  donnée  quelconque  (K),  dépend  de  l'intégration 
d' une  équation  de  Riccati. 

Par  conséquent,  elle  pourra  être  effectuée  (nos  17  et  18)  [I,p.  33 
et  34]  par  3  —  «quadratures,  dès  que  l'on  connaîtra  n  courbes  par- 
ticulières donnant  une  solution  du  problème.  Le  lecteur  fera  de 
lui-même  l'application  au  cas  où  la  développable  (A)  est  l'enve- 
loppe des  plans  normaux  à  la  courbe  (K).  Les  courbes  cherchées 
deviennent  alors  les  développées  de(K);  on  peut  d'ailleurs  obtenir 
deux  de  ces  courbes  sans  aucune  intégration  :  ce  sont  les  arêtes  de 
rebroussement  des  deux  nappes  de  la  développable  circonscrite 
à  la  courbe  (K)  et  au  cercle  de  l'infini.  Par  suite,  les  développées 
les  plus  générales  peuvent  se  déterminer  par  une  simple  quadra- 
ture, ce  qui  est  conforme  aux  résultats  du  n°  7  [I,  p.  19]. 

Si  la  courbe  (K)  est  plane,  son  plan  coupe  (A)  suivant  une 
courbe  plane  dont  les  tangentes  rencontrent  (K);  on  connaîtra 
donc  une  solution  du  problème  et,  par  suite,  on  obtiendra  l'inté- 
grale générale  au  moyen  de  deux  quadratures. 

Si,  la  courbe  (K)  étant  quelconque,  la  développable  (A)  est  un 
cône  de  sommet  A,  on  connaîtra  aussi  une  solution  particulière 
fournie  par  le  cône  de  sommet  A,  contenant  la  courbe  (K).  Ainsi, 
on  peut  déterminer,  au  moyen  de  deux  quadratures  seulement,  les 
courbes,  tracées  sur  un  cône  quelconque,  dont  les  tangentes  vont 
rencontrer  une  courbe  tout  à  fait  arbitraire. 

L'équation  (10)  permet  de  reconnaître  les  cas  dans  lesquels  les 
deux  points  focaux  de  chaque  droite  de  la  congruence  sont 
confondus;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évidemment  que 
l'équation  se  réduise  à 

dz  =  o, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

^_y_(X  —  x)-^-  =  o. 
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En  intégrant,  on  a 

h  étant  une  fonction  de  z.  L'interprétation  géométrique  de  ce 
résultat  conduit  au  théorème  suivant,  compris  d'ailleurs  comme 
cas  particulier  dans  celui  qui  a  été  établi  au  n°  325  : 

Les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  (C)  et  font  partie 
cfune  congruence  n^ont  leurs  deux  points  focaux  confondus 
que  dans  le  cas  où  toutes  celles  qui  passent  en  un  point  de  (C) 
y  engendrent  un  plan  tangent  à  (C). 

329.  Telles  sont  les  propriétés  les  plus  simples  des  systèmes 
de  rayons  rectilignes.  On  voit  que,  si  un  tel  système  est  défini,  il 
sera  toujours  possible  d'obtenir  par  des  calculs  algébriques  l'équa- 
tion de  la  surface  focale;  mais  la  détermination  des  deux  familles 
de  développables,  réelles  ou  imaginaires,  dans  lesquelles  on  peut 
distribuer  toutes  les  droites  exigera,  en  général,  l'intégration  de 
deux  équations  différentielles.  L'intégration  de  ces  équations  diffé- 
rentielles entraînera  la  connaissance  d'un  système  conjugué  sur 
chacune  des  nappes  de  la  surface  focale. 

Réciproquement,  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  sur  une 
surface  (S)  un  système  formé  de  deux  familles  de  courbes  conju- 
guées (C)  et  (D),  on  en  déduira  deux  systèmes  différents  de 
rayons  rectilignes  pour  lesquels  on  connaîtra  les  deux  séries  de 
développables.  Considérons,  en  effet,  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes  de  l'une  des  familles,  aux  courbes  (C)  par  exemple. 
Elles  formeront  une  congruence  pour  laquelle  les  deux  séries  de 
développables  seront  connues  :  les  unes  seront  formées  par  les 
tangentes  en  tous  les  points  d'une  même  courbe  (G),  les  autres 
par  les  tangentes  aux  différentes  courbes  (C)  aux  points  où  elles 
sont  coupées  par  une  même  courbe  (D)  de  la  seconde  famille. 
De  là  résulte  cette  nouvelle  propriété  : 

Toutes  les  fois  que  F  on.  connaîtra  un  système  conjugué  sur 
une  surface  (2),  on  pourra  obtenir  une  suite,  en  général  illi- 
mitée, de  su/faces  sur  lesquelles  on  connaîtra  également  un 
système  conjugué. 

Conservons,  en  effet,  les  notations  précédentes  et  soient  (C)  et(D) 
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les  deux  séries  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  (S).  Les  tan- 
gentes aux  courbes  (C)  forment  une  congruence  dont  la  surface 
focale  se  compose  de  (S)  et  d'une  autre  surface  (S,),  qui,  en 
général,  ne  se  réduit  ni  à  une  courbe,  ni  à  une  surface  dévelop- 
pable.  Aux  courbes  (C)  et  (D)  de  (S)  correspondent  des  courbes 
(D,)  et  (Gt)  de  (S,)  formant  sur  cette  surface  un  réseau  conjugué  ; 
et  les  droites  de  la  congruence  considérée  sont  tangentes  aux 
courbes  (C|).  Construisons  maintenant  les  tangentes  aux  courbes 
(D,)  de  (2,);  elles  touchent,  en  même  temps  que  (^i),  une  autre 
surface  (S2)  dont  la  relation  à  (S,)  sera  la  même  que  celle  de  (S() 
à  (2).  On  pourra  continuer  indéfiniment  ces  opérations  tant  que 
l'on  ne  parviendra  pas  à  une  surface  qui  dégénère  en  une  courbe 
ou    en    une  développable,  et   l'on   obtiendra   ainsi    une    suite  de 

surfaces 

(S),     (S,),     (S2),     (2s),      ... 

que  l'on  pourra,  en  général,  prolonger  indéfiniment. 

Revenons  maintenant  à  la  surface  (S).  Si,  au  lieu  des  tangentes 
aux  courbes  (C),  on  mène  les  tangentes  aux  courbes  (D),  en 
opérant  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  on  obtiendra  une  série 

de  surfaces 

(S_0,      (2_2),     (S_3),      ..., 

qui  ne  se  terminera  pas,  en  général.  Si  l'on  réunit  les  deux  séries 
pour  en  former  une  suite  unique 

...,     (£_„),     (S._,),     (S),     (S,),     (S2),      ..., 

chacune  des  surfaces  obtenues  se  déduira  de  la  suivante,  ou  de  la 
précédente,  par  une  construction  uniforme,  et  l'on  connaîtra,  sur 
chacune  d'entre  elles,  un  système  conjugué  correspondant  au 
système  primitif  de  (S). 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'on  aura  intégré  les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  les  développables  formées  avec  les 
droites  d'une  congruence  donnée,  la  méthode  précédente  fournira 
une  série  de  congruences  nouvelles  dont  les  développables  se 
détermineront  sans  nouvelle  intégration.  Ajoutons  même  que,  pour 
définir  toutes  ces  congruences,  il  ne  sera  nullement  nécessaire 
d'avoir  trouvé  les  développables  de  la  première.  Car,  si  M  désigne 
un  point  quelconque  de  la  surface  (2)  et  M.t  la  droite  de  la 
D.  —  II,  2 
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congruenee  tangente  en  M  à  (S),  on  peut  toujours  construire  la 
tangente  conjuguée  de  celte  droite  et  définir,  par  conséquent, 
la  congruenee  nouvelle  cjui  doit  succéder  à  la  précédente. 

330.  Nous  allons  chercher  la  traduction  analytique  des  opéra- 
tions géométriques  qui  précèdent.  Pour  cela,  nous  emploierons 
les  coordonnées  homogènes;  nous  désignerons  para?,  y,  z7  t  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (£)  et  nous  prendrons 
pour  variables  indépendantes  les  paramètres  p,  p{  des  deux 
familles  de  courbes  conjuguées  (C)  et  (D).  Nous  savons  (n°  107) 
[I,  p.  174]  °!ue  x-i  ) '1  zj  t  sont  quatre  solutions  particulières  d'une 
équation  linéaire  de  la  forme 

(11)  -a \- 0 h-cO  =  o. 

Considérons  la  congruenee  formée  par  les  tangentes  aux 
courbes  (G)  ;  ces  tangentes  à  (S)  vont  toucher  une  autre  surface  (£<), 
qu'il  s'agit  de  définir  analytiquement.  Pour  cela,  nous  prendrons  un 
point  quelconque  M(x,y,  s,  t)  sur  (S).  Il  passe  en  ce  point  une 
courbe  (C);  on  définira  un  point  quelconque  P  de  la  droite  Mt 
tangente  en  M  à  cette  courbe  par  les  formules 

/     x     -xr       -,  dx    ...       ..  dy         _        ..  dz  dt 

(vî)     X  =  lx-+-' — ,       ï=),v+-f-,      Z  =  L-h ,      T  =  lt-\ , 

<->?[  "Pi  clpi  àp\ 

où  X  désigne  une  arbitraire  dont  la  variation  donnerait  tous  les 
points  de  cette  tangente.  Pour  déterminer  X,  il  faut  exprimer  que 
le  point  P  décrit  une  courbe  tangente  à  la  droite  Mt  sur  laquelle  il 
se  trouve,  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  (D),  c'est- 
à-dire  lorsque  le  paramètre  p  varie  seul.  Cette  condition  se  traduit 
par  des  équations  telles  que  les  suivantes  : 


(i3) 


où  p  et  q  sont  des  indéterminées  pouvant  recevoir  des  valeurs 
quelconques.  Considérons  seulement  l'équation  relative  à  X  et 
remplaçons-y  —  par  sa  valeur  tirée  de  la  première  équation  (12)  ; 


dX 

dx 

à  Y 

dy 

"dp 

=  px  - 

h^' 

~ûô 

=  PJr  +  9dfl 
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nous  aurons 

à2x          ,  dx            dx         /  àX  \ 

—— h  A q h  (- p)x  =  0. 

dp  api  dp  opi         \op  / 

Celte  équation  doit  subsister  quand  on  y  remplace  x  par  jk,  5,  l; 
elle  doit  donc  être  identique  à  l'équation  (i  1)  (n°  108)  [I,  p.  i  7 5 ]', 
ce  qui  donne 

7                   da 
h  =  a,  q  =  —  o,  0  = c. 

dp 

Les  formules  (12)  et  (i3)  se  transforment  donc  dans  les  sui- 
vantes : 

04)  x  =  |+^     •••' 

.      s  dX.        I  da  \  dx 

(o)  —  = c\x  —  b  —  ,  .-., 

àp         \dp  ]  dpi 

où  tout  est  connu  et  qui  définissent  complètement  la  nouvelle 
surface  (S,).  Pour  obtenir  (S_,),  il  suffirait  d'échanger  les  deux 
variables  0  et  p, . 


331.   Supposons,  par  exemple,  que  les  coordonnées  x,  y,  s,  £ 
soient  données  par  les  formules 

a?  =  A(p  —  a)'"(p1  —  a')", 

y=    B(p—   è)'»(Pl-     &)*, 

(16)  < 

*   *  =  G(p  —  c)'"(pI—  c)", 

t  =  D(p  —  rf.)«(pi—  dy, 

où  a,  6,  c,  (7,  A.,  B,  C,  D  désignent  maintenant  des  constantes 
quelconques,  et  qui  ont  été  déjà  employées  au  n°  118  [I,  p.  202]  ; 
a?,jK?  5,  t  sont  des  solutions  particulières  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

(  p  —  p ,  )  - — : h  n  -. m  - —  =  o . 

v'         ^lJdpàp!  dp  dpi 

Pour  définir  la  surface  dérivée,  on  emploiera  les  formules  (i4) 
qui  nous  donnent  ici 

X  —  n(p  ~ a^  Y  —  n(p  —  b) 

~  (?i  —  «Mp  —  Pi)^'  ~~  (Pi—  b)(?  —  pi) 

On  peut  multiplier  les  quatre  coordonnées  homogènes  par  le 
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facteur —  :  ce  qui  conduit  aux  formules  définitives 

n  ^ 

(X  =  A  (  p  —  a )"l+1  ( pt  —  a  )"-' , 
(17)  j  Y  =  B( g  —  b )'"+'( pi—  b)»-\ 

Ce  sont  les  équations  primitives  dans  lesquelles  m,  n  sont  rem- 
placés respectivement  par  m  +  1 ,  n  —  1.  En  poursuivant  l'appli- 
cation de  la  méthode,  on  obtiendra  pour  la  surface  (S/)  le  système 

X/=  A(p  —  «)'"+«■(  pi—  a)*-', 

Y,-  =  B  (  0  —  6  )'"+'  ( pi  —  6)«  -*", 

^   Z/=  C(p—  cj«+'(p,—  c)»-', 

T/  =  D(p  —  rf)'«+'(pi—  «?)"-*', 

cjui  convient,  on  s'en  assure  aisément,  à  toutes  les  valeurs  entières, 
tant  positives  que  négatives,  de  i.  La  suite  obtenue  sera  illimitée 
dans  les  deux  sens  toutes  les  fois  que  les  nombres  m  et  n  ne 
seront  pas  entiers.  Mais  si  m  et  n,  par  exemple,  étaient  entiers  et 
positifs,  les  surfaces  (Sw)  et  (2_w)  se  réduiraient  à  des  courbes,  et 
l'application  de  la  méthode  serait  arrêtée  à  partir  de  (S„)  et 
de  (S_WJ). 

332.  Revenons  aux  formules  générales  (i4)  et  (i5);  les  coor- 
données #,  y,  z,  t  d'un  point  de  la  surface  primitive  (S)  sont  des 
solutions  particulières  de  l'équation  (11):  cherchons  l'équation  de 
même  forme  à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un 
point  de  la  surface  (2().  La  formule  (i4)  nous  montre  qu'il  faudra 
faire  la  substitution 

d§ 

(19)  ff  =  a8+- — 

dpi 

L'équation  (11)  peut  être  mise  sous  la  forme 

d  (  d8  \        .   d%        (         da  \  ft 

^-«6  +  — -h-6-t — hic — —  )e  =  0; 

dp  \  dpi/  dpi        \  dp j 

on  a  donc 

(20)  â-  =  (j c)6  — 6-r— , 

dp         \dp  j  dpi 

et  cette  formule  est  d'ailleurs  identique  à  l'équation  (i5)  que  nous 
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aurions   pu  poser  a  priori.   Pour    obtenir    l'équation  à  laquelle 
satisfait  <r,  il  faudra  éliminer  9  entre  les  équations  (19)  et  (20). 
Supposons  d'abord  que  la  quantité 

(21)  h  = \- ab —  c 

dp 

soit  nulle  :  alors  il  sera  impossible  de  résoudre  les  équations  (19) 
et  (20)  par  rapport  a  y  et  a  — -;  mais,  si  on  les  ajoute,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  6,  on  aura 

da 

h  6a  =  o. 

dp 

La  solution  générale  de  cette  équation  du  premier  ordre  est  de 
la  forme 

—  fbdp 

«  J        ?(pi)> 

o  désignant  une  fonction  arbitraire  de  p,.  Comme  X,  Y,  Z,  T  sont 
des  valeurs  particulières  de  <r,  on  voit  que  les  rapports  mutuels  de 
ces  quantités  seront  des  fonctions  de  p(  ;  et,  par  suite,  la  surface  (2,  ) 
se  réduira  à  une  courbe. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  h  ne  soit  pas  nulle.  Des 
équations  (19)  et  (20)  on  pourra  déduire  les  valeurs  de  9,  -r—  > 
qui  seront 

(  22  )  /i  6  =  6  <r  -t-  — , 

dp 

,   os  .   d9         Ida         \  da 

(23)  h- —  = c    a  —  a—  ; 

dpi        \d?  I  °? 

en  égalant  la  valeur  de  -7 —  fournie  par  la  seconde  formule  à  celle 

D  àpi  r 

que  l'on  obtient  par  la  différentiation  de  la  première,  on  trouvera 
pour  a-  l'équation 

à2  a  I  à  log/A  da 


do  dût         \  dp,      I  dp 

(24)  { 

,    ds         /  àa         àb         ,  d  log  h 

dpi         \  dp         dpi  dpi 

Telle  est  l'équation  à  laquelle  satisferont  les  coordonnées  X,  Y, 
Z,  T  d'un  point  quelconque  de  (S,). 


11      LIVRE    IV.    —    CHAPITRE    I.    —    NOTIONS   GÉNÉRALES    SLR    LES   CONGRLENCES. 

Nous  sommes  ainsi  conduits,  par  une  voie  purement  géomé- 
trique, à  une  méthode  de  transformation  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  Cette  méthode,  très  importante,  est  due  à 
Laplace  qui  l'a  développée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
Sciences  pour  1773  (').  Comme  elle  joue  un  rôle  fondamental 
dans  l'étude  d'un  grand  nombre  de  questions  géométriques,  nous 
allons  l'exposer,  dans  le  Chapitre  suivant,  avec  tous  les  dévelop- 
pements qu'elle  comporte. 


(')  Recherches  sur  le  Calcul  intégral  aux  différences  partielles,  par  M.  de 
la  Place.  Mémoires  de  Mathématique  et  de  Physique  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  1773,  p.  34i-4°3.  Imprimé  en  1777.  Voir  aussi  Œuvres  de  Laplace, 
t.  IX,  p.  5. 
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LA     MÉTHODE     DE     LAPLACE. 

Les  deux  cas  d'intégrabil  ité  immédiate.  —  Définition  des  invariants  h  et  h  ;  leurs 
propriétés.  —  Formes  réduites.  —  Équations  à  invarianls  égaux.  —  Méthode 
de  Laplaee;  première  substitution,  les  invariants  de  l'équation  transformée; 
deuxième  substitution.  —  Définition  de  la  suite  de  Laplaee.  expression  de  z 
en  fonction  de  zL.  —  Suites  périodiques.  —  Forme  générale  de  la  valeur  de  z 
lorsqu'une  des  équations  de  la  suite  a  un  de  ses  invariants  nul  et  peut  être 
intégrée.  —  Proposition  réciproque.  —  Détermination  de  toutes  les  équations 
pour  lesquelles  la  suite  de  Laplaee  est  limitée  d'un  seul  côté.  —  Recherche 
des  équations  pour  lesquelles  la  suite  se  termine  dans  les  deux  sens.  — 
Première  solution;  théorème  fondamental.  —  Deuxième  solution;  vérification 
directe  du  résultat.  —  Etude  des  expressions  auxquelles  on  est  conduit.  — 
Rappel  des  recherches  de  M.  Moutard. 


333.   Considérons  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

.  .  d*z  dz         .  dz 

(i)  - — —  +  a—  -f-  b— -  +  cz=o, 

dx  dy  dx  dy 

où  «,  b,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y\  elle 
peut  être  mise  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 


00 


Introduisons  les  deux  fonctions  h  et  k  définies  par  les  relations 

\  h  =  — •  -t-  ab  —  c, 
m  )  dx 

/       ôh    ,     i 

k  =  ■ i-  au  —  c. 

dy 

Si  h  est  nulle,  la   première  des.  équations  (2)  peut  se  mettre 


(     d 

(£H- 

dy        \ 

da\ 

t& 

(=— )- 

dz         1 

'v-  a- \-  \  c  — 

dx        \ 

db\ 
■  ■ —  )  z  =  0. 

ày) 
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sous  la  forme 

d 
dx 

\ày 
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et,  par  suite,  la  détermination  complète  de  toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (i)  se  ramène  à  l'intégration  successive  des  deux 
équations  du  premier  ordre 


(4) 


As,        . 

— h  bzx  =  o, 

OT 


intégration  qui  n'exige  que  des  quadratures. 

De  même,  si  k  est  nulle,  la  seconde  des  équations  (2)  prend  la 
forme 


.    bz  )  -+-  a  ( h  b  z     =  o, 

oy  \ox  I  \dx  1 

et   l'on    pourra    remplacer    l'équation   proposée    par.  le    système 
suivant  : 

— h  az-!=  o, 

(3)  ^       A 

dz 

h-  bz     =  z-t, 

dx 

tout  à  fait  semblable  au  système  (4). 

Supposons  maintenant  que  h  et  k  ne  soient  pas  nulles  :  nous 
allons  montrer  que  ces  fonctions  jouissent  de  propriétés  d'inva- 
riance, qui  ont  une  grande  importance  dans  l'étude  de  l'équation 
proposée;  nous  envisagerons  successivement  les  substitutions 

.    z  =  \z'\ 

x=y,  y  =  x'\ 

qui  ne  changent  évidemment  pas  la  forme  de  l'équation  proposée. 
Faisons  d'abord 

(6)  *  =  Xs', 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  y.  L'équation  en  z 
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sera 


à*-z'         [  àloe\\dz'        /,        d\Q<y\\àz' 

- — ■ h     a  H -2— h  \b  -\ -^—     -— 

dx  dy        \  dy     /  dx        \  dx    )  dy 

)  I  dlogX  dlogX         i     à*-\ 

\  dx  ày  X  dx  dy 

On  calcule  sans  difficulté  les  nouvelles  valeurs  des  fonctions  h 
et  k  :  on  trouve  ainsi  que  ces  fonctions  n'ont  pas  changé. 
Effectuons  maintenant  la  substitution 

x=o(x'),  y  =  <l(y'). 

L'équation  (1)  deviendra 

lJiz  i//    t\  dz        ,     ,,    ,,   ^r  „    ,>,,,    ,. 

— ; :  -+-  a  <b  (  y  ) — F  +  »o    /    - — r  -+-cv(x)<\i{y)z  =  o. 

dx  dy  '  dx  dy  '  l| 

Les  nouvelles  valeurs  A',  A"'  de  A  et  de  A"  seront 
Enfin  la  substitution 


échangera  les  valeurs  de  h  et  de  k. 

Toutes  ces  propriétés  justifient  le  nom  d'invariants  que  nous 
donnerons  à  h  et  à  k. 

334.  Lorsqu'on  remplace  z  par  \z,  on  a,  nous  l'avons  vu,  une 
équation  de  même  forme 

d'-z  ,dz        7rdz 

+  a h  o 1-  c  z  =  o, 


où  a',  6',  c'  ont  les  valeurs  suivantes  : 

à  logX 

dlogX 

! 5 

d.r 


(9)  '    V=b 


Olos,l       7  «UogX        i     d2X 


d*r  dy  X  dx  ày 

et  qui  admet  encore  les  invariants  h  et  k.  On  pourra  toujours 
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déterminer  la  fonction  X  de  telle  manière  que  l'on  ait 

(10)  a'  b'  —  c'  =  o. 

En  effet,  en  remplaçant  a',  b' ,  c'  par  leurs  valeurs,  nous  obtien- 
drons l'équation 

(il)  - — p-  =  ab  —  c, 

dx  dy 

qui  fera  connaître  logX.  par  une  double  quadrature.  Nous  appelle- 
rons équations  réduites  toutes  celles  dans  lesquelles  la  rela- 
tion (10)  sera  satisfaite.  Il  y  a  une  infinité  de  formes  réduites 
correspondantes  à  une  équation  donnée.  Pour  supprimer  cet 
inconvénient,  nous  conviendrons  de  faire  la  quadrature  double 
indiquée  par  la  formule  (11)  de  telle  manière  que  a'  s'annule 
pour  x  =  x0  quel  que  soit  y,  que  b'  s'annule  pour  y=y0 
quel  que  soit  x.  Ces  conditions  détermineront  parfaitement  les 
deux  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion (i  i). 

La  forme  réduite  ainsi  définie  peut  se  calculer  exclusivement 
au  moyen  des  invariants;  car  on  a,  par  suite  des  expressions  de  h 

et  de  k, 

a'  b'  =  c', 

da  db' 

dx    ~      '  ~dy    ~      ' 

et,  par  conséquent, 

hdx,  b' =   I      kdy,  c'=db'. 

Il  suit  de  là  que  deux  équations  linéaires  ayant  les  mêmes 
invariants  peuvent  toujours  se  ramener  Vune  à  Vautre  par  la 

substitution 

z  =  \'z''. 

Les  formules  d'identification  (q)   donneront  d'ailleurs   — -^— , 

à  logX  ,  -,  ,  ,  .        ,  . 

— et,  par  conséquent,  À  sera  détermine  a  un  facteur  constant 

près. 

On  peut  encore  adopter  d'autres  formes  réduites  pour  l'équa- 
tion   proposée.   Les  formules  (9)   montrent   immédiatement    que 
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l'on  pourra,  par  exemple,  disposer  de  A  de  telle  manière  que  a' 
s'annule    identiquement  et  que   b'  s'annule   pour  y=yQ.    Alors 

011  aura 

,        àa'  ,7,        , 

h  = \-  a  b  —  c  =  —  c  , 

dx 

db'  ,,,         ,       db' 

k  =  — ■  -+-  a  b  —  c  = c 

dy  dy 


et,  par  suite, 


b'  =    /      ( k  —  h)  dy,  a  —  o. 


(ï3) 


La  forme  réduite  serait  donc 


dx  dy 


f    (k-fi)dy 


dz' 
ày 


—  h  z'  =  o. 


Il  est  clair  que  l'on  pourrait,  par  l'échange  de  x  et  dey,  obtenir 


la  forme  analogue 


(14) 


d2z'  . 
dx  dy 


dz' 


l("-A) 


[)dx 


dz 
dx 


kz'=o, 


où  le  terme  en  -r—  a  disparu.  On  reconnaît  ainsi  que,  dans  le  cas 

où  les  invariants  sont  égaux  et  dans  ce  cas  seulement,  on  peut 
ramener  l'équation  proposée  à  la  forme 


à^z 
dx  dy 


=  Cz. 


335.  Après  ces  remarques  et  ces  définitions  préliminaires,  nous 
allons  exposer  la  méthode  de  Laplace. 

Supposons  que  les  invariants  h  et  k  ne  soient  pas  nuls.  Nous 
pourrons  substituer  à  l'équation  proposée  (1)  deux  équations  de 
même  forme  dont  l'intégration  entraînera  celle  de  l'équation  (1). 

Faisons  d'abord  la  substitution  définie  par  la  formule 


(i5) 


dz 
ày 


L'équation  proposée  pourra  s'écrire 


(16) 


hz. 
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L'élimination    de    z    entre    ces    deux    équations    conduit,   nous 
l'avons  vu,  à  l'équation  nouvelle 

dx  dy  dx  dy 

où  l'on  a 

,  „,  d\ogh  ,         ,  da        db  d\o*li 

(18)  ax  — a -2—,  &i=6,  ci=c— h -3 6 — ■ 

dK  dx        dy  dy 

Les  nouvelles  valeurs  des  invariants  seront 

Ai  =  2  h  —  A- , 

(19)  «ted^ 

!  *,  =  /,. 

Elles   s'expriment,   comme    il  fallait  s'y  attendre,  uniquement  en 
fonction  des  invariants  de  l'équation  donnée. 
Effectuons  de  même  la  substitution 

(20)  *_1=g-  +  ôs; 
nous  aurons 

(21)  kz  =  — - — ■  -+- az—i, 

dy 

et  nous  serons  conduits  pour  z_t  à  l'équation 

.  d-s-i  dz-j  dz-i 

(22)  —— —  -h  a_!  — 1-0-1-3 hc_1^_i=o, 

da:  dy  dx  dy 

avec  les  valeurs  suivantes  des  coefficients  : 

.    „.                               ,            7        d  loe/i                                 db        da           d\o"k 
(  2  3  )  .  «_t  =  « ,  6_i  =6 - —  j  c_i  =  c ■ h- a  — - • 

v      J  ^  '  '  dx  l  dy        dx  àx 

Les  valeurs  correspondantes  des  invariants  seront 

(  A-i  =  A, 

,a4>  ^  =  2/,-/,-^^:. 

v  cta?  <tk 

Ainsi,  par  les  deux  substitutions  indiquées,  on  déduit  de  l'équa- 
tion proposée,  que  nous  désignerons  par  la  lettre  (E),  deux  équa- 
tions nouvelles  (E,)  et  (E_1).  On  peut  évidemment  appliquer  la 
même  méthode  à  ces  deux  équations-,  mais  il  importe  de  remar- 
quer qu'elle  ne  donnera  pas  deux  équations  nouvelles  pour  chacune 
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d'elles.  La  formule  (21),  mise  sons  la  forme 

dz-t 

nous  montre  que  la  première  des  deux  substitutions  appliquée  à 
l'équation  (E_,)  nous  ramènerait  à  l'équation  proposée  dans 
laquelle  z  serait  remplacée  par  j,  et  la  formule  (16)  montre  de 

même  que  la  deuxième  substitution,  appliquée  à  (E,),  nous 
ramènerait  à  l'équation  proposée  dans  laquelle  ;  serait  remplacée 

Si  donc  on  regarde  comme  équivalentes  deux  équations  qui  se 
ramènent  l'une  à  l'autre  par  le  changement  de  ;  en  *a;  et  qui'  ont, 
par  conséquent,  la  même  réduite  et  les  mêmes  invariants,  on  voit 
que  les  substitutions  de  Laplace  appliquées  successivement  nous 
donneront  seulement  une  suite  linéaire  d'équations 

...,     (E_2),     (E-0,     (E),     (E,),     (E,),      ... 

à  indices  positifs  et  négatifs,  dans  laquelle  chaque  équation  (E;)  se 
déduira  de  l'équation  (E/_()  par  la  première  substitution  et  de 
l'équation  (E/+4)  par  la  deuxième.  Si  l'on  remplace  partout,  pour 
éviter  toute  confusion,  les  variables  x  ely  par  0  et  0,,  et  si  l'on  se 
reporte  à  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode  de  Laplace 
donnée  au  Chapitre  précédent,  on  reconnaîtra  que,  (E)  étant 
l'équation  relative  au  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (S), 
(E/)  sera  l'équation  relative  au  système  conjugué  tracé  sur  la 
surface  (5*-). 

336.  Les  invariants  des  équations  (E;)  se  déduisent  les  uns  des 
autres  par  l'emploi  répété  des  formules  (19)  et  (24)-  On  trouve 
ainsi 

f    n  hi+l=2hr.—  Av : — - — , 

( 20 )  dx  Oy 

(    ki+y  =  ht. 

Ces  formules  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  ht  et  ki\  et 
elles  donnent 

Illi  =  «Tj-Hl, 
,            ,              ,               <J»log**+, 
h'i —   2AV-M  —  ''/-t-1 j 5 
ox  oy 
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On  pourra   d'ailleurs  attribuer  à  l'indice  i  toutes  les   valeurs 

entières,  positives   ou  négatives;   on   retrouve,   par  exemple,   les 

formules  (19)  et  (24)   en  faisant   i  =  o  et   i= —  1.   On  pourrait 

aussi,   au  lieu   de  considérer  deux  séries   de  quantités  ht  et  ki, 

introduire  seulement  les  quantités  ///.  On  aurait  alors  une  suite  de 

quantités 

...,     I1-2,     h-i,     /',     hu     h2,      ... 

se  déduisant  les  unes  des  autres  par  la  formule  de  récurrence 

d1  loff  h; 


(27)  /(/+i+  hi-i=  ihi— 


dx  dy 


et  les  invariants  de  l'équation  (E/)  seraient  ht  et  A,_(.  L'équa- 
tion (E)  fournira  donc  les  deux  termes  consécutifs  h  et  h_i;  et  la 
relation  précédente  permettra  de  calculer  tous  les  autres  de  proche 
en  proche. 

Il  est  difficile  d'obtenir  directement  l'expression  de  ht  en  fonc- 
tion de  h  et  de  h_{.  On  peut  signaler  cependant  la  relation 

28  ht+i  =  ki+h-k ^—7 '' 

dx  dy 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  i  et  s'obtient  par  la 
combinaison  linéaire  des  équations  (27). 

Les  formules  relatives  à  la  substitution  par  laquelle  on  passe 
de  l'équation  (E/),  d'indice  positif,  à  l'équation  (E),  peuvent 
être  écrites  sous  une  forme  où  ne  figurent  plus  que  les  invariants 
des  équations  intermédiaires.  Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  aux 
équations  (18),  on  reconnaît  que  le  coefficient  b  de  l'équation 
linéaire  demeure  toujours  le  même  si  l'on  applique  indéfini- 
ment la  première  substitution.  La  formule  (16)  donnera  donc,  en 
général, 

— h  OZi—  lli_iZi-i 

ôx 
ou 

Çbd.v  1  à  Çbd.v 

Zi-i  eJ         =  -, —  zLeJ 

hi-i  dx 

L'application  répétée  de  cette  formule  conduit  à  la  suivante  : 

.    .  -Çbdx  1     d      1      d  1        d  (         fi"i 

(29)  z  =  eJ        _  _  _ -\z(eJ 

n   dx  h  y   dx  h.i-\    dx 
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qui  détermine  z  en  fonction  de  Zi  et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  x 
prises  jusqu'à  l'ordre  i.  En  opérant  de  même  avec  la  formule  (i5), 
on  obtiendra  l'équation 

-fady  d.        1   .       d  r      d    (  f«dr 

(3o)      z'  =  e  J    ,thi" -h'-'d?  ijrt  ip- ■  •  j^ïVe 

qui  fait  connaître  z-i  en  fonction  de  z. 

Il  existe,  évidemment,  des  formules  analogues  relatives  à  la 
deuxième  substitution;  il  suffira  d'ailleurs,  pour  les  obtenir, 
d'échanger,  dans  les  formules  précédentes,  tout  ce  qui  se  rapporte 
aux  variables  x  et  y. 

337.  On  peut  se  proposer  un  grand  nombre  de  questions  diffé- 
rentes au  sujetde  la  suite  d'équations  linéaires  fournie  parla  méthode 
de  Laplace.  Examinons,  par  exemple,  les  cas  les  plus  simples  clans 
lesquels  la  suite  sera  périodique.  Si  l'on  veut  que  toutes  les  équa- 
tions de  la  suite  soient  identiques,  il  suffira  que  l'équation  (E,)  soit 
identique  à  (E),  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ht=h,  /,!  =  /, 

Les  formules  (19)  nous  donneront  alors 

k  =  h ,  ^ —  =0,  h  —  Xi . 

dx  a  y 

En  adoptant,  pour  nouvelles  variables  x  et  y,  des  fonctions 
convenablement  choisies  de  x  et  de  y,  on  pourra  réduire  la  valeur 
de  h  à  l'unité  (n°  333).  L'équation  (E)  aura  donc  pour  forme 
réduite  (n°  334) 


dx  dy 


On  reconnaît,  en  effet,  immédiatement,  que  la  méthode  de 
Laplace  transforme  celte  équation  en  elle-même.  Nous  revien- 
drons sur  cette  équation,  qui  a  une  grande  importance  en  télé- 
graphie. 

Si  l'on  veut  que  les  équations  (E;)  se  reproduisent  de  deux  en 
deux, il  suffira  que  l'équation  (E2)  soit  identique  à  l'équation  (E), 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

h2  =  /?,  X;2  =  k. 
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On  est  ainsi  conduit  au  système 

2A'-2ft j —    =   O, 

ox  dy 
,  .        d°-\ogh 

III  —  2  fi ! — ; =  O , 

dx  dy 

qui   doit  déterminer  h  et  À-.  lin  ajoutant  les  deux  équations,  on 

trouve 

à-  log/iÀ- 


àx  dy 


o,  hk  =  XY. 


Ici  encore,  en  remplaçant  les  variables  a?,  y  par  des  fonctions 

nouvelles  de  ces  variables,  on  peut  ramener  la  relation  précédente 

à  la  forme 

hk  =  x  ; 

tout  se  réduira  donc  à  l'intégration  de  l'équation 


dx  à  y 

que  nous  rencontrerons  plus  tard  dans  la  théorie  des  surfaces  à 
courbure  constante  et  dans  l'étude  d'autres  questions  de  Géomé- 
trie. Si  l'on  pose 

h  =  e®, 

elle  prend  la  forme 

(3.)  ^='i«9--6)' 

Nous  laisserons  de  côté,  pour  le  moment,  l'élude  de  cette  équa- 
tion et  l'examen  des  questions  analogues  que  l'on  peut  se  proposer 
relativement  à  la  suite  de  Laplace,  pour  nous  attacher  surtout 
au  problème  le  plus  important,  et  rechercher  dans  quel  cas  la 
méthode  de  Laplace  peut  donner  l'intégrale  générale  de  l'équation 
linéaire  proposée.  Cette  méthode  ramène  l'intégration  de  l'équa- 
tion proposée  à  celle  de  l'une  quelconque  des  équations  (E/);  il 
suffira  donc  que  l'on  sache  intégrer  l'une  de  ces  équations.  C'est 
ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  l'un  des  deux  invariants  /?/ ou 
kt  est  nul  :  il  importe  seulement  de  bien  définir  les  conditions 
dans  lesquelles  la  méthode  réussira. 

Supposons  d'abord  qu'après  avoir  appliqué  une  ou  plusieurs 


LA   MÉTHODE   DE   LAPLACE.  33 

fois  la  première  substitution,  on  rencontre  une  équation  (E,) 
d'indice  positif  pour  laquelle  un  des  invariants  soit  nul;  ce  ne 
pourra  être  que  l'invariant  hi,  puisque  l'invariant  ki  de  cette 
équation  est  égal,  d'après  les  formules  (20),  à  l'invariant  ht_K  de 
l'équation  précédente  (E/_,),  qui,  par  hypothèse,  n'est  pas  nul. 

Ecrivons  donc 

h[  =  o. 

L'application  de  la  méthode  de  Laplace  sera  alors  arrêtée,  et  il 
sera  impossible  de  former  l'équation  (E,+1);  mais  l'équation  (Et-) 
pourra,  nous  l'avons  vu  au  n°  333,  se  mettre  sous  la  forme 

et  elle  admettra  l'intégrale  première 

dzt  v    Sb<dx, 

1-  atZi—  Y  e  v 

ôf 

Y  désignant  une  fonction  quelconque  de  y.  Une  nouvelle  inté- 
gration donnera  la  valeur  générale  de  Zi  qui  sera 

—  \nidYl  P  \<iidy—\bidx 

-,_  „   J  Y     ,      /  Y  eJ  J  rlv 


"(^ 


(32) 

Cette  solution  est  de  la  forme 
(33)  Zi=*(x-+-fY$dy\ 

a  et  ^  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y;  X  et  Y  dé- 
signent les  fonctions  arbitraires,  qui  dépendent  respectivement  de 
la  seule  variable  x  et  de  la  seule  variable  y. 

De  la  valeur  de  zt  on  passera  à  celle  de  z.  Nous  avons  vu  plus 
haut  (n°  336)  que  z  sera  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  zi 
et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  x  jusqu'à  l'ordre  i.  La  forme 
générale  de  la  valeur  de  z  sera  donc  la  suivante  : 


lz=     A   (X  +j\    p  dy 

W)    {      +  a,(*+/y£*)+,..+a((x»+/y£*). 


II. 
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A,  A|  ...,  A/  désignant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y. 
On  voit  que  la  fonction  arbitraire  Y  sera  engagée,  en  général,  sous 
plusieurs  signes  d'intégration.  Si  Ton  annule  cette  fonction,  on 
obtiendra  la  solution 

(35)  *  =  AX  +  A,X'  +  ...+  AtXWi 

qui  est  moins  générale,  mais  où  la  fonction  arbitraire  X  est  dé- 
gagée de  tout  signe  d'intégration. 

Réciproquement,  toutes  les  l'ois  que  l'équation  linéaire  proposée 
admettra  une  solution  particulière  de  la  forme  précédente,  l'appli- 
cation répétée  de  la  méthode  de  Laplace  conduira  certainement, 
après  des  opérations  en  nombre  au  plus  égal  à  i,  à  une  équation 
linéaire  dont  l'invariant  h  sera  nul.  Four  démontrer  ce  point 
essentiel,  remarquons  que,  si  l'on  substitue  une  expression  des  de 
la  forme  (35)  dans  l'équation  proposée,  elle  prend  la  forme 

HX  +  H1X'h-...+  H/+1X('+i)=  o. 

Si  l'équation  doit  être  vérifiée,  comme  nous  le  supposons, 
quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  X,  il  faudra  que  H,  Hi;  ..., 
H;+1  soient  nuls.  En  effet,  si  ces  expressions  n'étaient  pas  toutes 
nulles,  il  suffirait  d'attribuer  à  y  une  valeur  arbitraire,  dans  l'équa- 
tion précédente,  pour  obtenir  une  relation  linéaire  entre  la  fonc- 
tion X  et  ses  dérivées  :  cette  fonction  ne  pourrait  donc  être  choisie 
arbitrairement,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

On  calcule  aisément  les  valeurs  de  H/+1  et  de  H,-.  On  a 

11;+!= h  a  A/, 

dy 

dk,--*  ô2Ai  dXt        ,  dA.i 

H;=  — haAH+  -7— \-a- \-  b- h  ck;. 

dy  dx  dy  dx  a  y 

On  voit  donc  que  la  fonction  A,  devra  satisfaire  à  l'équation 

/o/.n  àk.t 

(3b)  — \-  aki  —  o. 

dy 

En  outre,  si  l'on  égale  à  zéro  la  valeur  de  H;  en  y  remplaçant 
— -  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  précédente,  on  trouve 

(37)  -£=±  +  aAi-t=hAi. 

dy 
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Ces  points  étant   établis,  appliquons  la  première  substitution, 
définie  par  la  formule  (i5).  On  aura 

dz 
zt  = h-  az 

ày 

et,  en  vertu  delà  relation  (36),  la  valeur  de  z{  ne  contiendra  plus 
les  dérivées  de  X  que  jusqu'à  l'ordre  i —  i  au  plus.  D'ailleurs, 
d'après  la  formule  (3^),  le  coefficient  de  X(ï_1)  sera  /iA/.  11  ne 
sera  donc  nul  que  dans  le  cas  où  l'invariant  A  le  sera. 

Par  conséquent,  l'application  répétée  de  la  substitution  nous 
conduira  à  une  équation  (Ey),  d'indice  j  inférieur  à  i,  pour  la- 
quelle l'invariant  h  sera  nul;  ou  bien  nous  finirons  par  obtenir 
l'équation  (E/)  admettant  une  solution  de  la  forme 

*/=AX. 

La  substitution  directe  montre  alors  que,  pour  cette  équation 
aussi,  l'invariant  h  est  nul.  Donc,  dans  tous  les  cas,  au  bout  de  i 
opérations  au  plus,  la  méthode  de  Lâplace  conduira  à  une 
équation  intégrable. 

338.  En  rapprochant  les  résultats  précédents,  on  peut  parvenir 
à  une  proposition  précise;  mais  il  faut  que  nous  présentions  au- 
paravant quelques  remarques  sur  les  expressions  de  la  forme 

U  =AX  +  A1X'+...+  Ai-X('', 

qui  contiennent  une  fonction  arbitraire  et  ses  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  déterminé. 

Il  est  évident  qu'il  est  toujours  possible  de  remplacer  de  telles 
expressions  par  d'autres  qui  contiennent  les  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  plus  élevé. 

Substituons,  en  effet,  àX  une  expression  telle  que  la  suivante  : 

aXI-f-pX'1+...+  XXf), 

où  a,  [3,  ...,  A  désignent  des  fonctions  données  de  x,  et  X(  une 
fonction  arbitraire  nouvelle.  La  fonction  U  sous  sa  nouvelle  forme 
contiendra  les  dérivées  de  X(  jusqu'à  l'ordre  i -+-  u..  Réciproque- 
ment, il  pourra  se  faire  que  le  nombre  des  dérivées  puisse  être 
diminué  dans  U  par  un  choix  convenable  de  la  fonction  arbitraire. 
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Par  exemple,  la  fonction 

A(X  +  X')-t-B(X'+Xr) 

peut  être  ramenée  à  une  forme  plus  simple,  si  l'on  pose 

X  +  X'  =  Xj. 

Nous  dirons  dans  la  suite  que  la  fonction  U  est  de  rang  i-\-  i 
par  rapport  à  x,  lorsque  l'ordre  de  la  plus  haute  dérivée  de  X 
qu'elle  contient  est  i  et  lorsqu'il  sera  impossible  de  l'amener  à 
une  forme  dans  laquelle  figureraient  un  nombre  moindre  de  dé- 
rivées de  la  fonction  arbitraire.  Nous  ne  chercherons  pas  à  indi- 
quer ici  comment  on  reconnaît,  d'une  manière  générale,  si  une 
fonction  U  est  écrite  sous  sa  forme  la  plus  simple.  Cette  question, 
qu'il  est  aisé  de  résoudre,  ne  se  présentera  pas  dans  la  théorie  qui 
nous  occupe. 

Nous  avons  vu  que,  si  l'équation  (E;)  est  la  première  pour  la- 
quelle l'invariant  h  devienne  nul,  il  existera  une  solution  de 
l'équation  proposée  contenant  une  fonction  arbitraire  de  X  et  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  i.  Je  dis  que  cette  solution  est  irréduc- 
tible quant  au  nombre  des  dérivées  et  que  son  rang  est  bien 
i -+-  i.  En  d'autres  termes,  il  sera  impossible  de  l'exprimer,  ou 
même  de  trouver  toute  autre  solution  de  l'équation,  sous  une 
autre  forme  contenant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  i — a.  En  effet,  si  cela  était  possible,  il  y  aurait, 
en  vertu  de  la  réciproque  déjà  établie,  une  équation  (Ey)  d'ordre 
au  plus  égal  à  i — \x  et,  par  conséquent,  certainement  inférieur 
à  /pour  laquelle  l'invariant  h  serait  nul;  ce  qui  est  contraire  à 
l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  évidemment  que,  lorsque  la  première  équation 
pour  laquelle  l'invariant  h  s'annule  est  (E;),  toute  équation 
(E;_a)  d'indice  positif  ou  négatif  admettra  une  solution  de 
rang  k  -+-  i  par  rapporta  x. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent  sans  modification  lors- 
qu'on emploie  la  deuxième  substitution;  le  mode  de  formation 
des  équations  d'indice  négatif  (E_,),  (Ej.2),  ...  se  ramène,  en 
elfet,  à  celui  des  équations  à  indice  positif  par  l'échange  de  x  et 
de  y.  On  voit  donc  que  la  suite  des  équations  d'indice  négatif 
cessera  d'être  illimitée  et  se  terminera  à  une  équation  (E_y)  pour 
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laquelle  l'invariant  k  sera  nul  toutes  les  fois  que  l'équation  linéaire 
proposée  admettra  une  intégrale  particulière 

*=  BY-+-B1Y'+...-f-B,YO>, 

de  rang  y  4-  i  par  rapport  à  y,  et  vice  versa. 

339.  Les  développements  précédents  permettent  de  former  très 
aisément  les  équations  linéaires  dont  la  méthode  de  Laplace  peut 
fournir  l'intégrale  générale.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 
veuille  obtenir  toutes  les  équations  admettant  une  solution  de 
rang  i -f-  i  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire  pour  lesquelles  la  suite 
des  équations  d'indice  positif  se  termine  à(E/).  On  choisira  arbi- 
trairement ai  et  bt ■;  l'équation 

7  da<-     ,  /, 

hi  =  -: h  «,  bi  —  a  =  o 

ox 

déterminera  ensuite  c/.  La  valeur  de  l'intégrale  générale  sera 
donnée  par  la  formule  (32);  les  relations  (26)  feront  ensuite 
connaître  de  proche  en  proche  les  invariants  h  et  k  des  équations 
(E(_t  ),  .  .  .,  (E).  D'après  l'application  répétée  de  deux  des  for- 
mules (18),  on  aura 

(    b  =  bh 

(38)  '  â      .  fil  /,  \ 

La  valeur  connue  de  l'un  des  invariants  h  ou  k  permettra  ensuite 
de  calculer  c.  On  aura,  par  exemple, 

(39)  k=-^-i-abi—c. 

On  pourra  même  obtenir,  sous  forme  développée,  la  valeur  gé- 
nérale de  z.  Il  suffira  d'employer  la  formule  (29),  ce  qui  donnera 

/,  s  -fait*  x   d    1    d         1     d  rft/_      rx  ,  \i 

Si  on  laisse  de  côté  l'intégrale  e~Sbidx  qui  représente  le  facteur 
arbitraire  par  lequel  en  peut  multiplier  z,  cette  formule  ne  con- 
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lient  que  les  invariants  et  la  fonction  6  dont  la  valeur  est 

/&,-  dx  —  lai  dy 
J 

et  qui  peut,  elle-même,   être  regardée  comme  un  invariant;  car 

on  a 

d2logO        dbi        dut 

,     ?     =  -, t—  =  */—  hi  =  ht-x . 

dx  dy         dy         dx 

L'application  de  la  seconde  formule  (38)  nous  fournit  encore 
la  valeur  suivante  de  6  : 

I  b  rl.r  —  l  a  tly 

(42)  %  =  eJ  J        hh1...ht-u 

et  cette  relation  permettra  de  calculer  Q  quand  l'équation  sera 
donnée.  Pour  obtenir  la  partie  de  l'intégrale  générale  qui  dépend 
de  X,  il  suffira  de  remplacer  Y  par  zéro. 

Il  n'y  a  donc,  on  le  voit,  aucune  difficulté  à  former  l'ensemble 
des  équations  linéaires  dont  la  méthode  de  Laplace  fournit  l'inté- 
grale générale,  après  des  opérations  dont  on  peut  fixer  le  nombre 
à  l'avance.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer,  parmi 
toutes  ces  équations,  celles  pour  lesquelles  la  suite^de  Laplace  se 
termine  dans  les  deux  sens,  et  qui  admettent,  par  conséquent, 
une  solution  conlenant  deux  fonctions  arbitraires  X,  Y, 

z  =  AX  +  AiX'-t-. ..  +  AjX^  +  BY  +. . .+  BjYW, 

et  entièrement  débarrassée  de  tout  signe  d'intégration. 

L'expression  précédente  est  de  rang  i-\-  i  par  rapport  à  x  et  de 
rangy'-j-  i  par  rapport  à  y.  La  somme  i  -\-  j  sera  appelée  le 
nombre  caractéristique  de  l'équation.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il 
ne  change  pas  quand  on  applique  les  substitutions  de  Laplace  ;  car, 
si  l'on  passe  de  l'équation  (E)  à  (E^),  par  exemple,  le  nombre  i 
aura  diminué  de  h  unités,  mais  le  nombre  y  aura  augmenté  de  la 
même  quantité  (n°  337)  ;  la  somme  de  ces  deux  nombres  n'aura 
donc  pas  changé.  D'après  cela,  si  l'on  considère  l'équation  (E/)  de 
rang  i,  pour  laquelle  l'invariant  h  est  nul  et  qui  est  de  la  forme 


à    (dzi  \  [dzt  \ 

tout  se  réduira  à  exprimer  qu'elle  admet  une  solution  de  rang  i 
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par  rapport  à  x  et  de  rang  i -\-J  -+-  i  par  rapport  à  y.  Posons,  pour 
abréger,  ?i  =  i  -\-j  et  faisons  la  substitution 

l'équation  se  ramènera  à  la  forme 

à    I  i    00  \ 

a  désignant  une  fonction  de  x  et  de  y.  En  intégrant,  on  aura 

(44)  ;r=-aY»>       6=y«YlC?r  +  x, 

Y<  désignant  une  fonction  arbitraire  dey  et  X  une  fonction  arbi- 
traire de.z\,La  question  à  résoudre  sera  ramenée  à  la  suivante  : 

Exprimer   que    V équation    (44)  admet  une  solution  de  la 
forme 

(45)  6  =  X  +  BY  +  B1Y'  +  ...+  BflY(«', 

oà  B,  B) ,  .  .  . ,  Bn  sont  des  fonctions  déterminées  de  x  et  dey,  et 
X,  Y  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  dey  respectivement  (  '). 

En  substituant  l'expression   précédente  dans  l'équation  (44)  et 
en  donnant  à  x  une  valeur  numérique  quelconque,  on  reconnaî 
immédiatement  que  les  deux  fonctions  arbitraires  Y  et  Y,  doivent 
être  liées  l'une  à  l'autre  par  une  relation  de  la  forme 

(46)  Y,  =  XY  +  X1Y' -+-... -f-Xre+1Y(»+*>, 

À,  X|,  ...,  \n+\  désignant  des  fonctions  de  y  parfaitement  déter- 
minées. Si  l'on  remplace  8  et  Y,  par  leurs  valeurs  dans  l'équa- 
tion (44)>  on  devra  donc  avoir 

(47)  ^(BY  +  B1Y'  +  ...+  B„Y<">)=:a(XY -h  Xi  Y'  +  ...+  X,i+1  ¥("+>)), 
et  cela  pour  toutes  les  formes   possibles  de  la  fonction  Y.  Pour 


(  '  )  Il  faudrait,  dans  l'expression  de  6,  mettre  AX  à  la  place  de  X,  A  pouvant 
être  une  fonction  déterminée  quelconque  de  x  et  dey;  mais  la  substitution  dans 
l'équation  (44)  montre  immédiatement  que  A  peut  être  réduit  à  l'unité. 
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qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  évidemment  que  les  coefficients  de  Y  et 
des  dérivées  Yu)  soient  égaux  dans  les  deux  membres.  En  égalant 
ces  coefficients,  on  obtient  ainsi  le  système 


(48) 


dB 

dBy 


=  txX, 
=  aXj, 


àBn 

dy 


■  B„-i  =  aX„, 


L'élimination  des   quantités    B  montre    que   a    devra  satisfaire   à 
l'équation 

(49)     aX_;|-(aX1)+|^(aX2)-...+  (-i)^^r(«Xn+1)=o, 

qui  est  linéaire  d'ordre  n  -+-  1  par  rapport  à  a,  tous  les  coefficients 
étant  des  fonctions  de  y.  On  aura  ensuite  les  valeurs 

Bn  =  aln+i, 


(5o) 


oy 


B  =  aXl  ~  ^7(aXs)  +'  •  ■"h  (_  ,)n  ^  (aX«+0, 


qui  permettront  d'écrire  l'expression  de  9. 

La  relation  (46)  entre  les  fonctions  Y,  Y(  permettant  de  choisir 
arbitrairement,  soit  l'une,  soit  l'autre  de  ces  fonctions,  on  voit  que 
la  valeur  de  6  pourra  être  définie  à  volonté,  soit  par  la  formule  (44)? 
soit  par  la  formule  (45).  Cette  dernière  formule  donnera  donc, 
comme  la  première,  l'intégrale  la  plus  générale  de  l'équation  en  6. 

D'après  la  méthode  précédente,  on  voit  que,  pour  résoudre 
complètement  le  problème  proposé,  il  suffira  de  choisir  arbitraire- 
ment n  -h  2  fonctions  dey,  À,  X,,  ...,  X//+1,  d'intégrer  ensuite 
l'équation  linéaire  du  n  +  ilème  ordre  à  une  seule  variable  indé- 
pendante (4q)?  ce  qui  donnera  a  et  permettra  de  former  l'équa- 
tion (Ej).  Les  formules  (5o)  et  (4^)  donneront  ensuite  l'intégrale 
générale  de  cette  équation,  et  l'application  répétée  des  substitu- 
tions de  Laplace    permettra   de  former  par  voie    de  récurrence 
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l'équation  (E),  ainsi  que  son  intégrale  générale.  Mais  cette  solu- 
tion, qui  se  présente  ainsi  de  prime  abord,  peut  être  notablement 
simplifiée  et  perfectionnée. 

340.  Il  faut  d'abord  lever  une  objection  qui  se  présente  immé- 
diatement. L/ expression  obtenue  pour  l'intégrale  générale  sera- 
t-elle  irréductible  quant  au  nombre  des  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  1,  et  ne  pourra-t-on  pas,  par  un  choix  convenable  de 
la  fonction  Y,  réduire  ces  dérivées  à  un  moindre  nombre?  Il  est 
aisé  de  reconnaître  que  cela  aura  lieu  dans  certains  cas  et  de 
donner  un  caractère  précis  permettant  de  distinguer  les  valeurs 
de  a  pour  lesquelles  l'intégrale  générale  sera  bien  réellement  de 
rang-  n  +  i  par  rapport  à  y. 

Nous  rappellerons  d'abord  une  identité  empruntée  aux  deux 
théories  voisines  de  l'équation  adjointe  et  des  conditions  d'inté- 
grabilité  des  expressions  différentielles.  Si  l'on  définit  les  fonc- 
tions nouvelles  de  y,  11,  [J.t,  . . .,  m.«+1,  par  l'identité 

If-ttO  -f-  f*!  U)'  -t-  [JLo  to"  •+-...  -+•  \J-n  +  \  lû('i~f~1) 
à  d2  dn+1 

=  mX-^(«ûX1)  +  ^j(coX1)-...-+(-i)*«^h(»Vi). 

où  co  désigne  une  fonction  de  forme  quelconque,  on  aura  aussi 

f   Xw  -j-  Xjto'-i-  À2to"H-.  .  .-+-  X„+1  u)(re+1> 

(52)  <  d  à2  s  d"+1 

/       =  to;j. -(ioai)+  -t — -(u>uu)  — ..  .-l-  ( —  i)"+1 (wun+i); 

v  ty  ày'2  dy'l+i       '  re^1/' 

et,  par  conséquent,  les  fonctions  X.  pourront  s'exprimer  au  moyen 
des  fonctions  a.  On  aura,  par  exemple, 

1  A  =  U, ^ h...+  (—  l)"+1 : — ; > 

(53)  l  ày  K       '  dj"^ 
(  XB+1=(— i>+V»+i- 

Ainsi,  les  fonctions  u.  pourront  être  choisies  arbitrairement;  on 
en  déduira  ensuite  les  fonctions  A  par  l'emploi  de  l'identité  (02). 

Ces  points  étant  rappelés,  si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (  49),  on 
voit  qu'elle  prend  la  forme 

(54)  [A«  -{-  f*! a' -H.  ..-+-  [i.„+1  a^+D  =  o, 
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et,  par  suite,  l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  a,  considérée 
comme  fonction  de  y,  est  une  équation  linéaire  quelconque 
d'ordre  n-\-\.  Cet  ordre  ne   s'abaissera  dans  aucun  cas;  car,  en 

vertu  des  formules  (48)  et  (53),  [t-n+\  est  égal,  au  signe  près,  à  — - 

et  ne  peut  s'annuler  qu'avec  Bn.  Si  l'on  prend  pour  a  une  solution 
quelconque  de  l'équation  (54),  on  déterminera  les  fonctions  X  par 
l'identité  (02),  puis  les  B  par  les  formules  (48);  et  l'on  aura,  en 
substituant  dans  la  formule  (45),  l'intégrale  générale,  qui  con- 
tiendra la  fonction  Y  et  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n. 

Le  résultat  des  raisonnements  précédents  se  traduit  par  les  deux 
propositions  suivantes  : 

Si  l'intégrale  générale  est  de  rang  n  -+-  1  ou  de  rang  inférieur 
, par  rapport  à  y,  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  satisfera  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  -+-  1  dont  tous  les  coefficients 
seront  des  fonctions  dey. 

Inversement,  si  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  satisfait  à 
une  équation  linéaire  d'ordre  n  -f- 1  et  dont  les  coefficients  sont 
des  fonctions  dey,  l'intégrale  générale  sera  au  plus  de  rang  n  -+-  1 
par  rapport  à  y. 

En  rapprochant  ces  deux  propositions,  on  obtient  évidemment 
le  théorème  suivant  : 

Pour  que  V équation  linéaire 

d_f\   d% 

dx  \  a.  dy 

admette  une  solution  de  rang  n  -\-  1  par  rapport  à  y,  c'est- 
à-dire  pour  que  sa  solution  générale  soit  de  la  forme 

0'=  X  -h  BY  +  BiY'  +  . .  .-f-  B„Y<«> 

et  ne  puisse  pas  être  mise  sous  une  forme  analogue  où  il  y 
aurait  moins  de  dérivées  de  la  fonction  arbitraire  de  y,  il  faut 
et  il  suffit  que  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  satisfasse  à 
une  équation  linéaire  d: ordre  n  -h  1  dont  les  coefficients  soient 
des  fonctions  de  y  et  ne  satisfasse  pas  à  une  équation  linéaire 
semblable,  mais  d ) ordre  moindre. 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  par  Y,,  Y2,   ...,  Y„+,    n  -+-  1  solu- 
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lions  particulières  quelconques,  linéairement  indépendantes,  de 
l'équation  à  laquelle  satisfait  a,  on  devra  prendre 

a  =  Yj  A|  -+-  Y2  X2-f-.  ,.+  I  n+l  -V'2  +  lî 

X|,  Xo,  ...,  X„+,  désignant  des  fonctions  de  x  qui  seront  assu- 
jetties à  la  seule  condition  d'être  linéairement  indépendantes,  afin 
que  a,  considérée  comme  fonction  de  y,  ne  satisfasse  pas  à  une 
équation  d'ordre  inférieur  à  n  -+■  i . 

Si  l'on   se  donne  a  priori  les   solutions  Yl5  Y2,  ...,  Y/2+1,  on 
pourra  déterminer  les  fonctions  ;j.  par  les  équations 


pYj-h  fiîYi-h. 
[jlY2+  (JLt  Yj-H. 


=  o, 

=  o, 


et  la  solution  complète  du  problème  n'exigera  plus  aucune  inté- 
gration. Mais  nous  allons  voir  qu'on  peut  présenter  cette  solution 
sous  une  forme  beaucoup  plus  élégante  et  plus  commode  pour  les 
applications. 

Reprenons  l'identité  (47)   et  désignons  parj^,,  y2,    ...,  yn+\ 
n  +  1  solutions  particulières  distinctes  de  l'équation  linéaire 

(55)  AY-f-X1Y'-+-...  +  -À„+1Y<«+D  =  o; 

yt,  ...,yn+\  seront  des  fonctions  de  y  dont  le  déterminant 


(56) 


y\ 


y% 
-y'* 


y'n+i 


y  \     y 2      •  •  •   ./ «+i 

ne  sera  pas  nul. 

L'équation  (47)  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  formes  pos- 
sibles de  la  fonction  arbitraire  Y,  remplaçons-}'  Y  par  l'une  quel- 
conque yi  des  solutions  particulières  précédentes.  Nous  aurons 


dy 


(B^+B)y,  +  ...+  B„j^')  =  o, 


et,  par  suite,  en  intégrant, 

(5;)  Bj;-+Bl7'r 


^ny\n) 


Xi  désignant  une  fonction  de  la  seule  variable  x.  En  attribuant  à  i 
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toutes  les  valeurs  1,2,...,  n  -f-  i,on  obtient  ainsi  n  -t-  1  équations 
différentes  d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  B,  B,,  ...,  B„. 
Porter  ces  valeurs  dans  la  formule  (45)  qui  donne  9,  c'est  éliminer 
B,  B, ,  . . .,  B„  entre  les  équations  précédentes  et  la  suivante  : 

6  =  BY  +  B,Y'+...+  B„Y("'  +  X. 

On  est  ainsi  conduit  à  la  valeur  suivante  de  9  : 


X 

Y 

Y' 

Y("' 

I 

Xi 

y\ 

y\ 

..     yr 

H 

Â 



~  ~K 

*     J 

'•i    J.' 

fn  +  l        ■ 

c    • i 

■  •      J  n+\ 

l  KO.\ 

(58) 


A  étant  le  déterminant  déjà  défini  par  l'équation  (56).  De  la  valeur 
de  9  on  déduit  celle  de  z; 


(58  bis) 


*;=MH, 


M  désignant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  y  dont  la  valeur 
ne  joue  aucun  rôle  dans  la  théorie. 

11  est  aisé  de  vérifier  que  la  valeur  précédente  de  6  satisfait  bien 
à  l'équation  (44) 


(59) 


de 

dy 


itXY  +  XtY'-H. 


Xa+1Yt«+«], 


où  l'on  a  remplacé  Y,  par  sa  valeur  (46),  et  de  déterminer  l'ex- 
pression de  a  au  moyen  des  fonctions  27,  yt.  La  valeur  de  9, 
ordonnée  suivant  les  fonctions  X  et  Xi,    est   évidemment   de  la 

forme 

9  =  X  -1-  u1cci-\-. .  .-f-  «„.+-! ;r/i+i, 

les  coefficients  m  contenant  la  fonction  Y  et  ses  dérivées.  D'après 
l'expression  (58)  de  cette  fonction  sous  forme  de  déterminant,  on 
reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 


=  X  —  xi 


pour 


Y  = 


n- 


ôq 


Il  suit  de  là  que  la  dérivée  —  sera  nulle  toutes  les  fois  que  l'on 

dy  T 

remplacera  Y  par  y,,  et,  comme  elle  est  linéaire  par  rapport  à  Y 
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et  à  ses  n  -+-  i  premières  dérivées,  on  aura 
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Y 

Y' 

Y(«+D 

dy 

=  p 

JKi 

/i        • 

..  y/i+i) 

yn+\ 

J^n+l 

-.-      JK^Y' 

[j  désignant  une  fonction  qui  ne  contiendra  plus  Y.  Le  détermi- 
nant qui  figure  dans  l'équation  précédente  est  évidemment  propor- 
tionnel au  premier  membre  de  l'équation  (55);  et,  par  suite, 
l'équation  précédente  est  bien  équivalente  à  l'équation  (5g)  qu'il 
s'agissait  d'établir.  Quant  à  la  valeur  de  a,  on  l'obtiendra,  par 
exemple,  en  égalant  les  coefficients  de  la  dérivée  Y(rt+I)  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  (5g),  ce  qui  donnera 


(6o) 


(-l)n-l 


AA,, 


Xv 


y* 


7\ 

y\ 


JT 


'ii+l      yn-hl      y n+l 


S'il  y  avait  une  relation  linéaire  quelconque  entre  les  fonc- 
tions xt,  a  considérée  comme  fonction  de  y  satisferait  à  une 
équation  linéaire  d'ordre  inférieur  à  n  +  i.  Ainsi,  les  fonctions  Xi 
doivent  être  indépendantes  au  même  titre  que  les  fonctions  y  /. 

341.  La  solution  que  nous  venons  de  donner  offre  ce  grand 
avantage  qu'elle  permet  de  former  non  seulement  l'équation  (E/), 
mais  encore  toutes  celles  d'indice  moindre  et,  en  particulier, 
l'équation  primitive  (E).  Il  résulte,  en  effet,  de  la  formule  (29)  que 
la  valeur  de  z,  satisfaisant  à  l'équation  (E),  sera  de  la  forme 


(61) 


dzt  d*-zc  dizt 


et,  d'autre  part,  nous  savons  que  cette  solution  z  sera  de  rang 
i :  + 1  par  rapport  à  x  et  de  rang  j  +  1  par  rapport  à  y,  c'est- 
à-dire  qu'elle  sera  aussi  de  la  forme 

(62)  *  =  p-X-H  PiX'-H. . .+  PfXtf'H-  yY  -h.  . .+  Y/Y(A 

L'expression  de  z  résulte  aisément,  on  va  le  voir,  du  rapproche- 
ment de  ces  deux  formules. 

Si  l'on  se  reporte,  en  effet,  aux  équations  (58)  et  (58  bis),  on 
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reconnaît  immédiatement  que  s,-  s'annule  toutes  les  fois  qu'on  y 
attribue  à  X  et  à  \  les  valeurs  suivantes: 


A  —  Xn, 


7/M 


p  désignant  un  des  nombres  i ,  2,  . .  .,  n  -+-  1  •  Il  en  sera  de  même, 
évidemment,  pour  toutes  les  dérivées  de  zt  et,  par  suite,  pour  ; 
qui  est  une  fonction  linéaire  de  ces  dérivées.  On  aura  donc,  quel 
que  soit  l'indice  p  : 


3ar, 


■+■  p^Jfi  -+-  yyP  ■+-  Yi/p  -+-■■■  •+■  yyfi  =  °- 


Les  équations  ainsi  obtenues  déterminent  les  rapports  mutuels  de 


(63) 


=  N 


X 


,  vy  et  conduisent  à  l'expression  suivante  de 
..      X'»         Y  Y' 

•  •     v[i]     ri      y\ 


\ 

x\ 


2*/j+i     ^«+1 


"tt+1       J^'i  +  l       JK«  +  1 


y  «+1 


N  étant  une  fonction  qu'on   peut  choisir  arbitrairement  et  dont 
la  valeur  n'a  aucune  influence  sur  les  invariants  de  (E)  (  '  ). 

Il  est  intéressant  de  vérifier  directement  que  la  valeur  précé- 
dente de  ^  satisfait,  quelles  que  soient  les  fonctions  X,  Y,  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre.  On  j  parvient  aisément  de  la 
manière  suivante. 


(')  Nous  avons  admis  dans  le  texte  que  les  équations 

§Xp+§lx<p+...+  §ixf  +  yyr+...  +  tiyf  =  o 

déterminent  les  rapports  mutuels  des  coefficients  $hyk.  On  pourrait  objecter  que, 
pour  certaines  formes  des  fonctions  xk,  yk,  ces  équations  deviendront  indéter- 
minées. Si  on  les  résout  suivant  la  méthode  ordinaire,  on  trouvera,  en  désignant 
par  A  le  déterminant  qui  figure  clans  l'expression  de  z, 


dA 


JL 


dX« 


T/ 


dA 
dY 


c)A 
dYW 


c)A         d\ 


Nous  verrons    plus  loin,  au  n°  342,  que  les  deux  déterminants  — 

sont  jamais  nuls  tant  que  les  fonctions  x  et  les  fonctions  y  sont  linéairement 
indépendantes.  Cette  hypothèse  étant  ici  réalisée,  tes  équations  considérées  ne 
seront  jamais  indéterminées. 
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Si  l'on  différentie  l'équation  (62),  on  aura  successivement 

-  =    &    X+...+    p,X»")+    &    Y+...+  ^YW, 

d;r  dx  tf:r  dx 

—  =     -j*-     X-H...H- -fiXW      +     -1     Y +  ...-4-    Y/YV+", 

^r  dy  dy  rjy  u 

t>X  0^  'J.Z'  dj'  «|/  ^  ^  &P 

Il  suit  de  là  que  l'expression 

d- z  d\o«rii  dz        àlog^j  dz 

dx  dy  dy       àx  dx       dy 

ne  contiendra  les  dérivées  de  X  et  de  Y  que  jusqu'aux  ordres  ielj 
respectivement.  D'ailleurs,  elle  s'annule,  comme  s,  pour 

X  =  a>,  V=yp. 

Elle  est  donc  proportionnelle  à  z.  et  l'on  a 

d-z  dlogfii  dz        dlogyj  dz 


(64) 


dx  o*jk  ^JK       ^-y  dx       dy 


0  étant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  y.  On  peut  l'obtenir 
comme  il  suit. 

Si,  dans  l'expression  de  z,  on  attribue  à  X  la  valeur  1  et  à  Y  la 
valeur  o,  on  trouve  z  =  [i.  Si  l'on  fait  de  même  X  =  o,  Y  =  1,  on 
trouve  z  =  Y.  Les  deux  fonctions  -i  el  y  sont  donc  des  solutions 
particulières  de  l'équation  précédente.  Eu  les  substituant  dans 
l'équation  à  la  place  de  z,  on  aura  deux  relations  dont  chacune 
suffira  à  déterminer  0. 

En  résumé,  voici  le  résultat  auquel  on  parvient  :  si  l'on  veut 
obtenir  toutes  les  équations  linéaires  pour  lesquelles  la  suite  de 
Laplace  est  limitée  dans  les  deux  sens  et  se  compose  de  m  équa- 
tions, on  choisira  m  couples  de  fonctions  xp,yp,  les  fonctions  xp 
ne  dépendant  que  de  x  et  les  fonctions  yp  ne  contenant  que  y, 
de  telle  manière  qu'il  n'y  ait  aucune  relation  linéaire  à  coefficients 
constants,  soit  entre  les  fonctions  xp,  soit  entre  les  fonctions  yp. 
Les  différentes  équations  qui  composent  alors  la  suite  de   Laplace 
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sont  celles  qui  admettent  les  intégrales  générales  suivantes  : 


(65) 


M 


X 


x2 


X'      . 

\ii) 

Y 

Y' 

os\      . 

.  .        X^ 

y\ 

y\ 

x't 

a?(J) 

yi 

y* 

y»i  y, 


Y<;> 


y 


M) 


la  somme  i-\-j  étant  égale  à  m —  i  et  M  désignant  une  fonction 
déterminée,  dont  la  valeur  n'a  aucune  importance,  au  point  de  vue 
auquel  nous  nous  plaçons,  puisqu'elle  n'influe  pas  sur  les  inva- 
riants de  chaque  équation.  Comme  on  peut  donner  à  i  les  valeurs 
o,  i,  . ..,  m  —  i,  la  suite  de  Laplace  se  composera  de  m  équa- 
tions. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  a  m=  i.  Alors  on  peut 
écrire 

\*i     yJ 

ou,  plus  simplement, 

*  =  M(X1-Y1). 

La  suite  de  Laplace  se  compose  d'une  seule  équation,  pour 
laquelle  les  deux  invariants  sont  nuls. 

Puis   vient  le  cas  où    la  suite   se  compose    de   deux   équations 
admettant  respectivement  les  intégrales  générales 


=  M 


et  ainsi  de  suite. 


X     X'      Y 
Xi     x\     yx 

x2    x'z    72 


X     Y     Y' 

^i  y\  y\ 
*2  y*  y\ 


342.  Nous  rencontrerons,  dans  la  suite,  des  expressions  sem- 
blables à  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (65 ),  mais  les  fonc- 
tions Xkt  ainsi  que  les  fonctions  y^,  pourront  ne  plus  être  linéai- 
rement indépendantes.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant 
quelques  propriétés  très  simples  des  expressions  ainsi  définies. 

D'abord,  il  est  clair  que  le  facteur  M  seul  est  changé  si  l'on 
combine  linéairement  les  couples  (^AjJKa)?  c'est-à-dire  si  Ton 
effectue  une  même  substitution  linéaire  sur  les  x^  et  sur  les  yu- 
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11  en  est  de  même  si  l'on  multiplie  toutes  les  fonctions  xj,  par 
une  même  fonction  de  x,  et  toutes  les  fonctions  Vk  par  une  même 
fonction  de  y;  car  on  reconnaîtra  par  un  calcul  facile  que,  si  l'on 
remplace  Xk  par  px/<,  X  par  pX,  y^  par  uy^  et  Y  par  a- Y,  p  dési- 
gnant une  fonction  de  x  et  a-  une  fonction  dey,  le  déterminant  se 
reproduit  multiplié  par  pi+i  >jJ+{  . 

11  en  est  encore  de  même  si  l'on  effectue  un  changement  des 
variables  indépendantes  en  remplaçant  x  par  une  fonction  <f(x) 
de  x  et  y  par  une  fonction  ù(y)  de  y.  Le  déterminant  se  reproduit 

multiplié  par  ©'    2     <]/     2     . 

En  combinant  les  deux  dernières  propriétés,  on  reconnaît  que, 
par  un  simple  changement  de  notations,  on  pourra  toujours  réduire 
l'un  des  couples  (xi,yi)  au  couple  simple  (i,  i).  De  plus,  si  l'on 
prend  comme  nouvelles  variables  x  et  y  les  rapports  —  >  —  et  que 
l'on  réduise  le  couple  (^xK^yK)  à  l'unité,  le  second  couple  sera 
réduit  à  (x, y). 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  des  relations  linéaires  à  coeffi- 
cients constants,  soit  entre  les  fonctions  Xi,  soit  entre  les  fonc- 
tions yt.  Par  des  combinaisons  linéaires  des  couples,  on  pourra 
réduire  à  zéro  autant  de  fonctions  xt  qu'il  y  a  de  relations  linéaires 
distinctes  entre  ces  fonctions.  On  aura  ainsi  des  couples 

(°,/a),      (o,  JKa+i),      •••,      (o:ym), 

pour  lesquels  les  fonctions  ya,  ya+i,  ••••)  ym  seront  linéairement 
indépendantes;  car,  s'il  en  était  autrement,  l'un  des  couples 
précédents  serait  une  combinaison  linéaire  de  tous  les  autres,  et 
l'expression  considérée  serait  nulle. 

Considérons  maintenant  les  relations  linéaires  entre  les  fonc- 
tions yt)  d'après  la  remarque  que  nous  venons  de  faire,  elles 
contiennent  toutes  au  moins  l'une  des  fonctions  yt,  y2,  ..-,  jKa-i  et 
l'on  peut,  par  conséquent,  en  combinant  linéairement  les  a  —  i 
premiers  couples  entre  eux  et  avec  les  suivants,  ramener  ces 
relations  à  la  forme  simple 

Après  cette  double  transformation,  il  nous  reste  donc  (j  —  i  couples 
D.  —  II.  4 
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pour  lesquels  les  fonctions  Xk  et  les  fonctions  yk  sont  linéairement 
indépendantes;  puis  les  couples 

(a?p,  o),     (a?p+1,  o),      ...,     (a?a_i,  o), 
et 

(o,  JKa),      (o,  /a+i),      •••,     (o,Jm)> 

pour  lesquels  une  des  fonctions  est  nulle,  les  autres  étant  linéaire- 
ment indépendantes  et,  de  plus,  n'étant  liées  par  aucune  relation 
linéaire  avec  les  fonctions  correspondantes  des  (3  —  i  premiers 
couples.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  faire  disparaître  les  couples 
des  deux  derniers  groupes  par  les  transformations  que  nous  avons 
déjà  signalées. 

Considérons,  par  exemple,  le  couple  (o,ym).  Si  l'on  multiplie 

toutes  les  fonctions  yk  par  — >  ce  couple  se  réduira  à  (o,  i)  et 

y  m 

l'expression  considérée  prendra  la  forme 


M 


X     X'     ...     X<"     Y     Y'      ...     YV» 


Xi     x\      ...     x[l>     yï     yi      •■•y 


U) 


dans  laquelle  la  dernière  ligne  a  un  seul  élément  différent  de  zéro; 
elle  se  réduit  donc  à  une  expression  analogue  dans  laquelle  Y  est 
remplacée  par  Y'  et  yk  par  y'k.  Les  nouvelles  fonctions  Xk  sont 
égales  aux  anciennes;  quant  aux  nouvelles  fonctions  y^  elles 
sont  respectivement  égales  aux  dérivées  des  anciennes  divisées 
par  ym.  En  d'autres   termes,   chaque  couple  ancien  (xk,yk)  est 

remplacé  par  \xk,  (        )     •  Il  ne  peut  évidemment  exister  aucune 

relation  linéaire  entre  les  fonctions  (  *—  )  ;  sans  cela,  il  y  aurait 

\ym)  J    ■ 

une  relation  analogue  entre  les  yk  et  ym.  L'application  de  la 
méthode  ne  sera  donc  pas  arrêtée,  et  l'on  pourra  faire  disparaître 
successivement  tous  les  couples  pour  lesquels  une  des  fonctions  est 
nulle.  Si  l'on  remarque  que  la  suppression  de  chaque  couple  (o,yh) 
diminue  d'une  unité  l'ordre  des  dérivées  de  la  fonction  arbitraire 
dey,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Une  expression  de  la  forme  (65),  en  apparence  de  rang  i'-f-i 
par  rapport  à  x  ety  +  i  par  rapport  ky,  dans  laquelle  les  couples 
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sont  linéairement  indépendants,  sans  qu'il  en  soit  de  même  des 
fonctions  Xi  et  yi  considérées  séparément,  peut  toujours  être 
réduite  à  une  expression  de  même  forme  dans  laquelle  toutes  les 
fonctions  X(  etjK/  sont  linéairement  indépendantes,  et  dans  laquelle 
le  nombre  des  couples  est  diminué  du  nombre  total  des  relations 
linéaires  distinctes  qui  existent  entre  les  fonctions  Xi  et  les  fonc- 
tions yij  considérées  séparément;  d'après  les  résultats  de  ce 
Chapitre,  l'expression  ainsi  obtenue  est  irréductible,  de  sorte 
qu'elle  sera,  par  rapport  à  x,  d'un  rang  égal  au  nombre  i :  + 1 
diminué  du  nombre  total  des  relations  linéaires  entre  les  fonc- 
tions yp  et,  par  rapport  à  y,  d'un  rang  égal  à  j  -\- 1  diminué  du 
nombre  des  relations  linéaires  entre  les  fonctions  xp. 

On  voit  qu'en  dehors  du  cas,  que  nous  avons  signalé  en  premier 
lieu,  où  l'un  des  couples  serait  une  combinaison  linéaire  des 
autres  couples,  l'expression  sera  encore  identiquement  nulle  s'il 
y  a  entre  les  fonctions  d'une  variable,  par  exemple  entre  les 
fonctions  xp,  des  relations  linéaires  en  nombre  supérieur  au  rang 
apparent  y  -h  i  de  l'expression  par  rapport  à  la  variable  dont  ne 
dépendent  pas  les  fonctions  considérées  ('). 

Nous  examinerons  enfin  une  dernière  question  relative  aux 
expressions  définies  par  la  formule  (65).  Supposons  une  telle 
expression  réduite  à  sa  forme  la  plus  simple,  c'est-à-dire  à  la  forme 
dans  laquelle  les  fonctions  xp  et  les  fonctions  yp  ne  sont  liées  par 
aucune    relation    linéaire,    et   cherchons    quelles    valeurs   il   faut 

(*)  Le  lecteur  reconnaîtra  aisément  que  l'on  peut  réaliser  en  une  seule 
fois  l'application  de  la  méthode  si  l'on  substitue  à  X  et  Y  les  nouvelles 
fonctions 

X,  =  XX  +   A,Y+  ...  H-  V.pX(— », 

Y,  =  ji  Y  +  |i,  ¥'+...  +  ti„,_M.1Y("-~M>, 

où   les  >>  et   les   u.  sont  des  fonctions   de   x  et  de  y  choisies  de  telle  façon  que 
l'équation 

considérée  comme  devant  déterminer  X,  admette  les  solutions  particulières 

x  il       x^+\i       ■■■!      Xa.—\ 

et  que,  de  même,  l'équation 

YI  =  o 

admette  pour  Y  les  solutions  particulières 

J a>     ./a+l'       "  •  •  '     J  m- 
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attribuer  aux  fonctions  arbitraires  X,  Y  pour  que  l'expression 
s'annule.  Nous  allons  montrer  que  cela  ne  pourra  avoir  lieu 
que  si  le  couple  (X,  Y)  est  une  combinaison  linéaire  des 
couples  (%p,  yp).  Cette  proposition  est  évidente  pour  les  fonc- 
tions à  un  seul  couple 

X     Y 

Il  suffira  donc  de  montrer  que,  si  elle  est  établie  pour  les 
expressions  km  —  i  couples,  elle  est  vraie  aussi  pour  les  fonctions 
à  m  couples. 

Les  coefficients  de  X(iJ  et  de  Y^  dans  l'expression  (65)  ne  sont 
pasnuls,  d'après  l'hypothèse  ;  car,  si  l'ony  regarde  le  couple  (xt  ,yt) 
comme  tenant  lieu  du  couple  (X,  Y)  des  fonctions  arbitraires,  ils 
peuvent  être  considérés  comme  des  expressions  formées  avec  m  —  i 
couples  (.Z25  JKï))  ...,  (xm,ym)  pour  lesquels  les  fonctions  de 
chaque  groupe  sont  linéairement  indépendantes;  et,  d'ailleurs,  le 
couple  (cc{,yi)  n'est  dans  aucun  cas  une  combinaison  linéaire  des 
précédents.  Par  suite,  si  l'expression  (65)  est  nulle  pour  un 
système  de  valeurs  attribuées  à  X  et  à  Y,  on  pourra  déterminer  des 
coefficients  finis  X,,  .  .  . ,  XOT,  tels  que  l'on  ait 


X  =  X 


1  &i 


v  m  •"  m  j 


X'=  \x  x\  -+-...-+-  X, 


x<«=  xt  #</>+. 

1      \         ïH'i 

•  ^  A  m  •*  m 

Y  =Xiri   -k 

•+  ^my,n, 

Y'=x,y,  +. 

•  -t-xOTy„„ 

Yw=x,y^  -+-...  +  xwJK<;>. 

Différentions  toutes  ces  équations,  sauf  la  («  +  i)lèrae,  par  rapport 
à  x;  nous  aurons 

dx  àx  1         àx  dx 

)  .       v  1-  •        .  •         ,  ,  .•  r  •  t)Xl  dl,„ 

c  est-a-dire  1  -+-  1  +  1  ou  m  équations  a  m  inconnues  — — ,  ■  ••■>  — — • 
Le  déterminant  de  ces  équations,  qui  est  le  coefficient  de  Xw  dans 
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l'expression  (65),  n'est  pas  nul  d'après  la  remarque  déjà  faite. 
On  a  donc 

^l=o  dlm  =  0 

dx  dx 

et,  par  suite,  les  coefficients  \h  ne  dépendent  pas  dex.On  établirait 
de  même  qu'ils  sont  indépendants  de  y;  ils  se  réduisent  donc  à 
des  constantes,  et  la  proposition  que  nous  avions  en  vue  est  ainsi 
établie. 

343.  Les  résultats  donnés  dans  ce  Chapitre  ont  été  exposés  à 
plusieurs  reprises  dans  notre  enseignement  et,  en  particulier,  dans 
le  cours  de  1 883 .  Nous  avons  été  conduit  à  traiter  de  la  méthode 
de  Laplace  par  l'étude  approfondie  du  théorème  de  Géométrie 
donné  au  n°  329.  Mais  nous  devons  signaler  ici  un  travail 
important,  présenté  en  1870  à  l'Académie  des  Sciences  par 
Moutard  (').  Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  cet  habile 
géomètre  avait  traité  précisément  la  question  que  nous  avons 
étudiée  dans  ce  Chapitre;  et  il  a  annoncé  qu'il  avait  formé  toutes 
les  équations  linéaires  dont  l'intégrale  s'obtient  sans  signe  de 
quadrature.  Malheureusement,  l'extrait  qui  a  paru  aux  Comptes 
rendus  ne  donne  aucune  indication,  ni  sur  la  méthode  suivie  par 
Moutard,  ni  même  sur  la  forme  définitive  donnée  à  la  solution. 
Le  Mémoire  original  a  disparu  en  1871,  dans  les  incendies  de  la 
Commune;  et,  dans  la  rédaction  nouvelle  qu'il  a  publiée  en  1878 
d'une  partie  de  ses  recherches  au  XLVe  Cahier  du  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  Moutard  a  traité  seulement  les  équations 
de  la  forme 

àxdy 
sur  lesquelles  nous  reviendrons  plus  loin. 

(')  Ce  Mémoire,  portant  pour  titre  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  a  été  présenté  le 
18  avril  1870.  Un  extrait  en  figure  au  Compte  rendu  de  la  séance  de  ce  jour, 
t.  LXX,  p.  834-  Un  Rapport  fait  sur  le  Mémoire  par  J.  Bertrand  se  trouve  à  la 
page  1068  du  même   Tome. 
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CHAPITRE  III. 

l'équation  d'euler  et  de  poisson. 

Indications  historiques.  —  Forme  réduite  de  l'équation  à  étudier.  —  Cas  parti- 
culier où  les  deux  constantes  p,  P'  qui  y  figurent  deviennent  égales;  formes 
diverses  de  l'équation.  —  Solutions  particulières  homogènes  ou  entières.  — 
Solutions  particulières  qui  sont  le  produit  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction 
de  y.  —  Invariants  de  l'équation.  —  Propriété  fondamentale  relative  aux 
substitutions  linéaires;  cas  particulier  où  p,  p'  sont  égaux.  —  Application  de 
la  méthode  de  Laplace.  —  Recherche  directe  de  l'intégrale  dans  le  cas  où  la 
méthode  de  Laplace  peut  fournir  cette  intégrale.  —  Étude  du  cas  où  la  suite 
de  Laplace  relative  à  l'équation  est  illimitée  dans  les  deux  sens;  on  peut 
ramener  p  et  p'  à  être  compris  entre  zéro  et  i.  —  Intégrale  de  Poisson 
et  de  M.  Appell.  —  Cas  limite  où  l'on  a  p-f-p'=i.  —  Indication  d'un 
problème  de  Géométrie,  déjà  étudié  au  Tome  I,  qui  se  ramène  à  l'intégration 

.     ,,,          .        „  /      i 
de  1  équation  Ll >  — 


344.  Avant  de  continuer  l'exposition  des  théories  générales, 
nous  allons  faire  l'application  des  propositions  déjà  obtenues  à 
une  équation  remarquable,  que  nous  rencontrerons  d'ailleurs  dans 
l'étude  de  plusieurs  questions  de  Géométrie. 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

d^z  n       dz  m       dz  p 

Ox  dy        x — y  ûx        x — y  dy        {x — y)% 

où  m,  n,  p  désignent  trois  constantes  auxquelles  on  peut  attribuer 
des  valeurs  quelconques.  Sous  sa  forme  la  plus  générale,  elle  a  été 
traitée  par  Laplace  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité  au  n°  332. 
Le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  n  s'était  déjà  présenté  dans  les 
recherches  d'Euler  relatives  à  la  propagation  du  Son.  Le  grand 
géomètre  a  étudié  ce  cas  particulier  sous  toutes  ses  formes  dans 
le  Tome  III  de  son  Calcul  intégral  (Chap.  III,  IV  et  V  de  la 
seconde  Section);  il  a  montré  que  la  solution  la  plus  générale  de 
l'équation  peut  être  obtenue,  sans  qu'il  y  ait  une  intégrale  pre- 
mière, toutes  les  fois  que,  p  élant  ramené  à  zéro  par  une  transfor- 
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mation  que  nous  allons  indiquer,  la  valeur  commune  de  m  et  de  n 
est  un  nombre  entier;  et  il  a  donné  cette  solution  générale  sons 
une  forme  développée,  qui  était  alors  tout  à  fait  nouvelle  dans  la 
Science  et  qui  contenait  les  dérivées  des  fonctions  arbitraires 
jusqu'à  un  ordre  quelconque.  D'autres  travaux  très  importants, 
que  nous  aurons  l'occasion  de  citer,  ont  pour  objet,  soit  l'équation 
générale,  soit  le  cas  particulier  où  m  est  égal  à  n.  De  toutes  les 
équations  que  nous  aurions  pu  choisir,  il  n'en  est  aucune  dont 
l'étude  présente  plus  d'intérêt  et  puisse  fournir  autant  d'indica- 
tions précieuses  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  les  plus 
générales. 

345.   Si  l'on  effectue  la  substitution 

(2)  ^  =  e(a7-JK)a, 

on  obtiendra  pour  9  l'équation  suivante  : 

d'-O  n'       o>9  m'      dti  p' 

(  3  )  : ■ 1 0   =  O, 

dx  dy        x — y  ox        x — y  ùy        (x — y  )- 
où  l'on  a 

(4)        /«'=/?£ -i-a,  »'=n  +  a,         p' =  p -+-  a2  -+-  a  {ni  -+-  n  —  i). 

L'équation  (3)  est  de  même  forme  que  la  proposée,  mais  on  peut 
disposer  de  a,  ce  qui  permet  de  la  simplifier.  Par  exemple,  il  existe 
en  général  deux  valeurs  de  a  pour  lesquelles  le  terme  en  9  dispa- 
raîtra. Nous  pourrons  donc,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  borner  à 
considérer  l'équation 

à*z  y      dz  $       dz 

(E) 1 =  o, 

dx  ôy        x  —  y  ôx        x  —  y  dy 

débarrassée  du  terme  en  z.  Nous  l'appellerons  l'équation  E(j3,  (3') 
et  nous  désignerons  par  la  notation  Z((3,  ,3')  une  quelconque  de 
ses  solutions. 

Il  résulte  des  formules  (4)  que,  si  l'on  pose 

z  =  Q(x  —  y)l~W, 
l'équation  en  H  sera 

, . ,  d9-  e       i  —  s  oh      i—3'  de 

(O)  ; * 1 ! =    0. 

dx  dy        x  —  y  dx        x  — ■  y  dy 
Cette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (E),  mais  p  et  fi' 
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y  sont  remplacés  respectivement  par  i  —  fi'  et  i  —  (3.  En  faisant 
usage  de  la  notation  indiquée  plus  haut,  on  peut  dire  que  l'on  a 

(6)  (jk  —  a7)i-'p-P'Z(t-  p\  i— P)  =  Z(p,  P'). 

Cette  propriété  si  simple  joue  un  rôle  important  dans  l'étude  de 
l'équation. 

346.  Si  l'on  applique  à  l'équation  (E)  la  substitution  générale 
définie  par  la  formule  (2),  elle  prend  la  forme  (3),  m1 ',  n',  p'  ayant 
les  valeurs  particulières  suivantes  : 

(■/)  /n'=a-+-ji.         /i'=a-+-(3',         p'  =  a(a  -+-  p  -h  (5'  —  1). 


On  peut  donc  disposer  de  a  de  manière  à  faire  disparaître  soit 

dz  .     ,  c 

terme  en  — ,  soit  le  terme  en  - 

ox  c 

raître  simultanément  que  si  l'on  a 


le  terme  en  -7-,  soit  le  terme  en  -t--  On  ne   peut  les  faire  dispa 

ox  oy  L  L 


Supposons  cette  condition  vérifiée.  En  effectuant  la  substitution 

*=e(a7-jO-P, 
on  obtiendra  pour  9  l'équation 

(e)  j!fl=«I^Mo, 

en  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  Zp  une  solution  quelconque  de 
cette  équation,  on  aura 

(8)  Zp=(*-r)PZ(P;  p), 

c'est-à-dire  que  l'on  obtiendra  toutes  les  solutions  de  l'équation  (e) 
en  multipliant  par  (x  — y)$  toutes  les  solutions  de  l'équation 

E(p,  P). 

Par  des  changements  de  variables  que  l'on  apercevra  facilement, 
l'équation  (e)  peut  se  mettre  sous  l'une  des  formes  suivantes  : 

,    s  à2  z        d-  z        2  m  dz         n 

dy-         dx'1    '      x     dx        x'1"'' 

(IO)  T-7  =  a?"l-r-p 

ojK  c'a?-2 
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qui  ont  été  données  par  Euler  et  qui  la  rapprochent  de  l'équation 
de  Riccati. 

347.  Revenons  à  l'équation  générale  E((3,  (3');  on  peut  obtenir, 
et  de  différentes  manières,  un  grand  nombre  d'intégrales  particu- 
lières de  cette  équation.  Cherchons,  par  exemple,  les  intégrales 
homogènes  en  y  et  x.  Si  Ton  pose 

(11)  —  =  t,  z  —  a?>«  o(0, 
*            se  l 

on  sera  conduit,  par  la  substitution  de  la  valeur  de  z  dans  l'équa- 
tion (E),  à  la  relation 

(12)  t{\  —  t)  ©"(O  -+-  [1  —  X —  ^ —  (1  —  X-+-  p')*]»p'(0-HXp'«p(0  =  0. 

C'est,  avec  des  notations  différentes,  l'équation  différentielle  à 
laquelle  satisfait  la  série  hypergéométrique.  On  peut  prendre 
pour  o  deux  quelconques  des  intégrales  particulières  de  cette 
équation,  par  exemple  les  deux  suivantes  : 

F(-M',,VX-fc-j). 

Çf*^v(h  P'-t-P+x,  i  +  V  +  l,% 

qui  conduisent  aux  valeurs  suivantes  de  z  : 

*  =  **f(-.x,p',  i-p-x,  £ 

(i3)  <J  X 

z  =  x-Vy$+^ F U,  p'+p  +  X,  iH-p  +  X,^), 


F  désignant,  dans  toutes  ces  formules,  la  série  de  Gauss. 

Quelques-unes  de  ces  solutions  jouent,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin,  un  rôle  important  dans  la  recherche  de  l'intégrale 
générale  de  l'équation. 

Si  l'on  donne  à  À  une  valeur  entière  et  positive,  la  première 
solution 


x~>-f(—X,  p',  1  —  43—  X, 
devient  un  polynôme  homogène   et   entier  de   degré  X.  On  voit 
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donc  que  l'équation  proposée  admet  une  infinité  de  solutions 
entières. 

348.  On  peut  aussi,  en  suivant  une  méthode  très  usitée  en 
Physique  mathématique,  chercher  si  l'équation  proposée  admet 
des  solutions  qui  soient  le  produit  d'une  fonction  X  de  x  par  une 
fonction  Y  de  y.  Si  l'on  substitue  à  la  place  de  z  le  produit  XY, 
on  obtient  la  relation 

(x  —  y)X'Y'  —  B'X'Y  +  pXY'=o, 

à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

SX  p'Y 

La  valeur  commune  des  deux  membres  ne  peut  être  qu'une 
constante;  on  aura  donc 

SX  S'Y 

ce  qui  donne,  en  intégrant  et  négligeant  les  constantes  qui  entrent 
en  facteur, 

X  =  (x  —  a)-P,  Y  =  (7  —  a)-P'. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  constante  a, 

04)  z  =  (»  —  a)~P(7  —  a)"P' 

sera  une  solution  particulière  de  l'équation  proposée.  Si  l'on 
applique  la  proposition  énoncée  à  la  fin  du  n°  345,  on  verra  qu'il 
en  est  de  même  de 

(i5)  (7  —  o?)i-p-P'(.a?  —  a)V'-i{y  —  o)P-«. 

349.  Le  calcul  des  invariants  A  et  A-  de  l'équation  n'offre  aucune 
difficulté.  On  a 

S'(i-B)  ,        P(i-P') 


(16)  h  — 


{x—yf  '     (x—  7)2 


Ces  valeurs  si  simples  mettent  sur  la  voie  de  la  plus  importante 
des  propriétés  de  l'équation  E((3,  [3'). 

Nous  avons  vu  en  effet  au  n°  333  que,  si  l'on  effectue  sur  les 
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variables  indépendantes  la  substitution 

x  =  o(x'),  y=<b(y'), 

les  nouvelles  valeurs  h\  k'  des  invariants  sont 

h'=  ho'(x')  Y(y'),         k'=  k^\x')  'V (y1). 

Il  suit  de  là,  et  de  la  valeur  particulière  que  prennent  ici  h  et  k1 
que  ces  invariants  conserveront  la  même  valeur  lorsqu'on  effec- 
tuera sur  x  et  sur  y  une  même  substitution  linéaire,  d'ailleurs 
quelconque.  Par  conséquent,  si  ©(a?,  y)  désigne  une  solution 
quelconque  de  l'équation  E([3,  (3;),  la  fonction 


?( 


c  y 


\ax  -+-  a     ay  -+- 

où  les  constantes  a,  &,  c,  d  ont  des  valeurs  quelconques,  sera  une 
solution  d'une  équation  linéaire  ayant  les  mêmes  invariants.  On 
retrouvera  donc  une  solution  de  l'équation  proposée  (n°  334)  en 
multipliant  l'expression  précédente  par  une  fonction  déterminée, 
la  même  pour  toutes  les  solutions.  Voici  comment  on  peut  obtenir 
ce  multiplicateur. 

Considérons  la  solution  particulière,   déjà   donnée  au  numéro 

précédent, 

{x  —  a)-P(_y  —  <z)-P'. 

Si  l'on  effectue  sur  x  et  sur  y  une  même  substitution  linéaire 
définie  par  les  constantes  «,  b,  c,  d,  elle  prend  la  forme 

k(ax-+-b)V{ay-^b)$'(x  —  z')-P(y  —  a')-P', 
A  étant  une  constante  et  a'  étant  définie  par  la  relation 

Cl'  -h  d 


X  = 


t'-^b 


Il  suit  de  là  qu'on  retrouve  une  solution  de  l'équation  proposée 
multipliée  par  le  facteur  (ax  -+-  b)$(ay  +  è)P';  et  l'on  est  ainsi 
conduit  à  la  proposition  suivante,  qu'il  est  aisé,  d'ailleurs,  de  confir- 
mer par  un  calcul  direct  et  rigoureux  : 

Si  Von  a  obtenu  une  solution  quelconque 
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de  V équation  E([3,  (3'),  on  pourra  en  déduire  la  solution  plus 
générale 

'\axH-o     ay-\-bJ 
a,  b,  c,  c/  désignant  des  constantes  quelconques. 

Ce  résultat  est  dû  à  M.  Appell,  qui  l'a  établi  dans  une  Note  élé- 
gante consacrée  à  l'étude  de  l'équation  E([3,  (3')  (*).  Nous  l'avions 
obtenu  d'abord  pour  le  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  j3)  (8)  où 
il  revêt  une  forme  particulièrement  simple,  et  voici  comment  nous 
y  avons  été  conduit. 

Reprenons  la  forme   (e)  de  cette  équation  que  nous  écrirons 

ainsi  : 

d2z     .     j              ,             .     dx  dy 
■  dx  dy  =  m (  1  —  ni) ^—  z. 


dx  dy  (x  — y)' 

Le  premier  membre  demeure  invariable  lorsqu'on  remplace  x  et  y 
respectivement  par  des  fonctions  quelconques  de  ces  variables. 
Quant  au  second  membre,  il  contient  le  facteur 

dx  dy 


(x—yy- 


qui  est  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  sphère  [I,  p.  43];  et  il 
demeure  invariable  (n°  23)  lorsqu'on  effectue  sur  x  et  sur  y  une 
même  substitution  linéaire.  Donc,  de  toute  solution  de  V équa- 
tion (e),  on  peut  déduire  une  infinité  de  solutions  nouvelles, 
en  effectuant  sur  les  variables  x  et  y  une  même  substitution 
linéaire  quelconque. 

350.  Voici  une  première  conséquence  de  ces  propositions.  Si 
l'on  différentie  la  solution  générale  (17)  par  rapport  à  l'une  quel- 
conque des  constantes  «,  b,  c,  d  et  si,  après  les  différentiations, 
on  attribue  à  ces  constantes  les  valeurs  o,  1,  1,  o,  on  obtient  des 


(*)  Aitell,  Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  1°  série,  t.  VI,  p.  3i4;  1882). 

(2)  D  arboux,  Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  (Comptes 
rendus,  t.  XCV,  p.  69;  juillet  1882). 
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combinaisons  linéaires  des  trois  expressions  suivantes  : 

/         do         do  do  do 

\        dx        dy  dx  dy 

(,8)  \         A  A 

j        do  do 

F  x~  — -  -h  y-  — — h  (  S.r-i-  3  y)o. 

,        {        dx       J     dy  '  '   J  '  l 

Ainsi,  lorsqu'on  aura  une  solution  quelconque  de  V équation 
E((3,  [3'),  on  en  déduira  des  solutions  nouvelles  en  opérant  sur 
cette  solution  au  moyen  des  symboles 

à  d  \d  d' 

h  -t—  3       X \-y-r-  ' 

dx        dy  Ox  dy 

Pour  le  cas  de  V équation  (e),  le  dernier  symbole  se  réduit 
à  la  forme  simple 

dx  dy 

Si  l'on  emploie  la  notion  si  importante  des  transformations  infini- 
tésimales due  à  S.  Lie,  on  pourra  dire  que  l'équation  E(f3,  (3') 
admet  trois  transformations  infinitésimales.  Cette  propriété  a 
d'ailleurs  été  signalée  par  S.  Lie. 

351 .  Proposons-nous  maintenant  d'appliquer  à  l'équation  consi- 
dérée la  méthode  de  Laplace.  Les  valeurs  des  invariants  h  et  k  ont 
déjà  été  données  au  n°  349;  et  l'on  reconnaît  aisément,  en  com- 
mençant les  calculs,  que  les  invariants  ht  et  ki  de  l'équation  (E,-) 
sont  de  la  forme 

ht= -,  kf  = 


(x—yf  (x—yf 

Aj  et  B/  désignant  des  constantes.  Les  formules  (20)  du  n°  336 
nous  donnent  ici 

(,9>  |b,.+,  =  a. 

Ces  relations  de  récurrence  conduisent,  par  un  calcul  facile, 
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aux  valeurs  générales  de  At-  et  de  B,;  on  trouve  ainsi 

A/  =  i2  -f-  (  A  —  B  -f- 1)  i  -+-  A, 
B,  =  ^h-(A  — B  —  i)t'-4-  B, 
ce  qui  donne 

,      .  .         (i+p)(i-Ç,  +  f)  (,  +  p'_I)(t--p) 

(20)  «/=  i- -5 7  Aï=  ; 

Si  aucun  des  nombres  (3,  (3'  n'est  un  entier  réel,  la  suite  de 
Laplace  sera  illimitée  dans  les  deux  sens.  Pour  qu'elle  soit  limitée 
dans  un  sens,  il  suffira  que  l'un  des  nombres  soit  entier.  Par 
exemple,  pour  que  la  suite  soit  limitée  du  côté  des  indices  positifs, 
il  faudra  (n°  337)  que  l'un  des  nombres 

-P'f     p-i 

soit  un  entier  positif  ou  nul  ;  pour  qu'elle  le  soit  du  côté  des  indices 
négatifs,  il  faudra  que  l'un  des  nombres 


soit  un  entier  nul  ou  positif.  La  suite  ne  peut  donc  être  limitée 
dans  les  deux  sens  que  si  les  deux  nombres  8,  (3'  sont  des  entiers 
de  même  signe,  la  valeur  zéro  n'étant  exclue  pour  aucun  d'eux. 
Dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  s'obtiendra  sans  aucun  signe 
de  quadrature;  c'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  de  la  manière 
suivante. 


.   Reprenons  l'équation  E([j,  ^'),  écrite  sous  la  forme 
d*s  dz  dz 

{X  —  Y)  -, : B    -r hp-  =  0, 

ox  oy  ox  oy 

et  diffère ntions-la  par  rapport  à  x,  par  exemple.  Elle  devient 


dx2  dy        '     dx2  dx  dy 

àz 
Cette  relation  exprime  que  —  satisfait  à  l'équation  E({3 -f- 1 ,  [3'). 

Si  nous  employons  la  notation  proposée  au  n°  345,  nous  aurons 
donc 
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et  l'on  trouverait  de  même 

(»)  «^£2  =  z(P,P'+I). 

L'emploi  répété  de  ces  deux  formules  conduit  à  la  suivante  : 

Arn-hn  7(0.     Q' \ 

qui  s'applique  tant  que  m  et  /«  ne  sont  pas  négatifs  et  qui  les 
contient  tontes  les  deux.  Nous  allons  déduire  les  conséquences  de 
ces  diverses  relations;  mais,  auparavant,  il  est  indispensable 
de  présenter  les  remarques  suivantes. 

Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  foi-mule  (21);  elle  nous 

apprend  que,  si  z  est  une  solution  de  l'équation  E((3,  (3'),  —  sera 

une  solution  de  l'équation  E((3  +  i,  [3').  Mais  on  n'a  pas  le  droit 
de  conclure  qu'en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  x  de  toutes 
les  solutions  de  l'équation  E((3,(3'),  on  aura  toutes  les  solutions 
de  l'équation  E(p  +  i,  (3').  Pour  décider  ce  point  essentiel,  il  suffira 
évidemment  de  chercher  si,  étant  donnée  une  solution  zK  de 
l'équation  E((3  H-  1 ,  [3'),  on  peut  toujours  en  déduire  une  solutions 
de  E(j3,  (3')  par  la  formule 

dz_  _ 
dx 

Portons  cette  valeur  de  r—  dans  l'équation  E((3,  [i')  ;  elle  prendra 
la  forme 

et  elle  fournira  —  tant  que  (3  ne  sera  pas  nul.  On  aura 

dz         P'  x  — y  dz\ 

et,  par  suite, 

7  7  V  $'  x  —  Y  àzi  ^ 

dz  =  zldx+^zl--JS—\dy. 

Le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  en  vertu  de 
l'équation  E(j3 -h  1 ,  (3')  à  laquelle  satisfait  zt.  En  l'intégrant,  on 
en  déduira  la  valeur  de  z. 
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Ainsi,  tant  que  [3  sera  différent  de  zéro,  la  formule  (21), 
appliquée  aux  différentes  solutions  de  E([3,  S'),  donnera  toutes 
les  solutions  de  E(p  +  i,[j');  et,  par  conséquent,  l'intégrale 
générale  de  cette  dernière  équation  pourra  se  déduire  de  celle 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  (3  est  nul,  la  proposition  cesse 
d'être  exacte;  car  la  valeur  générale  de  z  est  alors 


Z(o,  p')  =  fx(y  -  x)-V  dx  +  Y, 


et  la  dérivation  par  rapport  à  x  élimine  la  fonction  arbitraire  Y. 

La  proposition  que  nous  avons  établie  s'étend  naturellement  à 
la  formule  (22),  par  l'échange  de  x  et  de  y;  et,  par  suite,  elle 
nous  conduit,  relativement  à  l'équation  générale  (23),  à  la  conclu- 
sion suivante  : 

La  formule  (23)  permet  de  déduire  V intégrale  générale  de 
V équation  E((3  +  m,  jâ'-f-  n)  de  celle  de  V équation  E({3,  j3') 
toutes  les  fois  qu'aucun  des  nombres 

P,      P  -+- 1,      .  .  .,     [J  -H  m  —  1, 

P',       P'-+-T,        •  .  •,       P'-+-   «•  —  I 

3o3.  Faisons,  en  particulier,  (3  =  1 ,  fl'=.i  et  remplaçons  m,  n 
par  m  —  1,  /«  —  1 .  La  formule  (23)  nous  donnera 

_,  .       d'»+«-2Z(i,  1) 

Zfm,  n)  =  — , 

dx"1-1  ùy'1-1 

et  il   suffira  de  remplacer  Z(i,  1)  par  sa  valeur  la  plus  générale 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  E(m,  n).  Or,  l'équation  E(i,  1) 

,    d*z  àz        dz 

(x  —  y)- — 1-  -—  =  o 

dx  dy        dx        dy 

s'intègre  immédiatement  et  nous  donne 

*(*  -y)  =  x  -y, 

X  désignant  une  fonction  de  a;  et  Y  une  fonction  de  y.  On  aura 
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donc,  pour  l'intégrale  générale  de  E  (/>*,  n),  la  formule  élégante 

(24)  Z(m,  n)  = 


Le  développement  du  second  membre  donnera  une  expression 
de  rang  m  par  rapport  à  x  et  de  rang  11  par  rapport  à  y,  ce  qui  est 
conforme  à  la  théorie  développée  dans  le  Chapitre  précédent. 

Supposons  maintenant  que  fi  et  fi'  soient  des  entiers  négatifs  : 
si  nous  faisons  usage  de  la  formule  (6)  démontrée  au  n°  345,  nous 
pourrons  donner  à  l'équation  (20)  la  forme  nouvelle 

(*  _ yy-m-n-W  Z(I  _  fl'_  n ,  1  -  B  — m)  =    /"""*     [~Z(i  —  fif   1  —  p)~| 
*•         •"  K  da?»'c»y»  L(ar— ^)p+P'-i  J 

ou,  en  remplaçant  ,3,  jâ',  m,  «respectivement  par  1 — -(3',  1 — 3,«,  m, 

(25)  Z(B-m,  B'—  »)  =  {x  -  y)/»+»+t-p-p'  /"     I" ^illi!)       1. 

Si  l'on  fait  dans  cette  équation  fi  =  fi'=o,  on  est  conduit  à  la 
formule 

àm+"     /  X  —  Y  ' 

(26)  Z(— m,  —  n)  =  (x—y)"1 


ôxa  ày"1  \  x  — y 

qui  donne  l'intégrale  générale  de  l'équation  E  (  —  m,  —  n). 

On  peut  enfin  obtenir  l'intégrale  générale  lorsque  la  suite  de 
Laplace  est  limhée  d'un  seul  côté,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que 
l'un  des  nombres  (3,  fi'  est  entier.  Supposons,  par  exemple,  fi  égal 
à  un  entier  positif  m.  On  aura 

Z(m.  3')  = rZ(i,  3'). 

L'équation  E  (  1 ,  fi')  ayant  son  invariant  h  égal  à  zéro,  on  déter- 
minera sans  difficulté  son  intégrale  générale  Z  (  1 ,  fi1).  En  la  substi- 
tuant dans  la  formule  précédente,  on  trouvera 

(27)       Z(m,  B')  =  ^rj(^-j)-P'[x+y>Y(^-r)P-ir/7]j. 

D'après  la  remarque  développée  plus  haut  (  n°  352),  il  serait 

impossible  de   faire  dériver  cette  intégrale  générale  de  celle  de 
l'équation  E(o,  fi'). 

D.-II.  5 


6f>  LIVRE    IV.    —   CHAI'lTRIi    III. 

354.  Lorsque  aucun  des  nombres  fi,  fi'  n'est  un  entier  réel,  la 
méthode  de  Laplace  associe  à  l'équation  proposée  une  suile 
d'équations  qui  est  illimitée  dans  les  deux  sens.  Il  faut  alors,  pour 
obtenir  l'intégrale  générale,  employer  des  méthodes  spéciales  que 
nous  allons  maintenant  développer. 

Remarquons  d'abord  que  les  formules  générales  (ai')  et  (22), 
qui,  dans  le  cas  actuel,  ne  sont  plus  sujettes  à  la  difficulté  signalée 
au  n°  352,  permeltent  de  ramener  l'intégration  de  l'équation 
E((3,  fi')  à  celle  de  l'une  quelconque  des  équations 

où  m  et  n  sont  deux  entiers  quelconques.  En  disposant  convena- 
blement de  ces  entiers,  on  ramènera  fi  et  fi' 7  ou  leurs  parties 
réelles  si  ces  quantités  sont  imaginaires,  à  être  comprises  entre  o 
et  1 .  Nous  pourrons  donc  nous  contenter,  dans  la  suite,  de  traiter 
les  équations  pour  lesquelles  les  parties  réelles  de  ;3  et  fi'  sont 
positives  et  inférieures  à  l'unité. 

Poisson  a  donné  ('),  pour  le  cas  où  fi  et  fi'  sont  égaux,  une 
forme  générale  de  l'intégrale,  qui  contient  deux  fonctions  arbi- 
traires sous  des  signes  d'intégration  définie;  et  M.  Appell,  dans 
la  Note  déjà  citée,  a  étendu  cette  formule  de  Poisson  au  cas  où  fi 
et  fi'  sont  quelconques.  Voici  comment  on  est  conduit  à  ces  ré- 
sultats. 

Nous  avons  déjà  remarqué  au  n°  34-8  que  l'expression 

E(se  —  a)-'$(y  -  a)~V 

est,  pour  toutes  les  valeurs  des  constantes  H,  a,  une  solution  par- 
ticulière de  l'équation  Ë((ïJ,  fi').  H  suit  de  là  que  l'intégrale 
définie 

y(u)(x  —  u)~~$(y  —  u)~$'  du, 


I 


prise  entre  deux  limites  constantes  À,  B,  sera  encore  une  solution: 
car  l'équation  E(j3,  fi')  est  linéaire,  et  l'intégrale  définie  précé- 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles   {Journal   de    l'École   Polytechnique,    t.  XII,    XIX"   Cahier,    p.  2i5; 

i8a3). 
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dénie  peut  être  considérée  comme  une  somme  de  solutions  par- 
ticulières. 

Nous  obtenons  ainsi  une  solution  qui  est  assez  générale,  puis- 
qu'il y  figure  une  fonction  arbitraire  sous  le  signe  de  quadrature. 
Le  raisonnement  par  lequel  nous  établissons  qu'elle  satisfait  à 
l'équation  cesserait  d'être  applicable  si  l'une  des  limites  constantes 
A,  B  entre  lesquelles  elle  est  prise  était  remplacée  par  une  fonc- 
tion de  x  et  de  y.  Le  résultat  subsiste  cependant,  et  l'intégrale 
définie  ne  cesse  pas  de  satisfaire  à  l'équation,  si  l'on  substitue  à 
une  de  ces  limites  A,  B,  soit  x,  soit  j'.  Voici  comment  on  peut  le 
reconnaître  a  priori. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  (3  et  [3'  soient  des  nombres 
réels  et  impairs,  c'est-à-dire  que,  réduits  à  leur  plus  simple  ex- 
pression, ils  soient  de  la  forme  —  Admettons  que  les  limites 

constantes  A,  B  comprennent  x  dans  leur  intervalle  et.  que  y  soit 
supérieur  à  la  plus  grande.  Décomposons  l'intégrale  prise  de  A 
à  B  en  deux  parties,  l'une  prise  de  A  à  x,  l'autre  de  x  à  B.  L'une 
de  ces  parties  sera  réelle,  l'autre  imaginaire;  elles  devront  donc, 
prises  séparément,  vérifier  l'une  et  l'autre  l'équation  proposée. 
C'est  ce  que  nous  confirmerons  tout  à  l'heure  par  un  calcul  direct 
où  nous  prendons  les  précautions  nécessaires  pour  calculer  les 
dérivées  de  l'intégrale  définie. 

Nous    adopterons     dans    la    suite    les   limites  y  et   x,    ce    qui 

donnera 

•  y 
tp(u)(u  —  %)~$(y  —  u)~$'  du. 


J, 


A  ce  premier  terme  on  peut  ajouter  le  suivant. 
Nous  avons  vu  au  n°  345  que 

(7_^)i-S-p'Z(i-fi\  ï_p) 

est  toujours   une   solution  de  l'équation  E((3,  [3').  Si  l'on  prend 
pour  Z  (  i  — fi',  i  —  (3)  la  valeur 


f    <h(u)(u  —  ccfî-^iy  —  a)p-i  du, 


/ 
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on  trouvera  la  nouvelle  solution 

(y  _  a^i-p-P'  f    <b{u){u  —  x)^-Hj—up-1  du 

de  l'équation  proposée.  En  réunissant   les  deux  termes  ainsi  ob- 
tenus, on  aura  pour  Z((3,  jii')  la  formule  générale 


(28) 


qui  contient  deux  fonctions  arbitraires  distinctes. 

Pour  vérifier  que  cette  intégrale  satisfait  effectivement  à  l'équa- 
tion proposée,  il  suffira  de  la  transformer  comme  il  suit. 

>     Posons 

u  =  x{\  —  t)  -t-  yt; 

l'intégrale  prendra  la  forme 

Z(p,  p)=  (y  —  ay)»-P-P'  /"   ©[a?  h-  (jk  —  ar)*]*-0(i  —  0~P'  * 

+  /   "H^  +  Cr  —  ^)«]«P'-1(i  —  *)Mrf*, 

où  les  limites  variables  des  quadratures  sont  remplacées  parles 
constantes  o  et  1.  On  peut  maintenant  calculer  sans  difficulté  les 
dérivées  successives  de  z  et  les  substituer  dans  l'équation  pro- 
posée; on  reconnaîtra  que  cette  équation  est  vérifiée.  Il  est  permis, 
d'après  les  remarques  précédentes,  de  se  contenter  de  vérifier  un 
seul  des  deux  termes.  Si  nous  nous  bornons  au  second,  nous 
trouverons,  pour  le  résultat  de  la  substitution, 


1 


±\y[x-ï-(y-x)t]tf'(i-i)f\dt-, 


(3  et  [3'  ayant  leur   partie  réelle  positive,   ce  résultat  est  évidem- 
ment nul. 

355.  Dans  le  cas  exceptionnel  où  l'on  a 


l'équation  d'euler  et  de  poisson.  69 

les  deux  termes  de  l'intégrale  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  et  la  va- 
leur de  Z({3,  8)  se  réduit  à  la  suivante  : 

1 
(œ+-tî/)«-P(i—  *)M  dt, 


1 


qui  ne  contient  en  réalité  qu'une  seule  fonction  arbitraire  o-\-à. 

Pour    conserver    les    deux    fonctions    arbitraires,    on    opérera 
comme  il  suit. 

Posons 


P+[3'-T  = 


I  =  e,  p'  =  1—  (3-i-  e, 


,  .  .  CD  l        CD  il  .        -,  , 

et  remplaçons  cp  et  tp  respectivement  par  -*- ■ — •  — >  -  -f-  —  ;  puis  deve- 


1  £2 


loppons  Z((3,  J3')  en  conservant  seulement  les  termes  qui  ne  s'an- 
nulent pas  pour  s  =  o.  On  obtient  ainsi  la  formule 


<3o) 


(  rl 

lZ(P,i— P)=       /     o[x  +  (y  —  x)f\t-${i—  *)Mafe 

Jq 

-f-  f   <V[a7  +  (7—  jr)«]'<-P(i  —  *)fJUqgt*(i— 0(j— <?)]'<**, 


qui   a  été  déjà  donnée  par  Poisson,   dans  le  Mémoire    cité  plus 
haut,  pour  le  cas  spécial  où  l'on  a  [3  =  -- 

3o6.  La  méthode  par  laquelle  Poisson  a  obtenu  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  E([3,  (3),  ainsi  que  celle  que  nous  avons 
suivie,  laissent  prise  à  des  objections  évidentes.  Bien  que  la  for- 
mule générale  (28)  contienne  deux  fonctions  arbitraires,  rien  ne 
permet  d'affirmer  qu'elle  donnera  toutes  les  intégrales  de  l'équa- 
tion proposée.  Si  l'on  remplace,  par  exemple,  les  limites  x  et  y 
des  deux  intégrales  de  la  formule  par  des  constantes  a  et  6, 
n'aura-t-on  pas  des  solutions  nouvelles  distinctes  de  celles  qui 
sont  données  par  la  formule  primitive?  Nous  allons  montrer  dans 
le  Chapitre  suivant  que  l'on  peut  faire  disparaître  toutes  ces  dif- 
ficultés, et  confirmer  la  généralité  de  l'intégrale,  par  l'étude  appro- 
fondie d'une  idée  de  Riemann.  Mais,  en  terminant  ce  Chapitre, 
nous  rappellerons  que  déjà,  dans  un  problème  de  Géométrie,  nous 
avons  rencontré  un  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  jâ).  Au 
n°  1 62  [I,  p.  2q3 ]  nous  avons  ramené  la  détermination  des  sur- 


; 1-  -5 

dp  opi        dp 

dpi 

=   0. 

itre    que   E( 

i 
2 

I 
2 

70  LIVRE   IV.    —   CHAPITRE   III.    —   ÉQUATION   d'eULER   ET   DE   POISSON. 

faces  qui  admettent  pour  représentation  sphérique  de  leurs  lignes 
de  courbure  un  système  de  coniques  homofocales  à  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

2  (  p  —  P 1  ) 

Cette  équation   n'est   autre    que   E(  —  -j — -■)■  Son   intégrale 

générale  se    déduit  de  celle    de    l'équation   (  ~,  -  ]  ,  qui,    comme 

nous  venons  de  le  rappeler,  a  été  donnée  par  Poisson.  Cette  inté- 
grale est  assez  compliquée;  mais  il  résulte  des  propriétés  que 
nous  avons  données  aux  nos  347  et  348  que  l'on  pourra  obtenir 
un  nombre  illimité  de  solutions  algébriques. 

Si  l'on  choisit,  par  exemple,  la  solution  particulière 

0  =  A  v/(p  —  h)  (pi  — h), 

on  retrouve  les  surfaces  du  second  degré  ;  si  l'on  prend  la  solution 
encore  plus  simple 

6  =  A  +  B(p  -+-  pj), 

on  obtient  la  surface  remarquable  de  quatrième  classe  que  nous 
avons  étudiée  au  n°  159  [I,  p.  287]. 
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CHAPITRE  IV. 

LA    MÉTHODE    DE    RIEMANN. 

Rappel  des  conditions  d'intégrabilité  d'une  expression  différentielle 
••s{x,  y,  y',  ...,yW).  —  Indication  d"une  théorie  analogue  dans  le  cas  de 
deux  variables  indépendantes.  —  De  l'équation  linéaire  adjointe  à  une 
équation  donnée.  —  Application  au  second  ordre  et,  en  particulier,  aux 
équations  de  Laplace.  —  Méthode  de  Riemann.  —  Si  l'on  connaît  une  cer- 
taine solution  de  l'équation  adjointe,  on  pourra  déterminer  toutes  les  solu- 
tions de  l'équation  proposée  qui  prennent  des  valeurs  données,  ainsi  qu'une 
de  leurs  dérivées  premières,  sur  une  courbe  choisie  arbitrairement.  — ■  Cas 
particulier  où  cette  courbe  se  réduit  à  deux  portions  de  droite  parallèles 
aux  axes;  il  suffit  alors  de  se  donner  les  valeurs  de  la  solution  cherchée 
sur  ces  deux  droites.  —  La  solution  particulière  de  l'équation  adjointe  dont 
il  faut  faire  usage  peut  être  définie  comme  solution  de  l'équation  proposée. 
—  Détermination  de  cette  solution  dans  le  cas  de  Inéquation  E(jj,  J3').  — 
Étude  particulière  et  directe  de  l'équation  dite  des  télégraphistes.  —  On 
peut  démontrer  que  la  formule  générale,  due  à  M.  Appell,  donne  effec- 
tivement toutes  les  intégrales  de  l'équation  E(jï,  p').  —  On  établit  ensuite 
pour  l'équation  linéaire  la  plus  générale  et  par  la  méthode  des  fonctions 
majorantes  que  l'on  peut  toujours  obtenir  la  fonction  dont  la  méthode  de 
Riemann  suppose  l'existence,  et  même  établir  ce  résultat  plus  général  que 
toute  solution  de  l'équation  de  Laplace  est  définie,  sous  certaines  condi- 
tions de  continuité,  par  la  condition  de  prendre  des  valeurs  données  pour 
tous  les  points  situés  sur  deux  parallèles  aux  axes.  —  Démonstration  de 
cette  proposition  essentielle  par  les  méthodes  d'approximation  de  M.  Emile 
Picard. —  Relations  entre  une  équation  linéaire  de  Laplace  et  son  adjointe. 
Définition  proposée  pour  l'intégrale  générale  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles. —  L'intégration  d'une  telle  équation  et  celle  de  son  adjointe  sont 
deux  problèmes  équivalents. 


357.   Étant  donnée  une  expression  différentielle 

(0  ?<>>  y-.y\  ■■  ■,7[,l}% 

contenant   une   variable  x,    une  fonction  y  de   x  et  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  /?,  on  sait  que  l'équation 

do  d    /  do  \  d- 


(2) 

ôy        dx  \  ôy  )         dx-  \  ày" 
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exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  fonction 
o  soit  la  dérivée  d'une  autre  fonction  <b  contenant,  en  même  temps 
que  la  variable  indépendante  x,  la  fonction  y  et  ses  n  —  1  pre- 
mières dérivées.  De  même,  si  l'on  considère  une  expression 

/  dz     dz     â2z       ô2z      à2z  \ 

'   \  ox    ôy    âx2     ox  oy    ôy1  J 

contenant  deux  variables  indépendantes,  une  fonction  z  de  ces 
variables  et  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  un  ordre  quelconque  /?, 
l'équation 


(4 


dtp 

âz  ~ 

à     /  à?   \           à    i 

c)2    /    d<? 
âx'2  j      d-  .z 
\     dx2 

02       /      Oo      N 
\    àx  ày  r, 

\  °y~  J 

exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cp  puisse 
prendre  la  forme 

dM       dN 
(5)  -o^  +  oy' 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  x,  de  y,  de  z  et  de  ses  dérivées 
partielles  jusqu'à  un  ordre  que  l'on  peut  toujours  réduire  à  n  ou 
à  n  —  i . 

D'après   cela,    considérons    une    équation   linéaire  quelconque 
d'ordre  n 


#«=yvA, 


di+k 


^Ujkbâ        '  Ox'  Oy1' 

Si  l'on  mulliplie  le  premier  membre  par  une  indéterminée  u  et 
si  l'on  écrit  ensuite  que  la  condition  (4)  est  vérifiée,  on  aura 
l'équation  linéaire 

S<«)=22f-')'"isr^(A'"">  =  0- 

qui  définira  u.  Nous  dirons  que  cette  équation  est  Y  adjointe  de 
la  proposée,  pour  rappeler  l'analogie  qu'elle  présente  avec  l'équa- 
tion toute  semblable  considérée  par  Lagrange  dans  le  cas  dune 
seule  variable  indépendante. 
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Quelles  que  soient  les  fonctions  z  et  m,  une  suite  d'intégrations 
par  parties  conduit  facilement  à  l'identité 

*,   s  r>,    s       àM.       dN 

où  M  et  N  ont  les  valeurs  suivantes  : 

dz          d(iV2(tu)       1            dz        1      d(Anu) 
AI  =  A.10-s5m  +  A20m  -j — -3 h -An  m- 2  — 1-..., 

„        .                 .         dz          â(Xl},u)       1            à*        1      d(AMa) 
]\  =  A01  ;h  +  A02Z£ -3 ■ 1 Au  u z 


dy  dy  1  dx       1  dx 

et  dépendent  de  z,  de  u  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  1 . 
Il  importe  toutefois  de  remarquer  que  les  expressions  de  M  et  de  N 
ne  sont  pas  complètement  déterminées.  Le  second  membre  de 
l'identité  (6)  ne  change  pas,  en  effet,  si  l'on  remplace  M  et  N 
respectivement  par 

M+.-j      N , 

dy  dx 

et  l'on  pourra  prendre  pour  Q  une  fonction  bilinéaire  de  z,  de  u  et 
de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n —  2,  sans  changer  la  forme 
générale  des  valeurs  de  M  et  de  N. 

On  déduira  facilement  de  l'identité  (6)  que  la  relation  entre  les 
deux  équations  en  z  et  en  u  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  cha- 
cune de  ces  équations  est  l"1  adjointe  de  Vautre.  Mais  nous 
omettrons  ici  le  raisonnement  très  simple  par  lequel  on  est  con- 
duit à  ce  résultat  essentiel,  parce  que  nous  aurons  à  le  présenter 
sans  modification,  au  Chapitre  suivant,  dans  l'étude  de  l'équation 
adjointe  de  Lagrange;  nous  insisterons,  au  contraire,  sur  la  consé- 
quence suivante,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  ('  ). 

(J)  Pour  établir  l'identité  (6)  dans  toute  sa  généralité,  on  peut  employer  le 

calcul  élémentaire  suivant  : 

On  sait  que  l'expression 

'd'v       ,       % .    dlu 

u~r~i  +(—  O'f  -3— ■ 
dx'  dx' 

est    la    dérivée    exacte   d'une   fonction  de  u,   de   v   et   de   leurs    dérivées  jusqu'à 

l'ordre  i  —  1,   dont  nous   omettrons,   pour  abréger,    l'expression   développée.    Si 

dk  v 
l'on  remplace  v  par  — -,  on  aura  donc 

dy 

d'~k  v         ,        , .  dk  v  d' u        dP 

(—0' 


dx'  àyk  dyk  dx'        dx 

P  contenant  les  dérivées  de  u  et  de  v  jusqu'à  l'ordre  i+k  —  1.  Changeons,  dans 
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Considérons  l'intégrale  double 

JJ[u  Hz)  -  z  tj(u)]  dx  dy  =ff(j£  +  fj)  dx  dy, 

étendue  à  une  aire  plane  (A)  que  nous  supposerons  simplement 
connexe  et  limitée  par  un  contour  (S);  cette  intégrale  double  aura 
la  même  valeur  que  l'intégrale  simple 


/ 


(M  dy  —  N  dx), 


étendue  à   tout  le  contour  (S)  parcouru   dans   le   sens  direct.  On 
aura  donc  l'équation 


(S) 

(8)  ff[uHz)~zQ(u)]dxdy=f      (Mdy  —  Ndx 


qui  est  tout  à  fait  équivalente  à  l'identité  (6).  On  reconnaît  ici 
que  l'indétermination  signalée  plus  haut  pour  les  valeurs  de  M  et 
de  N  n'a  plus  aucun  effet  sur  l'équation  précédente;   car,  si  l'on. 

remplace  M   et  N  par  leurs  valeurs   les   plus    générales   M  -H  t— * 


cette  équation,  u  en  v,  x  en  y,  i  en  k;  nous  aurons 

di+k  u         ,       , ,  à1  u  dk  v        00 
{—i)k 


dx1  dyk  dx1  dyk       dy 

et  la  combinaison  de  ces  deux  équations  nous  donnera  l'identité  plus  générale 

(a  u- — j  —  (—  i)  l+kv- — ——r^- (— i)      t^-' 

dx1  dyK  dx1  ôyk       Ox  dy 

P  et  Q  contenant  les  dérivées  de  u  et  de  v  jusqu'à  l'ordre  i  -+■  k • — i.  Or,  on  a 

et  il  suffit  de  faire  usage  de  l'identité  (a),  où  l'on  remplacera  u  par  A.iku  et  t> 
par^,  pour  reconnaître  que  le  terme  général  du  second  membre,  et  par  suite  le 
second  membre  tout  entier,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dx        dy 
où  M  et  N  contiennent  les  dérivées  s  et  de  u  jusqu'à  l'ordre  /»  —  i. 
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dv 
IN -n;  le  second  membre  s'accroît  de  l'intégrale 


/ 


(S) 


qui  est  évidemment  nulle  toutes  les  fois  que  9  estime  fonction 
uniforme  et  finie  à  l'intérieur  de  l'aire  (A:). 

358.  L'équation  adjointe  à  une  équation  linéaire  donnée  s'est 
présentée  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  de  Puemann 
relatif  à  la  propagation  du  Son  (').  M.  P.  du  Bois-Reymond,  qui, 
déjà  dans  un  Ouvrage  (2)  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles, 
avait,  à  juste  titre,  appelé  l'attention  des  géomètres  sur  le  Mé- 
moire de  Riemann,  est  depuis  revenu  sur  ce  sujet  dans  un  court 
Article  publié  à  Tubingue  (3).  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  traite- 
rons seulement  de  l'équation 

d*z  dz        7  dz 

(o)-  : Ha- HO- hcs  =  o. 

J  ûx  dy  dx  dy 

déjà  étudiée  dans  les  Chapitres  précédents;  nous  donnerons  les 
résultats  de  Riemann  et  nous  indiquerons  Jes  conséquences  que 
l'on  peut  en  déduire.  On  a  alors 

f    f* (  7\  à-  z      t        dz  dz 

dx  dy  dx  dy  ' 

„  .     ,  d*u  du        ,  du        /  da        àb  \ 

Ci  (  u  )  =  - — ; a- b  - Hic u, 

dx  dy  dx  dy         \  dx        Oy  / 

.  ._  i  /     dz  du 

M  =  au  z  -\ lu  — -  —  z  - — 

2  V     dy  dy 

m        7  i  ï    dz  du 

JN  =  bu  z  H \  u  - z  — 

2  \     dx  dx 

"\  oici  l'usage  que  Riemann  fait  de  l'équalion    (8). 

i1)  Riemann,  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher 
Schwingungsweite  (Abhandlungen  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gôttingen,  t.  VIII,  1860,  et  Œuvres  mathématiques,  p.  177). 

(  =  )  P.  du  Bois-Reymond,  Beitràge  zur  Interprétation  der  partiel/en  Diffe- 
rentialgleichungen  mit  drei  Variabeln,  p.  25o.  Leipzig.  1864. 

(3)  P.  du  Bois-Reymond,  Ueber  ein  in  der  Théorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  auftrelendes  wolstandiges  Differential  (Mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche  Mitteilungen  herausgegeben  von  DT  O.  Bôklen. 
t.  I,  p.  34.  Tubingue,  r883). 


(10) 
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Supposons  que  l'on  ait  pris  pour  z  et  pour  u  respectivement 
des  intégrales  quelconques  de  l'équation  proposée  et  de  son  ad- 
jointe. On  aura 

et  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  sera  toujours  nul.  Cette 
équation  nous  donnera  donc 


(u) 


rK  S) 

I       (Mdy  —  Ndx)=o. 


Soit  A  un  point  quelconque  du  plan  {flg-  28)  et  B' G  une 
courbe  placée  arbitrairement  dans  ce  plan.  Menons  par  A  des 
droites  AB  et  AC  parallèles  aux  axes  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
courbe,  et  supposons  que  les  intégrales  s,   u,  aussi  bien  que  les 


Fis.  28. 


coefficients  de  l'équation  proposée  et  leurs  dérivées,  soient  finies 
et  continues  à  l'intérieur  de  l'aire  ABC.  On  pourra  appliquer 
l'équation  (  1  1  )  au  contour  ACBA,  ce  qui  donnera 

(12)  /      Mdy-^  (Mdf  —  Nd.r)—  Ndx  =  o. 

'    A  Je  J\\ 

Si  l'on  se  reporte  aux  valeurs  de  M  et  de  N,  on  peut  écrire 

Si   donc  on  désigne,  d'une  manière  générale,   par  cdp  la  valeur 
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d'une  fonction  o  au  point  P,  on  aura 

Si  l'on  porte  ces  valeurs   des  deux  intégrales  dans   l'équation 
précédente  (12),  on  aura 


{uz)x  =  (^)b+(^)c  _  r\M dy  _ N dx) 

—   /      z  ( bu)  dx —   /      z(- au)  dy. 


Étudions  les  différents  termes  du  second  membre. 

Imaginons  que  l'on  se  propose,  avec  Riemann,  de  déterminer 
la  solution  z  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  proposée,  qui 
prend  des  valeurs  données,  ainsi  que  l'une  de  ses  deux  dérivées, 
pour  tous  les  points  de  la  courbe  B'C.  L'équation 

dz  dz 

dz  —  —-dx  -\ dy, 

dx  ày    J 

appliquée  à  un  déplacement  suivant  cette  courbe,  détermine  évi- 
demment celle  des  deux  dérivées  premières  qui  n'est  pas  donnée 
a  priori;  nous  pouvons  donc  considérer  les  deux  dérivées  de  ; 
comme  connues  en  chaque  point  de  la  courbe  B'C.  Il  suit  de  là 
que,  si  l'on  a  choisi  la  solution  u  de  l'équation  adjointe,  les  trois 
termes 

(uz)B,      (uz)c,       f    (Mdy—Ndx), 
Jb 

qui  entrent  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i3),  sont  parfai- 
tement connus  et  dépendent  seulement  des  conditions  aux  limites 
données  pour  z.  Si  donc  on  pouvait  calculer  les  deux  dernières 
intégrales  qui  figurent  dans  ce  second  membre,  on  connaîtrait  zA, 
c'est-à-dire  la  valeur  de  z  en  un  point  quelconque  du  plan. 
Or,  ces  deux  intégrales  dépendent  en  général  des  valeurs,  tout 
à  fait  inconnues,  que  prend  la  solution  cherchée  z  sur  les 
segments   rectilignes  AB  et  AC.   Pour  que   ces    valeurs    n'inter- 
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viennent  pas,  il  est  nécessaire  que  la  solution  u  ait  été  choisie  ; 
telle  manière  que  l'on  ait 

au.  .  .        .     .  _ 

ou  =  o,  en  tous  les  points  de  An, 

ôx 

à"  i  •         j      i  ^ 
au  =  o,           en  tous  les  points  de  Ad. 

Si  ces  deux  conditions  peuvent  être  remplies,  l'équation  fonda- 
mentale (i3)  se  réduira  à  la  suivante  : 

qui   déterminera  la  valeur  de  s  pour  un  point  quelconque  A  du 
plan,  en  fonction  seulement  des  conditions  aux  limites. 

Ainsi,  pour  obtenir  V intégrale  générale  de  l'équation  sous 
sa  forme  la  plus  appropriée  aux  problèmes  de  la  Physique 
mathématique,  il  suffit  de  déterminer  une  solution  u  de  V équa- 
tion adjointe  satisfaisant  aux  deux  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer. 

Ces  conditions  peuvent  être  transformées  de  la  manière  sui- 
vante. 

On  doit  avoir 

du        ' 

bu  =  o 

ox 

en  tous  les  points  de  AB  ;  x  variant  seule  sur  ce  segment,  on  peut 
intégrer  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 


b  dx 

MM  =  «A  e 


pour  tous  les  points  M  compris  entre  A  et  B.  De  même,  la  seconde 
condition  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 


mji  =  «A  e 


f- 


pour  tous  les  points  M  situés  sur  le  segment  AC. 

On   peut   toujours  réduire  la  constante   ux  à  l'unité,   de   sorte 
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que,  si  Ton  désigne  par  sc0}  y0  les  coordonnées  de  A,  par  se,  y 
celles  d'un  point  quelconque,  la  question  est  ramenée  à  déter- 
miner une  solution 

u(x,y;  a?0,  JK0) 

de  l'équation  adjointe,  dépendante  de  deux  paramètres  sc0,  y0, 
se    réduisant    à    l'unité    pour    x  =  Xo,  y=y0,    prenant   la  valeur 

I        bdx  r      ady 

e    r°         poury  =  j'05  ei 'a  valeur  ê  y°        pour  ,r==.r0. 

Tel  est  le  résultat  fondamental  établi  par  Piiemann.  Le  grand 
géomètre  a  pu  déterminer  la  fonction  u  pour  l'équation  qu'il  avait 
à  traiter  et  qui  n'est  autre  que  l'équation  E(j3,  (3).  Nous  allons 
voir  que  la  détermination  de  cette  fonction  peut  aussi  être  faite 
pour  l'équation  plus  générale  E  (jâ,  (3');  mais,  auparavant,  nous 
allons^  en  restant  dans  la  théorie  générale,  ajouter  une  remarque 
essentielle  aux  résultats  que  nous  venons  d'exposer. 


359.  Supposons  que  la  ligne  primitive  BG  se  réduise  aux  deux 

Fig.  29. 


parallèles  aux  axes  B'D  et  DC  et  soient  xt ,  y,  les  coordonnées  du 
point  D.  On  aura  ici 

(i5)  /      (Ndx—Mdy)  =  N  dx  —         M  dy. 

1  c  Je  *A> 


D'ailleurs,  on  peut  écrire 

.D 


f    Ndx=  f 

-r 


1   /    dz  du 

•2  \     dx 


1   d(uz)  f  dz 


dx 


•2.       dx 


u  | 1-  bz  )  I  dx 

dx 
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et;  par  conséquent, 


i 


N  dx  —  — — -  -r-  /      ut  —  +  6^)  dx. 

2  J(;  W 


On  aura  de  même 

/•%.   .         (m*)b-(»*)d        rh    (dz  \ 

—   /      M  dy  — H  ;      u[ Y-  az  )  dy. 

JD  J  2  JVi       \dy  )    J 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  des  deux  intégrales  dans  les  équa- 
tions (i5)  et  (i4)5  on  aura 

(16)        zA=(uZ)l)  =  fc     u(^+bM^dx-£    ufë  +  az^dy. 

Cette  formule  s'applique  à  toute  solution  z  de  l'équation  proposée. 
Elle  offre  la  plus  grande  anologie  avec  l'équation  générale  (i4)» 
mais  elle  s'en  distingue  par  une  propriété  essentielle.  En  effet,  on 
reconnaît  immédiatement  qu'il  n'est  plus  nécessaire  maintenant 
de  donner  l'une  des  dérivées  de  z  sur  le  contour  C'DB'.  La  con- 
naissance seule  des  valeurs  de  la  solution  cherchée  sur  les  droites 
CD  et  DB'  permet  de  calculer  les  deux  intégrales  que  contient  la 
formule  précédente  et  d'obtenir  la  valeur  de  cette  solution.  Il  faut 
chercher  l'origine  de  ce  résultat  si  intéressant  dans  cette  circon- 
stance que  le  contour  nouveau  est  formé  avec  les  caractéristiques 
de  l'équation  linéaire  proposée. 

Supposons  maintenant  que  l'on  prenne  pour  z  cette  solution 

particulière 

z(x,y;  xuyx) 

de  l'équation  proposée  qui  se  détermine  par  des  conditions  toutes 
pareilles  à  celles  que  nous  avons  indiquées  pour  u  (x,  y;  x0,  yQ) 
considérée  comme  solution  de  l'équation  adjointe.  Comme  il  faut 
changer  le  signe  des  coefficients  a  et  b  quand  on  passe  de  l'une 
des  équations  à  l'autre,  on  voit  que  cette  solution  devra  se  ré- 
duire 

-Ç    bdx 
pour    y  =  yx     à e     *> 

-f    ady 

pour     x  =  Xi     à e  l  ?* 


et,  par  siule,  à  i 

On  aura  donc 

dz 

àx 

dz 
dy 
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pour     x  =  a?!,        y  ~ }'\- 

bz  =  o         en  tous  les  points  de  CD, 
a^  =  o         en  tous  les  points  de  BD, 


z  =  i         pour  le  point  D. 
Par  conséquent,  la  formule  (16)  se  réduira  ici  à  la  relation 

c'est-à-dire 

z(x0,  y0;  a?i,jKi)  =  u{xu  yx]  x0,  y0). 

Cette  égalité  contient  la  proposition  suivante  : 

La  solution  u(x,y;  x0,  y0)  de  l'équation  adjointe  que  nous 
avons  définie  précédemment  peut  être  considérée  comme  fonction 
des  paramètres  x0,  y0;  elle  est  alors  une  solution  de  l'équation 
primitive  (où  l'on  aurait  remplacé  x,  y  par  x0,  yo)  et  possède, 
par  rapport  à  cette  équation  et  aux  variables  xa, y0,  les  propriétés 
par  lesquelles  elle  a  été  définie  comme  fonction  des  variables  x,  y 
et  solution  de  l'équation  adjointe.  En  d'autres  termes,  la  définition 
de  u  ne  change  pas  si  l'on  échange  l'équation  linéaire  et  son 
adjointe  à  la  condition  d'échanger  les  deux  systèmes  de  va- 
riables x,  y  et  x0}  y0. 

11  suit  de  là  que  la  détermination  de  cette  fonction 

u{x,  y;  x0,  y0) 

permettra  d'intégrer  aussi  l'équation  adjointe  par  une  formule 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut.  U  intégration  des 
deux  équations  linéaires,  la  proposée  et  son  adjointe,  se  ra- 
mène donc  à  un  seul  et  même  problème,  la  détermination  de 
la  fonction  u(x,  y;  x0,  Yo).  Cette  fonction  peut  être  pleine- 
ment définie,  soit  comme  solution  de  l'équation  proposée,  soit 
comme  solution  de  l'équation  adjointe,  par  les  conditions  aux 
limites  auxquelles  elle  est  assujettie. 

360.      Appliquons    cette     proposition    générale     à     l'équation 
E((3,  [j')  et  proposons-nous  de  définir  la  fonction  u(x,y;  x0,  y0) 
D.  —  II.  6 
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relative  à  cette  équation,  en  la  considérant  comme  une  solution 
de  l'équation  adjointe  assujettie  aux  conditions  que  nous  avons 
indiquées.  L'équation  adjointe  est  alors 

,     ,  d>  u  3'       du  3        du  B  -+-  S' 

(17)  t ; 1 ! ; Z *— r  U  =  O. 

dx  dy        x —  y  dx        x  —  y  dy        (x  —  y  y 
Pour  faire  disparaître  le  dernier  terme,  il  suffit  de  poser 

(18)  u=  (a?  —  jk)P+P'p, 
et  l'on  obtient  l'équation 

d*-v  3       àv_  (3'       àv_  _ 

dx  dy        x  —  y  dx        x  —  y  ci  y 

dont  une  solution  quelconque  se  représentera,  suivant  la  notation 
du  n°  345,  par  Z  ((3',  (3) .  On  aura  donc 

u  =  (x  —  jk)P+P'Z(3',  S). 

Parmi  les  solutions  particulières  Z,  il  en  est  d'assez  générales  que 
l'on  peut  faire  dériver  de  celles  qui  sont  homogènes. 
Nous  avons  vu  au  n°  347  que 


^F 


(-X,?',,-p-X,£) 


est  une  solution  de  l'équation  E( [3,  j3').  Si  l'on  échange  (3  et  (3', 
l'expression 

sera  une  solution  particulière  de  l'équation  (19)  ;  elle  ne  contient 
qu'une  constante  A;  mais  la  proposition  du  n°  349  permet  d'en 
introduire  deux  nouvelles.  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  l'on  peut 
effectuer  sur  les  variables  x  et  y  la  substitution  linéaire 


*■     y 


y  —  jo 


y—  xo 

à  la  condition  de  multiplier  par  un  facteur,  qui  sera  ici 

(  x  —  x0  )-P'  (y  —  xti  )-P . 
En  effectuant  cette  double  opération,  on  obtient  la  solution  plus 
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générale 

v  =  (y0  -  *)*(*  —  a?o)-?'~X(7  ~  ^o  H  F(—  X,  S,  .  -  p'—  X,  <r), 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

(,o)  a=(-r-ro)(y-yo)m 

Il  suffit  de  multiplier  par  (j- — aï)8"*"8'  pour   obtenir   enfin    la 
valeur  suivante  de  u  : 

j    »  =  (jo  —  .r)*(ar0—  a?)-P'->. 

j  x(j_;r)p+p-(r_;ro)-PF(-X,  p,  i_p'_X,a), 

qui  va  nous  conduire  au  résultat  cherché. 

Nous    nous    proposons,    en   effet,  de  déterminer  une   solution 
particulière  u  de  l'équation  adjointe,  se  réduisant  pour  x  =  x^   à 

}     ady       ...  [y x  \  3' 

l'intégrale  e'.r»        qui   a  ici  pour  valeur  (  - -)     ,  et  se  rédui- 


J'o—  #0  / 

sant  de  même  à  (  — J    pour  y  —  y0.  Or,  si,  dans  l'expression 

précédente  de  w,  on  fait  x  =  ,r0,  s-  s'annule  ;  la  série  F  se  réduit  à 
l'unité,  mais  il  reste  le  facteur  (x0  —  .r)-^-8'  qui  annule  la  fonc- 
tion u  ou  la  rend  infinie,  à  moins  que  l'on  n'ait 

X  =— P'. 

Adoptons  cette  valeur  de  X,  u  prendra  la  valeur 

(22)  u  =  (y0-x)-£'(7-T)W(r-x0)-?F(Ç>,  p'.i.cr); 

si  l'on  fait  a?  =  .r0,  on  aura 

'y—  -ro\a'. 


.  yo — xo 
si  l'on  fait  de  même  y  =  y0)  on  aura 

yo  —  *o 

par  conséquent,  la  valeur  (22)  de  u  sera  la  solution  cherchée. 
Ainsi,  appliquée  à  l'équation  E((3,  (3'),  la  méthode  de  Riemann 
réussit  pleinement  et  permet  de  déterminer  les  intégrales  de 
l'équation  par  les  conditions  aux  limites  les  plus  générales.  Il 
suffira  de  porter  la  valeur  précédente  de  u  dans  l'une  ou  l'autre 
des  équations  (i4)  ou  (1^)  pour  obtenir  l'intégrale  générale  de 
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l'équation.  Si  l'on  emploie,  par  exemple,  la  formule  (16),  la  valeur 
de  z  se  présentera  sous  la  forme  suivante  : 


(23) 


5.'-.,.v„=  ("-)•>•„. v,+  /      ux>yj(x).dx-*r  i      u,.l,yo(y)dy; 


y  et  co  désignent  les  deux  fonctions  arbitraires  qui  dépendent  des 
valeurs  aux  limites  pour  z  et  la  notation  &u,$  indique,  d'une  ma- 
nière générale,  le  résultat  jde  la  substitution  de  a,  ,3  à  la  place 
de  x  et  de  y  dans  la  fonction  <£(#,  y). 

361.    Revenons   à   l'équation  E([3,  (3')   et    supposons-y    fl'=ft. 
Nous  avons  vu  qu'on  peut  alors  la  ramener  à  la  forme  simple 


(24) 


(92  z 


80-e; 


dxdy        (x  —  yf- 


et  que   toute   solution  Zp  de    cette    équation    se    rattache    à    une 
solution  de  l'équation  E((3,  [3)   par  la  formule,   déjà  donnée  au 
n°  346, 
(i5)  Z?=(r-^)PZ(3,B). 

D'autre  part,  il  résulte  du  mode  de  formation  de  l'équation 
adjointe  que,  si  l'on  effectue  dans  l'équation  proposée  la  substi- 
tution 

z  ~kz, 

où  À  est  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  y,  il  faudra  effectuer 
dans  l'équation  adjointe  la  substitution 


Celte  remarque,  rapprochée  de  la  formule  (22),  permet  de 
déduire  la  solution  de  Riemann  relative  à  l'équation  (24)  de  celle  que 
nous  avons  donnée  pour  l'équation  générale  E  (  (3,  (3')  et  l'on  trouve 
ainsi  pour  l'équation  (24)  la  solution  de  Riemann  exprimée  par 
la  formule 


(26)     Up 


(y  —  oc)(y0—x(t) 
(y  -  x0){y(i—T)_ 


p,p»', 


(x  —  x0)(y  ■ 

{&  —  yo)(y 


?o)] 


le  symbole  F  désignant  toujours  la  série  hypergéométrique. 

En  effet,  la  solution  de  Riemann  pour  l'équation  E({3,fà)  est, 
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d'après  la  formule  (22)  du  n°  360, 

(x  —  x0)(y  —  y0) 


u  =  (y0-x)-P(y  -x)^( y  —  x0)-V  F  fp,  p,  I, 


lJour  passer  de  cette  solution  à  celle  qui  est  relative  à  l'équation 
E(jj),  il  faut,  d'après  ce  que  nous  avons  vu,  la  diviser  par  [y  —  x)$ 
et  aussi,  si  l'on  veut,  par  une  constante  quelconque.  En  choisissant 
cette  constante  de  telle  manière  que  Up  soit  égale  à  1  pour  x  =  x0, 
y=y0}  on  retrouvera  justement  l'expression  (26)  de  Up  ;  et  l'on 
voit  que  cette  expression  se  réduira  à  1,  soit  pour  x  =  xa,  soit 
pour  y=y0  ('). 

Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  E(j3)  la  substitution 


(27) 

elle  deviendra 


P(P-i) 


dxdy        (fi  —  x  —  yy2 


Si  l'on  fait  maintenant  (3  =  go,   l'équation  E([3)   se  réduira  à  la 
suivante  :  * 


(28) 


àx  dy 


qui  n'est  qu'une  transformée  de  C  équation  dite  des  télégra- 
phistes. 

Ainsi  on  saura  trouver  pour  l'équation  des  télégraphistes  la 
solution  de  Riemann. 

Pour  obtenir  cette  solution,  il  faudra  faire  dans  la  formule  (26) 

la  substitution 

x  p  —  x.         x0  P' — x0, 

(')  On  peut  d'ailleurs  retrouver  cette    expression    en  vérifiant   que  la  fonction 

(i-a)PF  (fj,  p,  1,  <j), 
où 

»=£ 

a? 

est  une  solution  de  l'équation  E»  et  en  effectuant  ensuite  une  même  substitution 
linéaire 

I   y  —  n                 x  —  Xo 
y        ■ — '        x       — 

sur  y  et  x. 
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puis  faire  tendre  (j  vers  l'infini.  On  trouvera  ainsi 

(29)  U.  =  J((*  — tfoKj'— >o!)), 
J(6)  désignant  la  fonction  suivante 

(30)  I        )=iI+-;H !__+■...+    . -+... 

12       (i.a)«  (1. •>.... «)2 

qui  satisfait  à  l'équation  différentielle 
(3i  j"6-i-J'=J 

et  qui  se  rattache  aux  fonctions  de  Bessel. 

Ainsi,  on  saura  résoudre,  pour  l'équation  des  télégraphistes, 
le  problème  de  Riemann. 

Au  lieu  d'aborder  le  problème  de  cette  manière  indirecte,  il 
vaut  mieux  appliquer  la  méthode  du  grand  géomètre  à  l'équation 
aux  dérivées  partielles,  telle  qu'elle  se  présente  en  Physique  mathé- 
matique. 

Le  problème  de  la  propagation  de  l'Electricité  dans  un  fil  est  régi 
par  une  équation  de  la  forme 

àx'2    —  a  dtl         2  "  ôt  ' 

où  a  et  (3  désignent  des  constantes  positives  et  où  U  désigne  le 
potentiel  au  temps  t  pour  un  point  d'abscisse  x.  Si  l'on  fait  la 
substitution 

-h 

(3a)  U  =  e    a  u 

et  si  l'on  choisit  convenablement  les  unités,  on  est  ramené  à 
l'équation 

/0.,  N  d2u        d-u 

(33) h  u  =  o, 

où  les  unités  ont  été  choisies  de  manière  que  l'unité  de  longueur 
soit  la  vitesse  de  la  lumière. 

Les  caractéristiques  de  l'équation  précédente  sont  définies  par 
les  équations 

x  -+-  t  =  const.,         x  —  t  =  const. 

Mais,  au  lieu  de  faire  la  transformation  qui  nous  amènerait  à 
l'équation  (28),  appliquons  directement  la  méthode  de  Riemann. 
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Ici  l'équation  (33)  est  identique  à  son  adjointe.  Si  donc  nous 
désignons  par  a  et  p  deux  solutions  distinctes  de  cette  équation, 
l'expression 


dx'1 


d"2  u  à*  v 

TÔT-  JF 


d*u 
IF 


devra  se  mettre  sous  la  forme 

dU       àN 

dx         dy 

Et,  en  effet,  elle  peut  s'écrire 

à    /     dv  du\  d 


dv  du 

,  u v  — 

dx  \     dx  dx  dt  \     dt  dt 


Donc  l'intégrale 


/( 


dv  du\    .         /     dv  du  . 

u v  —     dt  -+-     u v  -—  )  dx 

dx  dx  \     dt  dt 


étendue  à  un  contour  fermé  quelconque  sera  nulle. 

Formons,  comme  au  n°  359,  un  contour  composé  en  partie  de 
caractéristiques. 

Soient  (Jlg3o)  Ox  l'axe  des  x,  Ot  l'axe  des  temps.  Lescaracté- 


Fh 


ristiques  seront  représentées  par  des  parallèles  aux  bissectrices  des 
axes.  Si  A  est  un  point  quelconque  du  plan,  nous  mènerons  par  ce 
point  des  parallèles  aux  deux  bissectrices  des  axes,  qui  couperont 
une  courbe  (K.)  quelconque  en  deux  points  [3,  y,  et  nous  étendrons 
l'intégrale  précédente  au  contour  AjâyA. 

Sur  At3,   on  a  dx  =  dt,  on  pourra  échanger  dx  et  dt;  et,  par 
conséquent,  la  portion  correspondante  de  l'intégrale  sera 


s; 


u  dv  —  v  du 
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De  même,  la  portion  de  l'intégrale  étendue  au  segment  Ay,  pour 
lequel  on  a  dx  =  —  dt:  sera 


i 


(u  dv  —  <>  du  i. 


Si  l'on  peut  trouver  une  solution  V  de  l'équation  se  réduisant 
à  i  sur  les  segments  A(j,  Ay,  la  somme  des  deux  intégrales  précé- 
dentes sera 

et  l'on  aura  l'équation 

,„   ,                                         ry  /     dv          àu\    ,         I     dv  du\    . 

(  34  )      2  11  \  =  UQ  -+-  11  ■■  —   /       [  u v  —  )  dt  -t-  \  u c  - —     dx, 

Jr     \     dx  dxJ  \     ôt  ût  I 

où  tout  sera  connu  dès  que  l'on  connaîtra  la  fonction  u  et  l'une  de 
ses  dérivées  sur  la  courbe  (K). 

Il  reste  à  trouver  la  solution  v  dont  nous  avons  supposé  l'exis- 
tence. Les  raisonnements  précédents  nous  mettent  sur  la  voie  et 
nous  sommes  conduits  à  chercher  une  solution  de  l'équation  (33) 
qui  dépende  de  la  seule  variable 

,„..                                                          ,            (t-t0)*--(T-T0)* 
(ODJ  0= ; • 


4 


On  trouvera,  pour  cette  solution,  justement  lafonction  J(B)définie 
par  l'équation  différentielle  (3i  )  et  la  série  (3o).  Ainsi  le  problème 
est  résolu. 

Appliquons  notre  intégrale  générale  au  cas  particulier,  le  plus 
important  pour  la  pratique,  où  notre  courbe  (K)  se  réduit  à  l'axe 
des  x,  et  désignons  par  x0  les  coordonnées  du  point  A.  Nous 
aurons  alors 


2«A=«B+«C-/        (ll--V-}dx. 


Supposons  qu'on  nous  donne  au  début  le  potentiel  et  sa  dérivée. 
Nous  connaîtrons  alors  au  début 

u.  =  f(x),  —  =  y(x). 

J  v    h  ôt        '       ; 

Si  l'on  remarque  que  x  —  t  et  x  +  t  demeurent  constantes  res- 
pectivement sur  AB  et  sur  AC,  on  aura 

(36)         tu(.r0,  t0)  =  f(x0—  t0)  +/(>9-t-  t0) 


vo{x)dx+-±j  f(x)—dx, 
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v  étant  égal  à  J  (9)  et  9  prenant  ici  pour  valeur 

Q   =    tl—(X  —  .T0)* 

4 

On  déduit  de  celte  formule  toutes  les  particularités  de  la  propa- 
gation. 

L'équation  des  télégraphistes  a  été  l'objet  d'une  multitude  de 
travaux.  Dans  son  Cours  sur  les  oscillations  électriques  et  dans 
une  Note  insérée  en  1893  aux  Comptes  rendus,  Poincaré  l'a 
intégrée  par  une  méthode  dérivant  des  principes  de  Fourier  et  de 
Cauchy  ;  cette  méthode  offre  l'avantage  de  pouvoir  s'appliquer  à 
un  grand  nombre  d'équations  analogues.  M.  Emile  Picard  dans 
une  Note  insérée  en  1894  aux  Comptes  rendus,  M.  du  Bois- 
Reymond  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  cité  plus  haut  (n°  358), 
M.  Weber  dans  la  quatrième  édition  de  son  Ouvrage  intitulé  : 
Oie  partie  lien  Differential-Gleichungen  der  Mathematischen 
Physik,  ont  appliqué  la  méthode  de  Riemann  et  déterminé  la 
solution  J  (9).  11  y  aurait  encore  à  citer  bien  d'autres  travaux  rela- 
tifs à  cette  intéressante  équation. 

362.  Il  nous  reste  maintenant  à  établir  un  point  que  nous 
avons  regardé  comme  essentiel  et  à  montrer  que  la  formule  (28) 
(n°  354)  de  Poisson  et  de  M.  Appell  donne  effectivement  toutes  les 
intégrales  de  l'équation  proposée.  Nous  présenterons  d'abord  les 
remarques  suivantes  sur  cette  intégrale. 

L'équation  E((3,  jâ') 

d*-z  p'       àz  p       dz  _ 

dx  dy        x  —  y  dx        x  —  y  dy 

a  ses  coefficients  finis  et  continus  tant  que  x  est  différent  de  y.  Si 
l'on  trace  {fig.  3i)  la  bissectrice  de  l'angle yox,  on  peut  dire  que 
cette  droite  est  une  ligne  de  discontinuité  pour  l'équation  précé- 
dente, de  sorte  que  les  coefficients  de  l'équation  demeurent  tou- 
jours finis  et  continus  tant  qu'on  reste  d'un  même  côté  par  rapport 
à  cette  droite.  Examinons  ce  que  devient  l'intégrale  de  Poisson 
lorsque  j'  se  rapproche  de  x. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  forme  (29)  (n°354)  de  cette  intégrale,  le 
premier  terme  du  second  membre  a  pour  partie  principale 
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Cette  valeur  approchée  peut  être  regardée  comme  le  premier 
terme  du  développement  suivant  les  puissances  de  [y  —  x),  les 
termes  non  écrits  ayant  des  degrés  supérieurs  à'un  nombre  entier 
à  celui  du  terme  conservé. 

De  même,  l'expression  approchée  de  la  seconde  intégrale  de  la 
même  formule  (29)  (n°  354)  sera 

Il  résulte  de  là  que,  pour  toute  solution  donnée  par  la  formule 
de  Poisson,  le  développement  suivant  les  puissances  de  y  —  x  se 
compose  de  deux  séries  de  termes,  les  uns  de  degrés  entiers,  les 
autres  d'un  degré  égal  à  1  —  [j  —  [3'  augmenté  d'un  nombre  entier  ; 
et,  en  limitant  le  développement  au  premier  terme  de  chacune 
des  deux  séries,  on  aura  pour  l'intégrale  l'expression  approchée 

,n  N  Td  —  S) rci — 3')    .   ..  .,  H  „,    r(B)r(B')(/   x 

(37)    *=    r( a -  p  -  p'O   y (g)(jr  "  "}      P  +  r(pVp')  *  w 

Cette  formule  nous  indique  la  voie  qu'il  faudra  suivre  pour  vé- 
rifier que  toute  solution  de  l'équation  est  donnée  par  la  formule 
de  Poisson.  On  cherchera  à  établir  d'abord  que,  dans  le  voisinage 
de  la  ligne  de  discontinuité,  la  solution  considérée  est  réductible  à 

la  forme 

oi(zc)  (y  —  a?)'-P-P'-t-  ^i(a7). 

La  comparaison  de  cette  forme  à  la  précédente  fera  connaître 
les  fonctions  cp  et  <b  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson  : 
et  il  ne  restera  qu'à  vérifier  une  équation  où  ne  subsistera  plus  rien 
d'inconnu. 

Appliquons  cette  méthode  à  l'intégrale  générale,  telle  qu'elle  est 
donnée  par  la  formule  (a3-).  Le  troisième  terme  se  déduisant  du 
second  par  l'échange  de  x  et  dey,  on  peut  se  contenter  de  vérifier 
que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  sont  donnés, 
l'un  et  l'autre,  par  la  formule  de  Poisson. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  que  l'on  se  place  au- 
dessus  de  la  ligne  de  discontinuité,  comme  il  est  indiqué  dans  la 
figure  3i;  x,,y,  étant  les  coordonnées  de  D,  x0,  y0  celles  de  A, 
on  aura 

&i<  ^0  <yo<  yi  ; 

x0,  y0  sont  ici  les  variables  indépendantes. 
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Le  premier  terme  de  l'intégrale  (23)  est  u{xK,yK  ;  cc0,  jKo)  mul- 
tiplié par  la  constante  sXuyi.  Nous  avons  donc  à  vérifier  d'abord 

que  l'expression 

u(x,  y\  xQ,  y0), 

considérée  comme  fonction  des  variables  x0,j '0,  vérifie  l'équation 

Fis-.  3i. 


11 

/ 

/ 

D             B 

/ 
/ 
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G 

A  / 

/ 

/ 

/ 

0 
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proposée  et,  de  plus,  est  donnée  par  la  formule  de  Poisson.  Con- 
formément à  la  méthode  générale  que  nous  venons  d'indiquer,  il 
faudra  donc  obtenir  d'abord  son  expression  approchée  lorsque 
y0  —  Xq  devient  infiniment  petit.  Si  l'on  se  reporte  à  l'expres- 
sion (22)  de  u  et  à  la  définition  de  <r,  on  voit  que  l'on  aura 

(y  —  xo)(yo—x)' 

1  —  s-  est  donc  du  même  ordre  que  y0  —  x0,  et  l'on  est  conduit  à 
développer  F(J3,  (3',  1,  a-)  suivant  les  puissances  de  1 — c.  Pour 
cela,  nous  emprunterons  la  formule  suivante  à  la  théorie  de  la 
série  hypergéométrique  (')  : 


*(P.P#» '.»>=■  f<7= 


F) 


P)r(i-p') 


7rF(P,P',    p+P',,-ff) 


P'-l) 


r(p)r(p') 


(1  —  <r)i-P-P'F(i  —  S,  1—  £',  2-  p  —  p',  1  —  a). 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  F  ({3,  (3',  1,  a-)  dans  la  formule  (22), 
on    en    déduira    immédiatement    l'expression    approchée    de    w, 


(')   Voir  le  Mémoire  de  M.  Goursat,  déjà  cité  [I,  p.  519]  (Annales  de  l'École 
Aormale,  2e  série,  t.  10,  1881). 
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lorsque  y0  se  rapproche  de  x0.  Il  suffit  de  réduire  les  séries  F  à 
l'unité  et  l'on   trouve  ainsi,  pour  les  deux  premiers  termes  de  «, 

u  =  r^-  p")  rô-  V)  (a7°~  g)^'(jr  ~  ")P+P'(jr  ~  *o)~p 

+  rr^r(^)I)(gu~g)M(^~g)(-r~a?o)P'"1^0~a'o)1"P"P'- 

La  comparaison  de  cette  formule  avec  l'équation  (3~),  où  l'on 
aurait  remplacé  x  et  y  par  ,r0  ety0?  nous  donne  immédiatement 
es  deux  fonctions  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson. 
On  trouve  ainsi 


(39) 


ô(a)  =—  A.  (a  —  x)$-i(y  —  x)  (y  —  a)?'-1, 
<J>(a)  =       A(a  —  ^)-P'(jk  —  x)$+$'(y  —  a)-?, 


A  désignant  la  constante, 

r(i—  p  — p')r(p-t-  p')  sinp-re  sîiiP'tt: 

~~  r(P)r(i-p)r(p')r(i-p'>  ~  -sin(p^-  p';tc" 

Si    l'on  porte  ces  valeurs    de    ce  (a),  'j'(a)  dans  la  formule    de 
Poisson,  on  trouve  le  résultat  suivant  : 

I    u  =  A (  r  —  #)P+P'(jk0  —  x0 )1-P~P' 

X   /       (a  —  a;)-P'(T  —  ïl-^/o — a)M(a — x $)$' ~ x  dx 
(4o)  ./T.o 

/  _A(jk-^)  f'\«-a0Mr-«)P'-IO'Q-*)-P'(«-- aro)-Pda; 

et  il  n'v  a  plus  qu'à  vérifier  la  concordance  de  celte  expression 
avec  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (22).  La  vérification  est 
aisée,  si  l'on  opère  de  la  manière  suivante. 

Egalons  les  deux  expressions  de  u  '•  l'équation  à  vérifier  prendra 
la  forme 

F(p,  p',  i,c)  =  A(y0-x0y-W(y0-x)P'(y-x0)V 

X    f'    (a  —  x)-$'{y  —  a)-POo-a)M(a^ar0)&'-irfa 

—  A(jk  —  x)l-W(.y0—  xf'i.y  ~x0 )P 

X    /        (a  —  .r)?-'^-  — a)?'-'!^  — a)-.ri'(>  — .r0)-Pf/.r; 
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et  l'on  reconnaît  presque  immédiatement  que  les  deux  termes  du 
second  membre  ne  changent  pas  de  forme  si  l'on  effectue  sur  a,  x, 
y,  x0,  y0  une  même  substitution  linéaire.  Choisissons  les  coeffi- 
cients de  cette  substitution  de  telle  manière  que  x,  x0l  y0  se  ré- 
duisent respectivement  à  oo,  o,  i.  Alors  y  se  réduira  à -,<j  étant 

le  rapport  anharmonique  déjà  défini  par  la  formule  (20).  Le 
second  membre  de  l'égalité  à  vérifier  deviendra 

A    /     [r  —  a([  —  cr)]-P(i_  af-1^-1  d% 

«-  0 

—  A(i  —  «r;»-P-P;  Ç    [1  —  a(i—  ff)]P'-i(i  —  a)-P'a-Pdiï. 

*-  0 

Daprès  une  formule  bien  connue  d'Euler,  les  deux  intégrales 
précédentes  s'expriment  au  moyen  de  séries  hypergéométriques 
et  l'on  retrouve  les  deux  termes  du  second  membre  de  l'iden- 
tité (38).  L'égalité  que  nous  avions  en  vue  est  donc  vérifiée. 

Passons  maintenant  au  second  terme 


dx 


de  l'intégrale  de  Riemann.  iNous  avons  donné  l'expression  ap- 
prochée de  ux>Yi  lorsque  x0  —  JKo  se  rapproche  de  zéro.  Si  on  la 
porte  dans  l'intégrale  précédente,  on  aura  de  même  l'expression 
approchée  de  cette  intégrale 

l^~,r,T-P'>   f  ~  ' (*o- *rï'(yi~v)W (n-  xo)-V /(*)  dx 

+  r^J"rP'~'>(ro-^0)i-p-P-   rX\x0-xf-Hy1-x)(y1-x0^'^f(x)dx. 

La  comparaison  avec  la  formule  (3^)  donne  encore  les  deux 
fonctions  qui  doivent  figurer  dans  la  formule  de  Poisson.  On 
trouve  ainsi 

«p(a)=  —  A  /        (a  —  xf-i(yl  —  x)(yl  —  a.y-if(x)dx, 

«-  a 

t^(a)=       A/        (a  —  x)-t'{yx  —  xf^'{yx  —  y.)-?f(x)dx, 
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A  étant  la  constante  déjà  définie.  Il  suffit  maintenant  de  vérifier 
que,  en  introduisant  ces  valeurs  de  tp  et  de  -1/  dans  l'intégrale  de 
Poisson,  on  retrouvera  le  terme 


La  substitution  des  valeurs  decp(a),  <l (a)  donne  deux  termes 
qui  sont,  l'un  et  l'autre,  de  la  forme 

/       dot  f     P  dx. 

On  a  ici 

^i<  ^o<  *  <y0<y\- 

Quant  à  la  variable  d'intégration  x,  qui  est  comprise  entre  a 
eta^,  elle  peut  être,  soit  plus  petite,  soit  plus  grande  que  x0. 
On  peut  donc  décomposer  ainsi  l'intégrale  précédente 

/        d%  i       P  dx  -+-   /        d <x  j        ?  dx. 

Pour  le  premier  terme,  l'ordre  de  grandeur  des  variables  sera 
défini  par  les  inégalités 

Xi  <  x0  <  x  <  a  <  jko  <  .7 1  • 

On  pourra  donc  intervertir  l'ordre  des  intégrations,  ce  qui 
donnera 

—  /       dx  j 


Pdoc. 


Pour  la  deuxième,  on  aura 

X\  <  x  <  x0  <  a  <  j'o  <  JKi  ; 
et,  par  suite,  on  pourra  la  remplacer  par  la  suivante  : 

f     dx  f  °  P  dx. 
Appliquons  ces  transformations  aux  deux  termes  qui  composent 
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l'intégrale  de  Poisson;  nous  aurons  le  résultat  suivant: 
—  A/       f(x)(yl—x)dx  (Jo_a)-P'(a-^0)-P(a-^)?-i(jKi  — a)P'-irfa 

Ax)(yx-x)dx  j       (y0_a)-P'(<z  —  x  $=&!£  —  ar)P-^r—  a)P'-»rf« 

X  (a  —  a?)- P'  (j^i  —  a)~ P  da. 

-A  f'ftxXjv-xtf-W^yi  —  x^'dx  r(7o-«)H(a-^)P'-i 

x(a  —  a?)- P'(jKi  —  «)_P  <^a- 

Le   premier    et    le    troisième    terme   représentent   précisément 
l'expression 

/■*« 

I        ux-y\  f(x)  dx 

qu'il  s'agissait  de  retrouver.  Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de  se 
reporter  à  l'expression  (27)  de  u;  quant  au  deuxième  et  au  qua- 
trième terme,  leur  somme  est  nulle,  en  vertu  de  l'équation 

(yi  —  a;)i-P-P'  f     (yù—ot.)-$'(a  —  Xo)-${a.—x)$~l(yl—a.)$'-id<x. 

=  (ro-  x, )'-P-P'   C   °  (jKo  -  a)!3"1  (a  -  ^o)P'-1  (a  -  ar)-P'  (jKi  -  a)~P 


rt'a, 


que  l'on  vérifiera  comme  il  suit  :  on  effectuera  sur  la  variable  de 
la  première  intégrale  la  substitution  linéaire  par  laquelle  j'0,  x0, 
y^  x  se  changent  respectivement  en  x,  yi:  x0l  y0  et  l'on  retrou- 
vera la  seconde  intégrale. 

363.  L'intégrale  de  Poisson  une  fois  établie  d'une  manière  ri- 
goureuse, on  peut,  en  l'étudiant,  obtenir  différents  résultats  qui 
ont  un  réel  intérêt,  pour  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles. Nous  signalerons  seulement  le  suivant,  que  l'on  déduit 
aussi  de  la  formule  (23). 

La  formule  de  Poisson  contient  deux  fonctions  arbitraires  ©(a) 
etd/(a).  Supposons  que  l'on  connaisse  ces  fonctions  seulement 
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pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  les  deux  constantes  a0  et  a{  ; 
l'intégrale  générale  ne  pourra  être  déterminée  que  pour  les  valeurs 
de  x  et  de  y  comprises  entre  a0  et  a,.  Admettons,  pour  fixer  les 
idées,  que  l'on  ait  pris  y  supérieur  à  x.  Si  l'on  construit  (fig.  3i) 
la  bissectrice  OC'B'  de  l'angle  des  axes  et  les  points  C,  B',  d'ab- 
scisses a0  et  a,,  la  valeur  de  l'intégrale  sera  connue  pour  tous  les 
points  du  plan  compris  à  l'intérieur  et  sur  les  côtés  DB',  DC  du 
triangle  DB'C  ;  mais  il  sera  impossible  de  la  déterminer  en  dehors 
de  ce  triangle. 

Nous  avons  supposé  les  fonctions  ce  et  à  déterminées  seulement 
pour  l'intervalle  (a0,  a,).  Il  est  clair  qu'on  peut  les  prolonger  au 
dehors  de  cet  intervalle  d'une  infinité  de  manières,  en  s'assujet- 
tissant  même  à  conserver  la  continuité  des  dérivées  jusqu'à  un 
ordre  quelconque,  soit  pour  a  =  a0,  soit  pour  a  =  at.  En  adop- 
tant ces  différents  prolongements,  on  aura  différentes  intégrales 
de  l'équation  proposée  qui  auront,  toutes,  les  mêmes  valeurs  à 
l'intérieur  du  triangle  DB'C,  dont  les  dérivées  seront  les  mêmes 
jusqu'à  un  ordre  quelconque  pour  les  points  de  chacun  des  côtés 
DB',  DC,  mais  qui  différeront  à  l'extérieur  du  triangle.  Ainsi,  une 
intégrale  de  l'équation  proposée,  qui  est  assujettie  à  prendre  des 
valeurs  données  sur  les  côtés  DB',  DG  du  triangle  DB'C  est  bien 
déterminée  pour  les  points  placés  à  l'intérieur  de  ce  triangle  ;  cela 
résulte  de  la  formule  (23)  ;  mais  elle  ne  l'est  en  aucune  ma- 
nière à  l'extérieur  du  triangle.  Elle  pourra  prendre  à  l'extérieur 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  que  l'on  pourra  définir  d'une 
manière  très  générale,  en  s'assujettissant  même  à  respecter  la  con- 
tinuité de  z-  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  un  ordre  quelconque  pour 
tous  les  points  de  DB'  et  de  DC.  Ce  résultat  si  intéressant  tient 
à  ce  que  les  droites  DB'  et  DC  sont  des  caractéristiques.  La  for- 
mule générale  de  Riemann  nous  montre  en  effet  que,  si,  sur  toute 
autre  courbe  qu'une  droite  parallèle  à  l'un  des  axes,  la  fonction 
est  donnée  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  elle  est  déterminée 
par  cela  même  des  deux  côtés  de  la  courbe. 

364.  L'étude  approfondie  que  nous  avons  faite  de  la  méthode 
de  RJemann,  dans  le  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  [3'),  va 
nous  permettre  de  revenir  sur  la  théorie  générale  développée  dans 
les  nos  3o8  et  359,  et  de  faire  disparaîlre  une  objection  que  l'on 


LA   MÉTHODE    DE    RIEMANN.  97 

peut  adresser  à  cette  théorie.  La  valeur  de  z  donnée  par  la  for- 
mule (i4)  vérifie,  on  peut  s'en  assurer,  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (9);  elle  satisfait  également  aux  conditions  aux  limites 
qui  ont  été  posées  a  priori  ;  mais  on  peut  objecter  que  l'existence 
de  la  fonction  u,  sur  laquelle  reposent  tous  les  raisonnements  et 
que  nous  avons  déterminée  dans  le  cas  particulier  de  l'équation 
E([3,  [3'),  n'est  nullement  établie  pour  les  équations  les  plus  géné- 
rales. On  peut  lever  cette  objection,  au  moins  pour  le  cas  très 
étendu  où  les  coefficients  a,  b,  c  de  l'équation  linéaire  sont  des 
fonctions  finies  et  continues,  par  conséquent  développables  en 
séries. 

La  fonction  u,  considérée  comme  solution  de  l'équation  adjointe, 
doit  se  réduire,   pour  y=y0,   à  une  fonction  déterminée  de  x, 

I      b  d  V  \      a  dy 

e  r°  et,  pour  x  =  x0,  à  une  fonction  déterminée  de  y,  e1,  y° 
Ces  deux  fonctions  sont  évidemment  développables  en  séries  sui- 
vant les  puissances  de  x —  x0,  y — y0  toutes  les  fois  qu'il  en  est 
de  même  des  fonctions  a  et  b.  Il  suffira  donc,  pour  mettre  hors 
de  doute  l'existence  de  la  fonction  u,  d'établir  la  proposition  gé- 
nérale suivante  : 

Etant  donnée  V équation  linéaire 

, ,  d-z  dz         ,  dz 

(40  3 — ; \-a- hé- Y-cz  =  o, 

oxôy  ox  dy 

dont  les  coefficients  a,b,  c  sont  développables  en  séries  or- 
données suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x  —  x0, 
y — r0,  il  existe  une  solution  de  l équation  aux  dé/ivées  par- 
tielles, se  réduisant,  pour  y  =  y0,  à  une  fonction  déterminée 
®{x)  de  x,  développable  suivant  les  puissances  de  x — x0,  et, 
pour  x  =  x0,  à  une  fonction  fy(y)  de  y,  développable  suivant 
les  puissances  de  y — y0. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  effectuerons  d'abord  la 
substitution 

X  Y 

X  X0-\ ,  /      I      JoH , 

P  5 

p  et  c  étant  deux  constantes  que  l'on  choisira  de  telle  manière 
que   les  développements  des  fonctions  a,   b,  c,  <?(#),  '\>(y),    qui 

D.  —  II.  n 
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sont  ordonnés,  après  la  substitution,  suivant  les  puissances  de  x 
el  dey,  soient  convergents  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  variables 
de  module  inférieur  ou  égal  à  i unité.  Cela  posé,  proposons-nous 
de  déterminer  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  cherchée  z 
pour  x  =  y  =  o. 

Puisque  z  doit  se  réduire  à  ®(x)  pour  y  =  o,  celte  condition 
déterminera  toutes  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  la  seule  va- 
riable x  ;  de  même,  puisque  z  doit  se  réduire  à  &(y)  pour  x  =  o, 
on  connaîtra  toutes  les  dérivées  par  rapport  à  la  seule  variable  y  ; 
enfin,  l'équation  aux  dérivées  partielles  fera  connaître,  en  fonction 
des  précédentes,  toutes  les  dérivées  prises  à  la  fois  par  rapport  à  x 
et  à  y.  On  peut,  avec  toutes  ces  dérivées,  former  le  développe- 
ment en  série  de  la  solution  cherchée  suivant  les  puissances  de  x 
et  de  y,  et  tout  se  réduit  à  établir  que  ce  développement  est 
convergent;  car,  s'il  en  est  ainsi,  il  satisfera  évidemment,  et  aux 
conditions  aux  limites,  et  à  l'équation  proposée. 

Or,  les  séries  qui  développent  les  fonctions  a,  b,  c,  cp,  ty  étant 
convergentes  dans  un  cercle  de  rayon  i,  il  est  toujours  possible 
de  trouver  des  constantes  M,  N,  P,  H  positives  et  telles  que  les 
dérivées  d'ordre  quelconque  de  a,  6,  c,  o,  '];  aient  des  modules 
respectivement  inférieurs  aux  dérivées  correspondantes  des  fonc- 
tions 

M  N  P  H  II 

i  —  x  —  y         i  —  x  —  y        (  i  —  x  —  y  Y-         i  —  x        i  —  y 

Si  donc  on  se  propose  le  problème  suivant  :  Déterminer  une 
fonction  satisfaisant  à  l'équation 

,,   %         à*z  M  c)j  N  ôz  P 

(42) 


dx  dy         i  —  x  —  y  dx        i  —  x  —  y  dy        (i  —  x  —  y)2 

H  H 

se  réduisant,  pour  y  =  o,  à et,  pour  x  =  o,  à ,  on  ob- 
tiendra, pour  définir  cette  fonction,  une  série  dont  tous  les  coeffi- 
cients seront  certainement  supérieurs  à  ceux  de  la  série  relative  à 
l'équation  donnée.  Il  suffira  donc  de  démontrer  que  cette  nouvelle 
série  est  convergente  pour  les  valeurs  de  x  et  de  y  suffisamment 
voisines  de  zéro. 

Le  nouveau  problème  auquel  nous  sommes  ainsi  conduits  est 
virtuellement  résolu  dans  ce  Chapitre  ;  car,  si  l'on  remplace,  dans 
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l'équation,  x  par  i  — x,  elle  prend  la  forme  même  de  l'équa- 
tion (1)  considérée  an  commencement  du  Chapitre  précédent 
(n"  344)  et  peut,  par  suite,  se  ramener  à  l'équation  E(|j,  |3'),  pour 
laquelle  nous  avons  résolu  le  problème  proposé.  Le  résultat,  que 
nous  nous  contenterons  d'indiquer,  conduit  à  une  fonction  qui 
est  réellement  développable  en  série  (').  Il  est  donc  possible  de 
déterminer  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  pro- 
posée par  les  conditions  aux  limites  que  nous  avons  indiquées,  et 
d'établir  le  théorème  général  sur  lequel  repose  l'existence  de  la 
fonction  u. 

365.  Les  raisonnements  précédents  reposent  sur  l'emploi  des 
développements  en  série  et  la  considération  des  fonctions  majo- 
rantes. On  peut  aussi,  en  faisant  usage  de  la  méthode  des  approxi- 
mations successives  qui,  entre  les  mains  de  M.  Emile  Picard, 
a  fourni  tant  de  résultats  importants,  établir  le  théorème  démontré 
au  numéro  précédent,  et  même  une  proposition  beaucoup  plus 
étendue. 

Considérons  l'équation 

..„.  à"-x  I  dz     dz\ 

(43)  d*^  =/(*>•*  *'to,5F> 

qui  comprend  évidemment  comme  cas  particulier  l'équation  (40 
du  numéro  précédent. 

Nous  allons  montrer  que,  sous  certaines  conditions  de  conti- 
nuité qui  vont  être  énoncées,  elle  admet  toujours  une  solutions 
qui  se  réduit  à  une  fonction  donnée  /(x)  de  x  quand  on  donne 
à  v  la  valeur  constanie  y0  et  à  une  fonction  donnée  ®(y)  de  y 
quand  x  prend  la  valeur  constante  x0. 


(')  Si  l'on  augmente  les  constantes  M  et  N  en  les  amenant  à  vérifier  la  rela- 
tion 

M  =  N>i, 

,,                  .                  .•,.,,.              H             H  H 

si    Ion    remplace    ensuite     les    deux     fonctions     >    par 


x      i  —  y  (i  —  x)* 

H 
; —  >   ou  peut  obtenir,  pour  la  fonction  auxiliaire,  la  forme  très  simple 

(i-r)M 

HX,-*-r)n*-*)-^-r)--gF[p,  p, ,,  (i_^_r)} 

où  a  et  p  désignent  deux  constantes  réelles,  fonctions  de  M  et  de  P. 
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Il  faut  évidemment  supposer  que  l'on  a 

/(.r0)  =  ©(jKo), 

car  l'un  el  l'aulre  membre  de  cette  équation  représentent  la  valeur 
que  doit  prendre  z  pour  x  =  x0,  y=y0.  A  cette  condition 
nécessaire  nous  ajouterons  les  suivantes  : 

Les  fonctions  f(x),  ®  (y)  auront  été  choisies  de  manière 
à  demeurer  finies  et  continues,  à  admettre  également  des  dérivées 
finies  et  continues  lorsque  les  variables  dont  elles  dépendent 
respectivement  s'écartent  peu,  l'une  x  de  x0,  l'autre  y  de  y0, 
de  telle  manière  que  l'on  ait,  par  exemple, 

(44)  \x—.xa\<cL,        \y  —  rol<a, 

a  étant  une  constante  positive. 

Gela  posé,  j'effectue  dans  l'équation  (43)  la  substitution 

z     |     z  +/O) +  ?(./)—  /(a?o),         x     ]     x  +  x0,        y     \    y  •+-  y0. 

Nous  obtiendrons  la  nouvelle  équation 

,.u  &z  (  dz     àz\ 

(45)  dxby=F{^^Z'd^'dy) 

et  nous  serons  ramenés  à  chercher  la  solution  z  de  cette  équation 
qui  se  réduit  à  zéi-o  quand  on  y  annule,  soit  x,  soit  y. 

Nous  suppo>erons  que  la  fonction  F  satisfasse  à  la  condition 
suivante. 

Elle  est  finie  et  continue  pour  des  valeurs  voisines  de  zéro  des 
cinq  variables  dont  elle  dépend,  el  elle  est  inférieure  à  un  certain 
maximum  M  lorsque  chacune  des  cinq  variables  dont  elle  dépend 
a  sa  valeur   absolue  inférieure,   par  exemple,   à  la   constante  en'. 

C'est  dire  que  la  fonction  f  de  l'équation  (43)  jouit  des  mêmes 

.  ,    ,      ,  dz      dz  rn 

propriétés    lorsque   x,   y,    z,   —  >   —  sont   suffisamment   voisines 

de  #o,  y0,  /<»  +  ?(»  —  f(x0),  /'(x),  /'(y)  respectivement. 
Gomme,  d'après  les  inégalités  (44)>  les  nouvelles  valeurs  de  x 
doivent  être  inférieures  en  valeur  absolue  à  a,  on  voit  qu'en  pre- 
nant les  cinq  variables  inférieures  à  la  plus  petite  fi  des  quan- 
tités a,  a',  on  aura  constitué  un  domaine  D  dans  lequel  la  fonc- 
tion F  sera  finie,  continue  et  inférieure  à  un  certain  maximum  M. 
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Cela  posé,  appliquons  la  méthode  d'approximation  de  la  manière 
suivante. 

Dans  le  second  membre  de  l'équation  (Ad)  annulons  z.  -^->  -r- 

i  \-r    /  1  dx     dy 

et  calculons  la  première  approximation  par  les  formules 
~i  =   /        f      F(x,  y,  o,  o,  o)dx  dy, 

y  0       "'o 

dz        r y 

(  ix  =  /    F^'^''  0>  °'  °)dy- 

-  =   I      F(x,  y,  o,  o,  o)  dx, 
puis  convenons  que  nous  passerons  de  zn_\  à  ztl  par  les  formules 

/     F"~l dy'        ~âV  =  I     F"-'  dx> 
o  y     J§ 

zn  =    /     dx  !      F„_i  dy, 


^7 


d-5/i 
dx 


(47) 


où  l'on  a  posé 
(47)' 


F„-i=  F(a7,j,  sre^l5 


ÔZn-i     dz,, 


dx  dy 


Nous  allons  montrer  qu'en  restreignant,  si  c'est  nécessaire,  le 
domaine  D,  on  peut  constituer  un  domaine  D'  dans  lequel  se 
maintiendront  toutes  les  fonctions  zn  et  leurs  dérivées. 

Supposons,  en  effet,  que  le  théorème  ait  été  démontré  jusqu'à 
l'approximation  d'ordre  n  —  i .  On  aura  alors 

I  F„_,  |  <  M 
et  les  équations  (47)  nous  donneront  alors 


àzn 


dx 


<M|ri, 


^lj<M|a;|,     \zn\<W\x\\y\ 


Si  donc  on  ajoute  aux  conditions  déjà  indiquées 

(48)  |*I<P,       l/KP, 

les  suivantes 

e-49)  MM<>,        WJjrKP,        M\x\\y\<[i, 
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on  voit  que  la  fonction  z„  et  ses  dérivées  seront,  elles  aussi,  infé- 
rieures à  (3. 

Les  inégalités   (4$),   (49)   ne   sont   pas  incompatibles  et  nous 
conduisent  à  de  nouvelles  inégalités 


(5o) 


\y 


où  y  est  une  constante  positive,  égale  ou  inférieure  à  (3.  On  peut 
donc  affirmer  que   si  les  ciuq  variables  x,  y,   sn_j,    "l'"1 


ày 


satisfont  aux  inégalités 


l*l<Y, 


jKt, 


'/l-l  I  <  p, 


dzn_ i 


< 


dz„-, 


dy 


il  en  sera  encore  de  même  lorsqu'on  passera  de  zn_\  à  zn. 

Or,  la  condition  est  évidemment  remplie  pour  notre  première 
approximation,  qui  peut  être  considérée  comme  correspondant 
à  la  valeur  o  de  z.  Donc  elle  le  sera  également  pour  la  suite 
indéfinie  des  approximations. 

Je  supposerai  maintenant  que  la  fonction  F  satisfasse  à  une 
autre  condition  que  l'on  appelle  la  condition  de  Lipschitz. 
Considérons    seulement    trois    des    variables   dont   elle    dépend, 

dz      dz 
'  dx     ày 

Nous  admettrons  que,  si  l'on  donne  à  ces  variables  des  accrois- 
sements dans  lesquels  elles  demeurent  inférieures  à  (3,  l'accroisse- 
ment Ay  de  la  fonction  satisfera  à  l'inégalité 


(5.) 


|  AF  |<  K    |  A* 


dx 


ày 


K  étant  une  constante,  nécessairement  positive.  Il  est  clair  que 
cette  condition  est  toujours  remplie  lorsque  F  est  une  fonction 
algébrique  et  entière  de  z  et  de  ses  dérivées  et,  en  particulier, 
lorsque  l'équation  est  linéaire. 
Posons 


(52)    Zn+1  —Za=  A„, 


dzn+i        dzn 


dx 


dx 


=  a;„ 


dy 


dy 


a:' 


Si  l'on  retranche  les  équations  (47)  des  équations  semblables 
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où  l'on  aura  changé  n  en  «+i,  on  aura 

A„  =  f    dx  f   A  F„  rfjK,         A'„  =   f    A  F„  dy,         à!'n  =  f    A  F„  rfa?, 
ou,  en  lenant  compte  de  l'inégalité  (5i), 

|  Are  |<  K  f   dx  f'  i|  A„_,  |  -f- 1  A'w_,  |  +  |  a;_!  I  |  rf^, 

<--  0  «-  0 

I a;; |< k  T  ;  | a„_, |  + 1 \'n_, (  + 1 a;_, |  j  dy, 
I  a;  |<  k  f   1 1  a„_j  |  + 1  a„_!  !  +  |  a;_j  j  j  «te. 

•  0 

Désignons  par  Ua,  U^,  U^  les  valeurs  les  plus  grandes  que 
puissent  prendre  dans  le  domaine  D!  les  valeurs  absolues  des 
accroissements  |Art|,  |  A^  |,  |AJJ.  Les  inégalités  précédentes  nous 
donneront  évidemment  les  suivantes  : 

U„<KS„_I|^|  \y\,         U^KS^Iyl,        U'i<  KSn_t  \x  |, 

où  l'on  a  posé 

S/=U,-HUi-HU?. 

Si  l'on  ajoute  les  trois  inégalités  précédentes,  il  viendra  donc 

Sn<KS„_1  j  \x\  \y  |  -+-  [ayj-t-  \y\  J. 

On  pourra,  si  cela  est  nécessaire,  restreindre  le  domaine  dans 
lequel  varient  a?  et  y  en  le  remplaçant  par  un  autre  D"  dans  lequel 
on  ajoutera  aux  inégalités  précédentes  la  suivante  : 

K\\x\\y\  +  \x\  +  \y\\<h, 

h  étant  plus  petit  que  i . 

Lorsque  x  et  y  resteront  à  l'intérieur  de  ce  nouveau  domaine  D;/, 
les  quantités  Sn  décroîtront  donc  plus  rapidement  que  les  termes 
d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  serait  h;  il  en  sera 
évidemment  de  même  de  chacune  de  leurs  parties,  et,  en  parti- 
culier, de  U«,  U'a,  U"n. 

D'après  cela,  considérons  la  série 

Zi~\-  Ai  -t-  A2-I- . . .  -+-  àn  -t- ...  ; 
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elle  sera  nécessairement  convergente  puisque  |  AH  |  est  inférieur 
à  U«,  qni  lui-même  est  plus  petit  que  le  terme  de  même  rang 
d'une  progression  géométrique  décroissante. 

Comme  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  précédente 
est  z„,  on  voit  que  :-n  tendra  nécessairement  vers  une  limite  que 

j'appellerai  z. 

T  a  •  àzn     dz,,  -, 

Le  même  raisonnement  montrera  que  — — ,  -—  tendent  respec- 

1         ax      dy  L 

tivement  vers  des  limites  que  j'appellerai  p  et  q. 

En  vertu  de  la  continuité,  on  peut  substituer  ces  limites  dans 
les  équations  (47)>  ce  q11*  donnera 

z  =  f    dx  f    F  dy.         p=   f    Fdy,         ?=[    F  dx, 

F  avant  pour  valeur 

fO;  y,  3,  p?  q)- 

Rapprochées  les  unes  des  autres,  ces  équations  montrent  que  p 
et  q  sont  les  dérivées  de  g  et  que  l'on  a,  par  conséquent, 


=X  ^X'^-^'ë'l)^ 


z  est  donc  une  solution  de  l'équation  proposée,  qui  se  réduit  à 
zéro  quand  on  y  annule  l'une  ou  l'autre  des  variables  indépen- 
dantes. 

Cette  solution  satisfait  donc  à  toutes  les  conditions  indiquées. 
L'application  de  la  méthode  de  Riemann  montre  immédiatement 
qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre.  Mais  on  peut  établir  ce  point  directe- 
ment de  la  manière  suivante. 

Soit  z0j  si  elle  existe,  une  autre  solution  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles,  satisfaisant  à  toutes  les  conditions  indiquées. 
Si  l'on  pose 

tt       t?  /  dz°    dz<>\ 

on  aura 

*o  =  f  dx  f  F0  dy,  *£  =  f°  F0  dy,  ^  =  f*  F0  dx. 
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On  aura  de  même,  pour  la  solution  trouvée, 

On  déduit  de  là 

z-z0  =  f    dx  f    (F-F0)dy, 


i-v=r<F-F»>^- 


Désignons   par   A0,    A[,,    A^    les    limites    supérieures    dans    le 
domaine  D"  des  différences 

dz        dz0  dz         dz0  < 

c'a?        cte  dj'        d/ J 

les  formules  (53)  jointes  à  l'inégalité  (5i)  nous  donneront 
Ao<K(A0+A{,+AS)|af|  | JK  I, 

a;<K(a0+a;  +  a';)|jk|, 

A';<K(A0+A;+A^)|a?| 
ou,  en  ajoutant 

(AoH-A'oH-A'^li-KI^I  \y\-K\cc\-K\y\\<o, 

inégalité  évidemment  impossible  puisque  dans  le  domaine  D"  le 
second  facteur  est  positif.  On  doit  donc  avoir 

a0+ a;  +  a;  =  o, 

c'est-à-dire 

Ao  =  A'0  =  A';  =  o. 

Il  est  donc  contradictoire  de  supposer  z  différent  de  z'0  (1). 


(*)  On  pourra  consulter  sur  ce  sujet  et  sur  la  méthode  des  approximations 
successives  la  Note  si  intéressante  que  M.  Picard  nous  a  donnée  pour  la 
quatrième  Partie  de  cet  Ouvrage  et  qui  est  insérée  à  la  page  353  de  cette 
quatrième  Partie.  On  pourra  lire  également  le  Chapitre  I  du  Livre  III  de  nos 
Leçons  sur  les  Systèmes  orthogonaux  et  les  Coordonnées  curvilignes,  26  édi- 
tion. 
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Les  deux  méthodes  que  nous  venons  d'employer  nous  conduisent 
à  quelques  propriétés  des  courbes  caractéristiques,  généralisant 
celles  que  nous  avons  données  au  n°  363.  Imaginons  que  l'on 
prenne  deux  droites  rectangulaires  X'AX,  Y'AY  se  coupant  en  A 
et  que  l'on  donne  les  valeurs  de  z  pour  tons  les  points  de  ces 
deux  droites.  Le  plan  est  ainsi  partagé  en  quatre  angles  XAY, 
X'AY,  XAY',  X  AY'.  Il  résulte  de  la  méthode  de  Riemann, 
comme  de  la  méthode  des  approximations  successives,  que  la 
valeur  de  toute  solution  z  pour  un  point  à  l'intérieur  de  l'un  de 
ces  angles  ne  dépend  que  des  valeurs  qu'elle  prend  sur  les  demi- 
droites  qui  sont  les  côtés  de  ces  angles.  Il  y  aura  donc,  par 
exemple,  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  qui  auront  la  même  valeur  à  l'intérieur  et  sur  les  côtés 
de  l'un  de  ces  angles,  et  différeront  à  l'extérieur  de  cet  angle; 
il  y  en  aura  qui  auront  la  même  valeur  sur  une  des  droites  et  d'un 
côté  de  cette  droite,  tout  en  étant  différentes  pour  les  points  situés 
de  l'autre  côté.  Ce  résultat,  qui  mérite  d'être  signalé,  tient,  comme 
ceux  du  n°  363,  à  ce  que  les  droites  choisies  sont  des  caracté- 
ristiques de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

366.  Les  relations  que  nous  avons  établies  entre  une  équation 
linéaire  et  son  adjointe  ont  un  caractère  très  général;  il  en  est 
d'autres  que  nous  allons  signaler  et  qui  se  rapportent  au  cas  où 
l'une  des  deux  équations  peut  être  intégrée  par  la  méthode  de 
Laplace.  Considérons,  en  même  temps  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles 


à*-z  dz         7  dz 

-t-  et  - V-  o hCS  =  0, 


son  adjointe 


dx  dy  dx  dy 


à*z  dzi       ,-dz        I         àa        db\ 

aTZ-b-r.  +  {c  —  -JZ  —  -ï7.)z  =  0i 


dx  dy  dx  dy        \  dx        dy  j 

et  proposons-nous  d'abord  de  calculer  les  valeurs  des  invariants  h 
et  k  de  cette  équation.  Si  l'on  désigne  ces  valeurs  par  h!  et  k',  on 
trouve 

(54)  h'=k,         k'=h. 

Ainsi,  les  invariants   de  t  équation  adjointe  sont  égaux  à 
ceux  de  l 'équation  proposée ,  mais  pris  dans  un  ordre  différent. 
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Il  suit  de  là  que,  si  l'on  a  h  =  k,  on  pourra  passer  de  l'équation 
à  son  adjointe  par  la  substitution  de  Xz  à  s,  À  étant  une  fonction 
déterminée.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément;  car,  si  l'on  ramène 
l'équation  linéaire  à  sa  forme  réduite,  qui  est,  dans  ce  cas 
(n°  334), 

hz, 


dx  dy 


on  reconnaît  immédiatement  que  l'équation  est  alors  identique  à 
son  adjoinle. 

On  peut  déduire  une  autre  conséquence  des  relations  entre 
les  invariants  de  l'équation  et  ceux  de  son  équation  adjointe. 
Désignons  par  (E)  l'équation,  par  (E')  son  adjointe,  et  appliquons 
à  l'une  et  à  l'autre  la  méthode  de  Laplace.  Nous  obtiendrons  deux 
suites  d'équations 

....,     (E_2),     (E_0,     (E;,     (EO,     (E,),     .... 
...,     (EL2),     (EL,),     (E'),     (El),     (E's),     .... 

Or,  nous  avons  vu  au  n°  336  que,  si  l'on  désigne  par  h_{  et  h 
les  invariants  k  et  h  de  l'équation  (E),  ceux  de  l'équation  (E,-) 
seront  /i/_(  et  h(,  les  quantités  ht  se  déterminant  au  moyen  des 
deux  premières,  h  et  /z_i,  par  la  relation  de  récurrence 

à2  1 0  £T  7?  j 

ht-i  —  zhi-+-  hi-i  = — ^ 

ox  ôy 

La  symétrie  de  cette  formule  nous  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que,    si  l'on    passe  de   (E)   à   l'équation  adjointe  (E'), 
c'est-à-dire  si  l'on  échange  les  deux  premiers  invariants  h_{  et  h1 
au  lieu  d'obtenir  Ja  suite 

....     A_3,     A_2>     h-\i     h,     h\,       h%,        ••■-, 
on  aura 

...,     /i3,       A2,        ht,       h,     h-!,     /*_2,     .... 

Il  résulte  de  là  que  l'équation  (E;)  aura  ses  invariants  égaux,  à 
l'ordre  près,  à  ceux  de  l'équation  (E^).  Par  conséquent,  l'adjointe 
de  (E,)  sera  l'équation  (E^)  dans  laquelle  on  aura  changé  .g  en  "kz, 
A  désignant  une  fonction  convenablement  choisie  de  x  et  de  y  ; 
et,  si  l'on  néglige,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  les  change- 
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ments  qui  résultent  de  cette  substitution,  on  pourra  dire  que 
(E^)  est  l'adjointe  de  (Et-).  Cette  remarque  à  peu  près  évidente 
conduit  aux  conséquences  suivantes. 

Supposons  que  la  première  suite  se  termine  dans  un  sens,  dans 
celui  des  indices  positifs  par  exemple;  soit  (E<)  la  première 
équation  dont  l'invariant  h  est  nul;  il  est  clair  que,  parmi  les 
équations  d'indice  négatif  de  la  seconde  suite,  (E^-)  sera  la  pre- 
mière dont  l'invariant  k  sera  nul;  Ja  seconde  suite  se  terminera 
donc  à  (E^).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Quand  l'une  des  deux  suites  de  Laplace  relatives  à  une 
équation  et  à  son  adjointe  se  termine  dans  un  sens,  Vautre  se 
termine  en  sens  contraire,  et  après  un  même  nombre  d'opé- 
rations; si  donc  la  première  suite  se  termine  dans  les  deux  sens, 
il  en  sera  de  même  de  la  seconde,  et  il  y  aura  autant  d'équa- 
tions d'indice  positif  dans  l'une  des  suites  que  d'équations 
d'indice  négatif  clans  l'autre  (1). 

Nous  allons  nous  attacher  à  cette  dernière  hypothèse  et  montrer 
comment,  dans  ce  cas,  on  obtient  effectivement  l'intégrale  de 
l'équation  adjointe.  Toutefois,  pour  résoudre  cette  question  et 
d'autres  qui  la  suivront,  il  est  nécessaire  que  nous  donnions  des 
développement  étendus  sur  l'équation  adjointe  de  Lagrange  rela- 
tive à  une  équation  linéaire  d'ordre  quelconque,  mais  contenant 
une  seule  variable  indépendante.  Ce  sera  l'objet  du  Chapitre  sui- 
vant. Nous  terminerons  celui-ci  en  résumant  les  relations  que  nous 
avons  mises  en  évidence  entre  une  équation  et  son  adjointe. 

367.  Nous  présenterons  d'abord  quelques  remarques  sur  la  no- 
tion même  d'intégrale  générale.  Etant  donnée  une  équation  aux 
dérivées  partielles,  il  peut  arriver,  dans  quelques  cas  spéciaux, 
que  l'on  ait  des  méthodes  permettant  d'obtenir  une  formule  géné- 
rale qui  donne  toutes  les  solutions  de  l'équation.  C'est  ainsi  que, 


(J)  M.  R.  Liou ville,  qui  a  été  conduit  par  ses  recherches  personnelles  à  la 
considération  de  l'équation  adjointe,  a  établi  ce  théorème,  comme  nous  le  faisons 
ici,  par  l'emploi  de  nos  invariants  h  et  k.  (Voir  le  Mémoire  Sur  les  formes 
intégrables  des  équations  linéaires  du  second  ordre  inséré  au  56°  Cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  p.  6;  1887.) 
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si  l'on  a  à  intégrer  l'équation  élémentaire 

t)2  3 


dx  ày 


on  est  assuré  que   toutes  les  solutions  seront  fournies  par  la  for- 
mule 

z  =  ç(a7)H-f(jK)- 

Plus  généralement,  si  la  méthode  de  Laplace,  appliquée  à  ces 
équations  linéaires  que  nous  avons  étudiées  dans  les  Chapitres 
précédents,  permet  d'intégrer  l'une  des  équations  de  la  suite,  la 
formule  à  laquelle  on  est  conduit,  et  dont  nous  avons  indiqué  la 
forme,  représente  effectivement  la  solution  générale  de  l'équation 
considérée.  Mais  il  existe  d'autres  moyens,  plus  ou  moins  indirects, 
de  parvenir  à  des  formules  générales  qui  représentent  des  solutions 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles;  tel  est  celui  que  nous 
avons  employé,  par  exemple,  pour  oblenir  la  formule  de  Poisson 
généralisée  par  M.  Appell.  A  quel  caractère  pourra-t-on  recon- 
naître que  de  telles  formules  fournissent  l'intégrale  générale  de 
l'équation  considérée?  Ampère,  dans  le  célèbre  Mémoire  inséré 
aux  i-ye  et  18e  Cahiers  du  Journal  de  V  Ecole  Polytechnique  ('), 
a  adoplé  la  règle  suivante  : 

«  Pour  qu'une  intégrale  soit  générale,  il  faut  qu'il  n'en  résulte, 
entre  les  variables  que  l'on  considère  et  leurs  dérivées  à  l'infini, 
que  les  relations  exprimées  par  l'équation  donnée  et  par  les 
équations  qu'on  en  déduit  en  la  différentiant  (2).  » 

Cette  inléressante  définition  porte  la  marque  de  l'esprit  philo- 
sophique de  son  illustre  auteur;  on  pourrait  la  justifier  en  sap- 
puyant  sur  les  travaux  ultérieurs  de  Cauchy  ;  mais  il  vaut  mieux, 
nous  semble-t-il,  déduire  de  ces  travaux  une  définition  nouvelle 


(!)  Ampère,  Considérations  générales  sur  les  intégrales  des  équations  aux 
différentielles  partielles,  lu  à  l'Institut  le  11  janvier  [81 4  {Journal  de  l'École 
Polytechnique^  17e  Cahier,  p.  54g). 

Ampère,  Mémoires  contenant  l'application  de  la  théorie  exposée  dans  le 
17e  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  à  l'intégration  des  équations 
aux  différentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  180  Cahier,  p.  1;  i82o). 

(2)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  17°  Cahier,  p.  55o. 
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de  l'intégrale  générale.  Si  nous  supposons,  par  exemple,  que 
l'équalion  aux  dérivées  partielles  soit  du  second  ordre  et  à  deux 
variables  indépendantes,  Cauchy  a  montré  que,  sous  cerlaines 
conditions  de  continuité  qu'il  est  inutile  de  rappeler  ici,  il  existe 
une  intégrale  de  l'équation,  déterminée  par  la  condition  de  prendre 
des  valeurs  données  à  l'avance,  ainsi  que  l'une  de  ses  dérivées 
premières,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y  liées  par  une 
relation  donnée  ou,  si  l'on  veut,  représentées  géométriquement  par 
tous  les  points  dune  courbe  analytique  plane.  Cette  importante 
proposition,  que  nous  avons  déjà  rappelée  [I,  n°  215],  conduit  par 
une  voie  naturelle  à  une  définition  nouvelle  et  rationnelle  de  l'in- 
tégrale générale  :  pour  qu'une  formule  obtenue  par  une  voie  quel- 
conque représente  l'intégrale  générale,  il  suffira  évidemment  que 
l'on  puisse  disposer  des  arbitraires  qui  y  figurent,  fonctions  ou 
constantes  en  nombre  illimité,  de  manière  à  retrouver  les  solutions 
dont  les  théorèmes  de  Cauchy  nous  démontrent  l'existence,  c'est- 
à-dire  de  manière  à  attribuer  à  la  fonction  inconnue  et  à  l'une  de 
ses  dérivées  premières  des  valeurs  se  succédant  suivant  une  loi 
quelconque,  donnée  à  l'avance,  pour  tous  les  points  d'une  courbe. 
Il  pourra  arriver,  sans  doute,  que  la  formule  obtenue  laisse 
échapper  certaines  solutions  exceptionnelles:  cette  circonstance 
se  présente  déjà  pour  les  équations  différentielles  à  une  seule 
variable  indépendante  qui  peuvent  avoir  des  solutions  singulières 
dans  certains  cas  exceptionnels.  Il  pourra  arriver  aussi  que  la 
solution  obtenue  ne  convienne  que  pour  les  valeurs  de  x  et  dey 
représentées  géométriquement  dans  une  région  déterminée  du 
plan  ;  plusieurs  formules  pourront  être  nécessaires  pour  repré- 
senter l'ensemble  des  intégrales.  Le  critérium  qui  se  déduit  immé- 
diatement des  résultats  de  Cauchy  est  précisément  le  moyen  le 
plus  sûr  que  nous  ayons  de  reconnaître,  dans  les  cas  difficiles,  le 
degré  de  généralité  que  présente  une  intégrale  donnée  a  priori. 
Appliquons  ces  remarques  aux  relations  que  nous  avons  établies 
entre  une  équation  linéaire  et  son  adjointe.  Toutes  les  fuis  que 
l'une  des  deux  équations  s'intégrera  directement,  c'est-à-dire  par 
l'application  de  la  méthode  de  Laplace,  il  en  sera  de  même  de 
l'autre.  D'ailleurs,  lorsqu'on  aura  obtenu  par  un  procédé  quel- 
conque l'intégrale  générale  de  l'une  des  équations,   on  pourra  dé- 
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terminer  la  fonction  u  de  Riemann  et,  par  suite,  intégrer  aussi 
l'autre  équation.  Nous  pouvons  donc,  en  tenant  compte  des  re- 
marques précédentes,  énoncer  d'une  manière  générale  la  propo- 
sition suivante  : 

Etant  données  une  équation  Linéaire  et  son  adjointe,  V inté- 
gration par  un  procédé  quelconque  de  Vune  des  deux  équations 
entraîne  comme  conséquence  celle  de  Vautre  équation. 
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CHAPITRE  V. 

l'ÉQUATIOK     ADJOINTE     DE     LAGRANGE     ET     LES     ÉQUATIONS     LINÉAIRES 

d'ordre  impair  équivalentes  a  leur  adjointe. 

Définition  de  l'équation  adjointe  à  une  équation  linéaire  donnée,  à  une  seule  va- 
riable indépendante.  —  Relation  de  réciprocité  entre  les  deux  équations;  cha- 
cune d'elles  est  l'adjointe  de  l'autre.  —  Relations  entre  deux  systèmes  fondamen- 
taux d'intégrales  se  rapportant  respectivementauxdeux  équations  —  Intégration 
d'une  équation  linéaire  avec  second  membre  par  l'application  des  propositions 
établies.  —  Forme  remarquable  que  l'on  peut  donner  aux  premiers  membres 
de  deux  équations  linéaires  adjointes  Tune  à  l'autre.  —  Équations  linéaires 
d'ordre  impair  équivalentes  à  leur  adjointe.  —  Propriété  caractéristique;  le 
premier  membre  devient  une  dérivée  exacte  après  sa  multiplication  par  la 
fonction  inconnue.  —  Étude  de  l'intégrale  du  second  degré.  —  Relations  qua- 
dratiques entre  les  intégrales  particulières  et  leurs  dérivées  de  même  ordre.  — 
Expression  sans  aucun  signe  de  quadrature  du  système  le  plus  général  de  solu- 
tions particulières  d'une  équation  linéaire  d'ordre  impair  équivalente  à  son 
adjointe.  —  Formation  de  toutes  les  équations  d'ordre  impair  équivalentes  à 
leur  adjointe. 

368.   Etant  donnée  l'équation  linéaire  du  nième  ordre 

(i)  f(u)  =  \u-h'k1  u' -r-X8 tt"-K  .  .H-  \nu,W  =  o, 

où  X,  Xt,  À2,  .  .  .,  \n  désignent  des  fonctions  quelconques  d'une 
variable  indépendante  x,  proposons-nous  de  déterminer  loutes  les 
fonctions  v  de  x,  telles  que  le  produit 

devienne  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  linéaire  de  u  et  de  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  n — ■  i.  Une  suite  d'intégrations  par  parties 
conduit  à  la  formule 

/  v  f(  u  )  dx 

=  fuh  ,_^  +  ï^--...+(_0,£^"U 

J       ]_  dx  dx*  '         dx11      J 

!  I",  d(ï,v)  ,       .      ,d"-H\nv)~] 

(*>{    +nx^-^J+---h(-i)"-1  dx>^  J 

-h 

+  M(«-i)[Xrep]. 
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Si  donc    on  définit  les  fondions  nouvelles    tj.,  ^,,  ...,  pn  et  le 
polynôme  g(v)  parla  relation 


t  ff(v)=  pv-h  fii p'4-: 

.  .-+-  fJlreP<"> 

(3)                     _?[_       rf(XiP) 
f                                  «te 

dx2 

••+(- 

il  faudra  que  l'on  ait 

(4) 

g{v)  =  o; 

car  il  n'existe,  évidemment,  aucune  fonction  de  u  et  de  ses  dé- 
rivées dont  la  dérivée  puisse  se  réduire  à  u  g(v),  lorsque  g{v)  est 
différent  de  zéro.  L'équation  (4)  a  été  considérée  pour  la  première 
fois  par  Lagrange  (1)  :  on  l'appelle  aujourd'hui  V adjointe  de  la 
proposée;  nous  dirons  aussi  que  g(v)  est  le  polynôme  adjoint 
à  /(u).  On  voit  que  toute  solution  particulière  de  l'équation 
adjointe  fournit  une  intégrale  première  de  l'équation  proposée 
sous  la  forme 

(  5  XV(U,  v)  =  const., 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

1\  d(liV)  ,       .      ,  dn-Ulnv)~] 

^„-rx„-^)+.,.H-(-,).-^7(Xf>l 

L  dx  y  dx'1-1 


(6) 


i(«-d 


[X„f]. 


Si  l'on  adopte  les  notations  précédentes,  l'équation  (2)  s'écrit 
comme  il  suit  : 

(7)  yW(»)  -  »  £■(*)]  ^  =  T(m,  p); 

et,   par  suite,   le  binôme  vf(u)  —  ug{v)  est  une  dérivée  exacte 
pour  toutes  les  formes  possibles  données  aux  fonctions  u  et  v  (2). 

(J)  Lagrange,  Solution  de  différents  problèmes  de  Calcul  intégral  (Miscel- 
lanèa  Taurinensia,  t.  3,  1762-1765.  Œuvres  complètes,  t.  I;  p.  471)- 

(2)  La  forme  bilinéaire  W  (  u,  v)  se  présente  au  début  des  belles  recherches  de 
G.  Halphen  sur  les  équations  linéaires.  Voir  en  particulier  le  Mémoire  sur  un 
problème  concernant  les  équations  différentielles  linéaires  (  Journal  de 
M.  Jordan,  t.  1,  p.  11;  i885).  Otto  Hesse  l'a  aussi  considérée  dans  un  Mémoire 
que  nous  citerons  plus  loin. 

D.  —  IL  8 
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369.  Réciproquement,  étant  donnée  la  fonction  linéaire  f(u) 
de  u  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n,  si  l'on  se  propose  de 
déterminer  une  fonction  semblable  es  (m)  par  la  condition  que 

V  f(u)  —  U  CD  (  V  ) 

soit  une  dérivée  exacte  pour  toutes  les  formes  possibles  de  u  et 
de  v,  on  devra  avoir  nécessairement 

cp(e)  =  g(v). 
Ecrivons,  en  effet,  l'équation 

[v  f(u)  —  mo(c)]  dx  =  x¥0(u,  v  ), 


/' 


qui  exprime  la  propriété  par  laquelle  on  veut  déterminer    <p(w) 
si  On  la  retranche  de  l'équation  (7),  on  aura 


/' 


■  [<?(<>)- g(v)]dx  =  W(u,v)-W0(u,v), 


et,  comme  il  n'existe  aucune  fonction  de  u  et  de  ses  dérivées  dont 
la  dérivée   contienne  a   seulement,  il  faudra   nécessairement  que 

l'on  ait 

¥0)  =  g(v). 

Si  l'on  applique  la  proposition  précédente  à  l'équation  (7),  en 
remarquant  quey*(w)  et  g  (u)  y  entrent  de  la  même  manière,  on 
conclura  que  Ja  relation  entre  ces  deux  polynômes  est  réciproque, 
c'est-à-dire  que  chacun  d'eux  est  l'adjoint  de  Vautre. 

Par  conséquent,  on  pourra  écrire  la  relation 


(8)       \  d(niu)        d*({x2u)  d'l(u.riu) 


■)  ,       N    d< 

—  -1-  ( —  y\n 

dx'1 


tout  à  fait  analogue  à  l'équation  (3).  Chacune  des  identités  (3)  et 
(8)  peut  être  considérée  comme  une  conséquence  de  l'autre;  nous 
avons  déjà  fait  usage  de  cette  remarque  au  Chapitre  II,  n°  340. 

370.  Lagrange  a  déjà  montré  comment  la  résolution  complète  ou 
partielle  de  l'équation  adjointe  permet  de  simplifier  la  résolution  de 
l'équation  proposée.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  sujet;  mais, 
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en  vue  des  applications  qui  vont  suivre,  nous  étudierons  d'une 
manière  approfondie  les  relations  entre  toutes  les  solutions  de 
l'équation  proposée  (i)  et  celles  de  l'équation  adjointe  (4). 

Considérons  un  système  fondamental  d'intégrales  particulières 

«1,       «27       •  •  •  j       un 

de  l'équation  proposée,  c'est-à-dire  un  système  pour  lequel  le  dé- 
terminant 


(9) 


A  = 


M2        ll">       U, 


«V 


ne  soit  pas  nul.  On  formera  sans  difficulté  une  fonction  linéaire 
§i(u)  de  il  et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n —  i,  s'annulant 
lorsqu'on  y  remplace  u  par  une  solution  particulière  autre  que  ut 
et  devenant  égale  à  i  quand  on  y  remplace  u  par  ui  :  cette 
fonction  a  pour  expression 

A  Idiii  dut  du{/1   l)  J 

A  étant  le  déterminant  déjà  défini.  L'équation 

6;(i<)  =  const. 

est  une  des  intégrales  premières  de  l'équation  proposée  ;  son  pre- 
mier membre  se  réduit,  en  eflfet,  à  la  constante    C;  quand   on  y 

remplace  u  par 

C4 ul-\-  C2 «2  -+-...-+-  Gn  un. 
L'équation 

dQt(u)  _ 
dx 

est  donc  équivalente  à  la  proposée,  et  la  comparaison  des  coeffi- 
cients de  la  plus  haute  dérivée  u(-n)  dans  les  deux  équations  nous 
conduit  à  l'identité 

diïi(u) 


ç>i  ayant  pour  valeur 

(12) 


dx 


=  vtAu)\ 


i     dloiiA 


X*  àu't 
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Le  produit  Vif(u)  étant  une  dérivée  exacte,  (7  est  une  solution 
particulière  de  l'équation  adjointe.  En  donnant  à  l'indice  i  toutes 
les  valeurs,  on  formera  ainsi  un  système 


de  n  solutions  de  l'équation  adjointe,  que  l'on  reconnaîtra  aisé- 
ment être  linéairement  indépendantes;  ce  point  résultera  d'ailleurs 
de  la  suite  des  raisonnements.  Nous  dirons  que  les  solutions  vi 
sont  les  adjointes  des  solutions  w/,  et  nous  allons  étudier  les  re- 
lations entre  ces  deux  groupes  de  solutions. 

Si  l'on  se  reporte  d'abord  à  l'équation  (11),  en  la  comparant  à 
la  formule  (7),  on  reconnaît  que  l'on  a 

et  il  suit  de  la  définition  des  fonctions  Q/(m)  que  l'on  a 
(i3)  W(m,  e/)  =  i,         W(m,v/c)=o. 

Ces  relations  très  importantes  contiennent  les  coefficients  de 
l'équation  proposée  ;  les  suivantes  ont  lieu  seulement  entre  les 
intégrales  «,-,  V(. 

L'expression  (1  2)  des  fonctions  V(  et  les  propriétés  élémentaires 
des  déterminants  montrent  que  l'on  aura 

i     ViUj,  -+-V2U.2  +.'..-\-Vn.Un  =0, 

l   Ci«i  4-  t>2  «2  -H  ...  H-  V n  u'n         =  O, 


04)  ' 

j    ViU\l     2)-f-  1>2MS 
[    P1M(1"_1)+  V*ui 


In 


De  ces  relations  on  déduira  les  suivantes,  par  des  différentia- 
tions  répétées  : 


'  ■   '   -u  vf  ufl  -4- ...  -4-  v$  a<*>  =  o  (  i  -+-£<»  —  1)  ; 


Ces  formules  permettent  évidemment  de  déterminer  les    solu- 
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tions  m  en  fonction  des  solutions  <v  ;  et,  si  l'on  pose 


06) 


A,  = 


v. 


>("-!)       o(«-l) 


on  obtiendra  les  expressions  suivantes  : 

(17) 


_  (—  i)"-1  d\og\l 

Ui~    \„    ^r17' 


toutes  pareilles  à  celles  qui  déterminent  les  vt  au  moyen  des  U(. 
On  a  d'ailleurs 


,8) 


AAj 


<iï 


Nous  signalerons  encore  les  relations  suirantes. 
Considérons  les  deux  systèmes  de  n2  éléments 


u<'l-2>: 


Les  mineurs  formés  avec  les  p  premières  lignes  et  p  colonnes 
quelconques  du  premier  déterminant  sont  proportionnels  aux 
coefficients  des  mineurs  correspondants  dans  le  second  détermi- 
nant. Pour  établir  cette  proposition,  considérons,  par  exemple,  le 
mineur  principal  du  premier  déterminant,  que  nous  écrirons 
comme  il  suit  : 


p-t-i 


p  pp+i 


I  o 

O  I 


II 
o 
o 


Si  on  le  multiplie  ligne  à  ligne  par  le  déterminant  A,  on  trouve, 
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après  quelques  réductions  faciles,  la  relation 


(•9) 


'•l 

«'2 

•  VP 

uP+i 

Up+z 

"i 

.•; 

■  »'p 

( —  i)pU-p) 
X^A 

uP+i 

Up+2 

,,<p-l> 

„</>-!  > 

r,(P-D 

j.di-p-x) 

jAn-p-1) 

'  1 

V .-) 

•    VP 

uP+i 

"p+2 

qui  comprend  comme  cas  particulier  les  formules  (12  )   et  (17). 
On  aura  de  même 


(20) 


«1 


U9 


uT 


,(p-i) 
lp 


=  X"-p  A 


Vp+\ 

^/H-2 

-  •    t'/l 

v'p+i 

^+2 

•  V'n 

vl'l-p- 

1) 

„(»-P- 

v/>+2 

-1) 

.Àii-p-1 

371.  L'emploi  des  propositions  précédentes  conduit  rapidement 
à  l'intégrale  générale  de  l'équation  avec  second  membre 

ZO)  =  R, 

où  R  désigne   une  fonction  quelconque  de  la  variable   indépen- 
dante. 

Si  l'on  multiplie,  en  effet,  les  deux  membres  de  l'équation  pré- 
cédente par  Vit  on  aura,  en  intégrant, 


c'est-à-dire 
(21) 


/  i>if(u)dx=   I  Ri>tdx, 


Il  suffit  d'attribuer  à  i  toutes  les  valeurs  1 ,  2,,  .  .  .  ,  n  et  de  ré- 
soudre les  équations  obtenues,  qui  sont  du  premier  degré  par 
rapport  à  la  fonction  inconnue  u  et  à  ses  dérivées  u\  u",  .  .  . , 
^(«-0.  La  résolution  se  fait  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Posons 


(22) 


Al  K(/°  -I-  h2  W2*5  -+"  •  ■  •  +  fyn  < 


Ak) 
'n   5 


/il5  A2,  ,  . .  ,  hn  désignant  des  inconnues  nouvelles  que  l'on  sub- 
stituera à  u  et  à  ses  dérivées.  La  substitution  des  valeurs  de  w, 
a',  .  .  .  ,  données  par  la  formule  précédente  dans  l'équation  (21), 
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nous  donnera 

hi  W(  uu  (7)  -h  h,  W  (  k2,  »i)  +  ....+  fc«  W(«„,  c,-)  =  Au,  «te. 

Si  l'on  tienl  compte  des  relations  (i3),  il  reste 

ht ■  =   /  R  (•/  rf.r. 

Par  suite,  la  solution  cherchée  et  ses  n  —  i  premières  dérivées 
sont  déterminées  parles  formules 


( 23 )  u  =2  »'  /*R ('<  dx^  u{k)  =  2  ***'  fR Vi 


dx. 


Le  résultat  se  présente  sous  la  forme  même  que  l'on  doit  ob- 
tenir lorsqu'on  applique  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires,  telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Lagrange. 

372.  Pour  compléter  cette  étude  des  relations  entre  une  équa- 
tion linéaire  et  son  adjointe,  nous  indiquerons  une  forme  remar- 
quable que  l'on  peut  donner  aux  deux  fonctions  f(u)  et  g(v). 

Il  suit  de  la  théorie  même  de  l'équation  adjointe  que  l'on  peut 
mettre  f(u),  et  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 

1      dfx  (  u  ) 
!*„■+,        dx 

En  appliquant  la  même  transformation  à  f\{u)  et  à  toutes  les 
fonctions  qu'on  introduira  successivement,  on  obtiendra  pour  f 
une  expression  telle  que  la  suivante  : 

.    ,.                             -.    .            \        d     \      d           \     d    u 
U4)  J(u)= s t  •  ■ — -j ' 

a/J+1  dx  a;j  dx         a2  dx  at 

chaque   diflérentiation   portant  sur  tout  ce  qui   suit.   Multiplions 
par  v  et  posons 

1  d       t       d  1     d     u 


fi(u) 


(25) 


are_;+i   dx  a-n-i  dx         a2  dx  0.^ 


fn(u)  =  —; 
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soit  de  même 


«0)= > 

an+l 

(—  r)"-<    cl       i       cl  \     cl       v 


(26)  ,^.(r)  = 


(—  i)"      d       \       d  \      d       v 


D'après  ces  définitions  des  fonction  s  fi(u),  ^'a(i'),  on  aura 
ffu)  =  _J_  *A<iO,       /.(„)  =  _JL_  rf%Ll!0, 

^  a„+1       dx  *"v  rJ-,i-i+\         dx 

^(    }  -       at        rfar       '  &'()~_^~ dx 

Une  suite  d'intégrations  par  parties  nous  donnera  les  formules 

/  vf(u)dx=  !  gn(v)dfi(u) 

=  gn{  <')/l  (  U)  —jfi(a)  dffH(ff), 

—  I  fi{u)dgn{\i)  =  I  gn-i(v)  df2(u) 

=  Sn-i(v)A(u)—  I  fa(u)  d g„-i(v ), 
i 

—  //»(")  dgt(v)  =  j  ug(v)dx. 

Si  l'on  ajoute  toutes  ces  équations,  on  obtiendra  l'identité 


/  !>/(»)  —  K$-(«0Jda? 


(27) 

I  =  gn(v)  fl(u)  +  gn-iif)  f2(u)  -h .  .  .-h  g^v)  fn(u), 

d'où  il  résulte  que  ^(p)   est  Je  polynôme  adjoint  à/(w)  et  que 
l'on  a 

(28)     ^(«,f)  =  ^re(p)/i(M)  +  ^„-1(p)/2(tt)4-...-f-^1(p)/w(«). 

Gela  posé,  les  différentes  solutions   particulières  de  l'équation 
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proposée  peuvent  être  représentées  parles  formules 
ii!  =  ai, 
Uo  =  aj    /  a2  dx, 

(29)  /  «3  =  at   /  a2  dx  I  asdx, 

un=  aj   /  a2  afo  /  ...    /  an  «fo?, 

chaque  signe  intégral  portant  sur  tout  ce  qui  suit.  De  même,  les 
solutions   de   l'équation  adjointe,  que  nous  désignerons  par  wt, 

<^2 ,  •  •  •  ?  <*'«,  seront 

wi  =  a„+1, 

w>2  =  a„+1   /  an  dx, 

(30)  /   hp>3  =  an+i    /  an  cfo;  /  a^-i  dx, 
3 

.  =  <x,l+1    I  aa  dx  I   ...    /  a2  dx. 

Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  que  toutes  les  intégrales 
soient  prises  entre  x0  et  x,  x0  étant  une  constante.  Si  l'on  se  re- 
porte à  la  définition  des  fonctions  f\,f>i.,  •  .  .  ,  /«,  on  reconnaît 
que  l'intégrale  particulière  ui  annule  identiquement  les  n — i 
premières  et  réduit  à  l'unité  la  {n —  i-\-  i)leme.  Quant  aux  sui- 
vantes fn_i+2, .  .  . ,  fnt  elles  auront  toutes  la  forme  d'une  intégrale 
prise  entre  les  limites  x0  et  x.  On  trouvera,  par  exemple, 

J*%  OC  s%  X  *i  X 

I     ai  dx,  fn-i-hz  =  /      ai-i  dx  I      ai  dx, 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  fonctions,  qui  ne  sont  pas  nulles  en 
général,  le  deviendront  cependant  pour  x  =  x0. 

De  même,  la  solution  Wk,  substituée  dans  lesfonctions  gi(v),  les 
annulera  toutes,  pour  x  =  x0,  sauf  la  fonction  gn_k+\  qui  se 
réduira  à  ( —  i  )k~l . 

D'après  cela,  substituons,  dans  la  formule  (27),  m  à  la  place 
de  u,  Wk  à  la  place  de  v.  La  dérivée  vf{ii)  —  u g{v)  du  premier 
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membre  étant  nulle,  le  second  membre  doit  se  réduire  à  une  con- 
stante. On  peut  donc,  pour  calculer  cette  constante,  donner  à  x 
la  valeur  particulière  de  x0.  La  seule  fonction  fh  qui  ne  soit  pas 
nulle  est  alors  fn_i+i  qui  se  réduit  à  l'unité.  On  a  donc 

W(ui}  wk)  =  g({wk). 

Mais  la  fonction  gi(w/i)  est  nulle  tant  que  l'on  n'a  pas 

i  =  n  —  i  +  i, 

et  elle  est  égale  à  (  —  i  )n~l  si  cette  relation  a  lieu  entre  les  indices. 
On  aura  donc 


(3i) 

,  w,c)  =  (— 

,)/.-! 

pour 

i  -+-  k  =  n  -+-  i  ; 

,  *>k)  =  o 

pour 

i-+-  k  yé  n  -+- 1 . 

Si  l'on  pose 

ce  qui  donnera  le  système  suivant  : 

( — i)rt_1a/!+1  7  %n  dx   I   ...    /  oc2  ekr, 
(—  i)re-2a7l+1       an  dx  I  ...    /  a3  <i.r, 


(32) 


pt-  =  (—  i)»-«"  a„+1       andx  i  ...    /  aj-+,  <&?, 


il  viendra 

(33)  V(ut,i>i)  =  i,  W(u£,vk)  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  Vt  seront  les  solutions  correspondantes  ou 
adjointes  aux  «/,  dans  le  sens  que  nous  avons  donné  à  ce  mot 
au  n°  370. 

373.  Nous  allons  maintenant  appliquer  les  propositions  précé- 
dentes au  cas  où  l'équation  adjointe  admet  les  mêmes  intégrales 
que  l'équation  proposée.  On  a  alors 

ff(u)  =  p/(")> 
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p  étant  une  indéterminée  que  l'on  obtient  par  la  comparaison  des 
coefficients  de  u^n)  dans  les  deux  membres.  On  trouve  ainsi,  en  se 
reportant  à  la  valeur  (3)  de  g{v), 

?  =  (—>)"; 

de  sorte  que  l'on  a  nécessairement 

(34)  ff(u)=f(u) 
si  l'équation  est  d'ordre  pair,  et 

(35)  «?(")=-/(«) 

si  l'équation  est  d'ordre  impair. 

Il  y  a  donc  une  différence  essentielle  entre  les  équations  d'ordre 
pair  et  celles  d'ordre  impair.  Les  premières  se  rencontrent  dans 
la  théorie  de  la  variation  seconde  des  intégrales  simples;  Jacobi 
en  a  donné  les  principales  propriétés  (  ').  Les  secondes,  que  nous 
rencontrerons  dans  la  suite,  ne  paraissent  pas  avoir  été  étudiées. 

Supposons  que  l'équation  linéaire  soit  d'ordre  impair  in  —  i 
et  reprenons  l'équation  fondamentale  (-),  où  nous  remplacerons 
g{v)  par  — f{v)-  Nous  aurons  alors 

(36)  f[t>f(u)  +  uf't>)]dx  =  W(u,f>). 

Cette  relation  ayant  lieu  pour  toutes  les  formes  possibles  des 
fonctions  u  et  v,  remplaçons-y  v  par  u;  elle  deviendra 

O7)  !  uf(u)dx=-W(u,u). 

Ainsi,  toute  équation  linéaire  d ordre  impair  équivalente  à 
son  adjointe   admet   une  intégrale  du  second  degré,  de  telle 


{1)  Jacobi,  Zur  Théorie  cler  Variatiom-Rechnung  und  cler  Differential- 
Gleichungen  {Journal  de  Crelle,  t.  17,  p.  68;  i836).  Une  traduction  de  ce 
Mémoire  a  paru  dans  le  Journal  de  Liouville,  ira  série,  t.  3,  p.  44-  C*n  pourra 
consulter  aussi  : 

Bertrand  (J. ),  Démonstration  d'un  théorème  de  M.  Jacobi  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  28"  Cahier,  p.  276;  1841). 

Hesse  (  O.  ),  Ueber  die  Criterien  des  Maximums  und  Minimums  der  einfachen 
Intégrale  {Journal  de  Crelle,  t.  54,  p.  327;  1857). 
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manière  que  son  premier  membre  devienne  une  dérivée  exacte 
quand  on  le  multiplie  par  la  fonction  inconnue  (l). 

Cette  élégante  propriété  caractérise,  il  est  aisé  de  le  prouver, 
les  équations  de  degré  impair  équivalentes  à  leur  adjointe.  Si  le 
premier  membre  d'une  équation  linéaire  devient  une  dérivée 
exacte  quand  on  le  multiplie  par  la  fonction  inconnue,  V  équa- 
tion est  nécessairement  d'ordre  impair,  et  elle  est  équivalente  à 
son  adjointe. 

Soit,  en  effet, 

u  f(  u  )  dx  =  II  (  u  ) 


/' 


l'équation  qui  exprime  la  propriété  précédente.  Remplaçons  u 
par  u  +  M',  X  désignant  une  constante,  et  égalons  les  coefficients 
de  X  clans  les  deux  membres.  Nous  aurons  une  égalité  de  la  forme 


/' 


[llf(ç)  -+-  ('/(«)]  dx  =  U(">  «')• 


D'après  la  proposition  générale  du  n°  369,  cette  relation 
exprime  que  l'adjointe  de  la  fonction  linéaire /(  u)  est  —f(u). 
L'équation  linéaire  considérée  sera  donc  équivalente  à  son  ad- 
jointe et,  en  vertu  de  la  remarque  faite  pins  haut,  elle  sera  néces- 
sairement d'ordre  impair. 

374.  Si  l'on  substitue  une  solution  de  l'équation  proposée 
dans  l'intégrale  du  second  degré  II(w),  celle-ci  se  réduit  à  une 
constante.  Cette  constante  pourra-t-elle  devenir  nulle  lorsque  la 
solution  substituée  sera  quelconque,  mais  réelle?  Afin  de  décider 
ce  point,  qui  est  essentiel  pour  la  suite,  nous  allons  indiquer  une 
forme  remarquable  du  polynôme  quadratique  ïï.(u). 

Si  l'on  sépare  dans  U(u)  les  termes  qui  contiennent  la  plus 
haute  dérivée  de  u,  on  pourra  lui  donner  la  forme 

HO)  =  LTi<»  +  m<2"-2'  (a,  M(2«-2)  +  a2uU»-V  -h .  ..H-  a2/î-i«)3 


(')  Toutes  les  équations  linéaires  admettent  des  intégrales  du  second  degré,  en 
nombre  illimité;  mais,  dans  le  cas  général,  le  premier  membre  de  l'équation  ne 
devient  une  dérivée  exacte  que  si  on  le  multiplie  par  une  fonction  linéaire  de  u 
et  de  ses  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n —  i. 
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II,  (m)  contenant  les  dérivées  de  a  jusqu'à  l'ordre  in — 3  seule- 
ment. En  prenant  la  dérivée  de  II,  on  aura  l'expression  suivante  : 

M(2»-i)(2aiM(2»-2)_|_  a2a(2«-3)_|_. .  #_{_  a2n_iu'-+-  atll^xu) 

des  termes  qui  contiennent  la  plus  haute  dérivée  de  a.  Comme 
-7-  est  égale  à  uf{u)  et  doit  contenir  u  en  facteur,  on  aura  né- 
cessairement 

«j  =  «2  =  .  .  .  ==  a2,j-2  =  o, 

et  II  (u)  sera,  par  suite,  de  la  forme 

HO)  =  o(x)uu(-2"--^-h  VLi(u\ 

II ,  étant  le  polynôme  déjà  défini.  Cela  posé,  mettons  à  la  place 
de  u  une  solution  de  l'équation  proposée  s'annulant,  ainsi  que 
ses  in —  3  premières  dérivées,  pour  une  valeur  particulière  quel- 
conque x0  donnée  à  x.  La  fonction  II(«)  sera  nulle,  pour  x  =  x0  : 
cela  résulte  de  la  formule  précédente;  et,  comme  elle  doit  se 
réduire  à  une  constante,  elle  sera  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  x. 

Il  est  donc  établi  que,  si  l'équation  proposée  a  ses  coefficients 
réels,  il  y  a  une  infinité  de  solutions  réelles  annulant  l'intégrale 
homogène  du  second  degré  Il(w).  Soit  v  une  telle  solution,  pour 
laquelle  on  a 

(38)  n(p)=  -W(v,v)  =  o. 

Si  on  la  porte  dans  la  formule  (36);  on  obtiendra,  pour  toute 
fonction  m, 

I  v  f(u)  dx  =  W(u,  v) 

ou,  en  remplaçant  u  par  vu, 

(3g)  lvf(uv)dx  =  W(uv,  v). 

D'après  l'équation  (38),  le  coefficient  de  u  dans  le  second 
membre  est  nul.  On  aura  donc 

(4o)  (vf(uv)dx  =f1(u'), 
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fi(u>)  désignant  une  fonction  linéaire  de  to  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  in —  3.  Nous  allons  montrer  que  cette  fonction 
nouvelle  est,  elle  aussi,  égale  et  de  signe  contraire  à  son  ad- 
jointe. 

Considérons,  en  effet,  l'intégrale 


/ 


ta  fi(to)  dx. 

Si   l'on  y  remplace,   pour  un  instant,  to  par  la  dérivée  u'  d'une 
autre  fonction,  elle  devient,  en  vertu  des  équations  (3ç))  et  (4°)? 

/  u'  fi(u')  dx  =    !  u'W(uc,  v)dx=   I  du  I  v  f(uv)  dx. 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

/  du   !  v  f(uv)  dx  =  u   I  c  f(uc)  dx —    /  uv  f(uv)  dx 

ou,  en  tenant  compte  des  formules  (  3c))  et  (3^), 

<  fi(u>)  dx  =  u  ¥(«c,  c) W(uv,  uv). 


f 


Tous  les  termes  qui  contiennent  u  disparaissent  dans  le  second 
membre;  on  le  reconnaît  immédiatement  si  Ton  remarque  que 
les  termes  en  u  dans  W(uv,  uv)  ont  pour  expression 

1UW(UV,  p)—  K*Y(p,  v). 

Si  donc  on  substitue  uà«'  dans  le  second  membre,  la  relation 
précédente  prend  la  forme 


/ 


tuf l(ui)  dx  =  U(w,  iù' ,  .  .  .,  cj>(2,1-4)), 

qui,  nous  l'avons  vu,  caractérise  les  fonctions/',  (to)  égales  et  de 
signe  contraire  à  leur  adjointe.  La  proposition  que  nous  avions 
énoncée  est  donc  démontrée.  On  en  déduit  aisément  la  consé- 
quence suivante,  qui  n'est  autre  qu'une  transformation  de  l'équa- 
tion (4o)  : 

Toute  fonction  d'ordre   impair  in  —  i    égale  et   de  signe 
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contraire  à  son  adjointe  peut  se  mettre  sous  la  forme 

<«■>  /<->.- ;s*((7 

ft  (w)  désignant  une  fonction  d'ordre  in  —  3  g^/t  es£  aussi 
égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe  ;  quant  à  la  fonc- 
tion i>,  on  peut  toujours  lui  attribuer,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, une  forme  réelle  lorsque  le  polynôme  linéaire  f{u)  a  ses 
coefficients  réels. 

L'application  répétée  de  cette  proposition  permettra  évi- 
demment de  former  toutes  les  fonctions  égales  et  de  signe  con- 
traire à  leur  adjointe.  On  sera  conduit  à  une  expression  de  f(u) 
qui  s'écrira  comme  il  suit  : 

i     d     1     d  i        d     i      d     i     d       i  d   /  u 

al  dx  ou   dx         v n—i    dx  <xn   dx  an  dx  a,j_i  dx  \%\ 

C'est  la  forme  générale  donnée  au  n°  372,  mais  avec  cette  res- 
triction que,  dans  la  suite 


les  fonctions  à  égale  dislance  des  extrêmes  sont  égales.  Pour  la 
démontrer  dans  toute  sa  généralité,  il  suffira  de  prouver,  ce  qui 
n'offre  aucune  difficulté  lorsqu'on  emploie  la  formule  (4i  ),  que, 
si  elle  est  vraie  pour  les  équations  d'ordre  in  —  3,  elle  s'étend 
d'elle-même  à  celles  d'ordre  m  —  i . 

37o.  La  forme  précédente  de  f(u)  une  fois  établie,  reprenons 
les  deux  systèmes  de  solutions  d'une  équation  linéaire  et  de  son 
adjointe  définis  au  n°  371  : 

u\i       u1i        •  •  •  i        u2r.  —  l, 
Pi,         t;2,         .  .  .  ,         ('2/1-1- 

Il  faudra  remplacer,  dans  les  formules  (29)  et  (32),  n  par 
in  —  1  et  supposer  aussi 

a2/i-  i  —  %i+l- 

On  trouvera  ainsi  que  l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  de  z, 
(43)  ^  =(-i)'"1  ««»-/. 
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Si   l'on  porte  ces  expressions  des  <v  dans  les  formules  (i3),  on 
trouvera 

(      W(uhuk)  =o  (i  +  k^-in), 

(44)  i 

et,  si  l'on  effectue  ensuite  la  même  substitution  dans  les  for- 
mules (i4)  et  (l5)  où  l'on  aura  remplacé  n  par  in  —  i,  on 
obtiendra,  en  particulier,  les  relations  suivantes  : 


(45) 


2M[tt2«--I   -2tt2«2n-2   +...-)-( — \)n~  1    ll\  =  O, 

i  u<f>  «(2Vi  -  ^ <">  «ft_,  -*-...+  (-i)"-1  (  <'>)2  =  O     (ï  <  n  —  ï), 
*  <2'J-  '  »  4*1^  -4- . . .  -H  (— i)»-i  (  «<f- »  >  y  =  (""')"      . 


Il  existe  donc,  dans  tous  les  cas,  au  moins  une  relation  homo- 
gène du  second  degré  entre  les  intégrales  d'un  système  fonda- 
mental quelconque;  et  cette  relation  ne  cesse  pas  d'être  vérifiée 
lorsqu'on  remplace  les  intégrales  par  leurs  dérivées  du  premier, 
du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  l'ordre  n —  i.  On  s'assu- 
rera aisément  que  les  formules  (45)  conduisent,  par  des  différen- 
tiations  répétées,  à  toutes  celles  que  l'on  pourrait  déduire  des 
systèmes  (i4)  et  (i5)  et  contiennent,  par  conséquent,  toutes  les 
relations  réellement  distinctes  entre  les  intégrales  du  système  fon- 
damental considéré  et  leurs  dérivées. 

De  ce  système  particulier  on  peut  évidemment  passer  au  sys- 
tème le  plus  général  par  une  substitution  linéaire  quelconque 
effectuée  sur  les  intégrales  U£.  Alors  les  relations  précédentes  re- 
vêtent une  forme  élégante  et  se  résument  dans   l'énoncé  suivant  : 

Etant  données  les  intégrales 

formant    un    système  fondamental  absolument    quelconque^ 
elles  vérifient  nécessairement  n  équations  de  la  forme 

cp(wi,  u.2,  . . .,  U2n-i  )  =  o, 
?("i>  u'î,  •■-,  MU-i)  =  °> 
(46) 

cp«-2), u<p-*\  ...,4",r-2i,)  =  o, 

I    cd(,w(,1_1)     vin-*)  ,,("— 1  )  •)  —  L 

Tl"l  1  al  1    •  '  •  )  "2  11-1  )  —    1 
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oà  co  désigne  une  forme  quadratique  à  coefficients  constants 
que  Von  peut  toujours  réduire  à  une  somme  de  n  carrés  po- 
sitifs et  de  n —  i  carrés  négatifs. 
De  plus,  les  intégrales 

>'!•        »'-2,         •  •  •  ,        *'2f!-l 

du  système  adjoint  au  précédent  sont  définies  par  les  formules 

Cette  dernière  relation  a  lieu,  en  effet,  quand  la  fonction  cp  se 
réduit  à  la  forme  simple 

CD  =  U%—  lUn-i  M„+1-f-  1Un-2Un+2  +  .  .  ,-f-  (—  i)""1  2«t  U.2n-U 

et,  par  sa  nature  même,  elle  doit  subsister  lorsqu'on  effectue  sur 
les  fonctions  Ui  une  substitution  linéaire;  car  les  fonctions  Vt  sont 
alors  transformées,  en  vertu  des  relations  (  1 4),  par  la  substitution 
inverse. 

376.  Si,  dans  les  formules  (29),  on  remplace  n  par  in  —  1  en 
faisant  a;  =  a2«_i+1,  on  aura  une  expression  très  simple  des  inté- 
grales particulières  avec  lesquelles  on  peut  composer  la  solution 
complète  de  l'équalion  linéaire  la  plus  générale  d'ordre  in — 1 
équivalente  à  son  adjointe.  Pour  les  applications  que  nous  aurons 
à  traiter,  on  peut  désirer  des  expressions  équivalentes,  mais 
débarrassées  de  tout  signe  de  quadrature.  Voici  comment  on  les 
obtiendra. 

Le  problème  se  résout  immédiatement  pour  l'équation  du 
troisième  ordre  équivalente  à  son  adjointe.  Celte  équation  est,  en 
effet,  de  la  forme 

1     d    1     d    i     d    a 
<*!  dx  ol-2  dx  a-2  dx  exi  ' 

et  elle  se  ramène,  par  un  choix  convenable  de  la  variable  indépen- 
dante, à  la  forme  réduite 

D.  —  II. 


i3o 
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dont  les  intégrales  sont 

(49)  Y.     Y*.     ~- 

Nous  pouvons  donc  supposer  que  le  problème  proposé  est  ré- 
solu jusqu'à  un  ordre  donné  m —  i.  Soit 

/(«)  =  o 

l'équation  la  plus  générale  de  cet  ordre  et  soient 

uu      u2,      ...,      U2n-l 

ses    in — i    solutions    particulières,    débarrassées   de    tout    signe 
de  quadrature.  D'après  la  proposition  du  n°  374,  l'équation 

I      cl    \  I     .  /  I    /  u  \  ' 


(MÏ  ï  s|s  /(?(ï) 

où  y  et  S  désignent  deux  fonctions  arbitraires,  sera  la  plus  géné- 
rale de  l'ordre  i  n  -+-  i  équivalente  à  son  adjointe. 

Pour    obtenir   les    différentes    solutions    particulières    de    cette 
équation,  nous  la  remplacerons  par  la  suivante  : 


i'(i(?)') 


où  C  désigne  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  fait  d'abord  C=  o, 
on  obtiendra  les  in  solutions 


y,      y    /  UiO  dx,       .  .  .,      y  /  uin- 


o  dx. 


Si  l'on  attribue  ensuite  à  C  la  valeur   i,  il  faudra  déterminer 
une  solution  de  l'équation 

'(K?)'H-    - 

On  y  parvient  en  mettant  la  fonction  o  sous  la  forme  suivante  : 

« 

p  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire.  On  pourra  prendre 


o  \Y/ 


l'équation  adjointe  de  lagrange.  i3i 

ou 

Eq  résumé,  nous  obtenons  les  in-\-\  solutions 
Y.     lfuif($)dx,     vjpf($)dx, 

qui  forment,  on  s'en  assure  aisément,  un  système  fondamental 
toutes  les  fois  que/ ((3)  n'est  pas  nul.  Il  est  vrai  que  ces  solutions 
nouvelles  contiennent  des  signes  de  quadrature;  mais  on  les  fera 
disparaître  en  s'appuyant  sur  les  identités  fondamentales  (36) 
et  (3^),  qui  donnent  ici 

fuif(p)dx  =  W(ui,  P),  j$f{$)dx=±W(%  P). 

On  peut  donc  représenter  le  système  des  solutions  cherchées 
par  les  formules  suivantes  : 

<50  !       U'  =  ï'  r.  • 

(    U/+1.=  yW(K/,  p)  (l  =  1,2,   ...,2/î  —  i), 

(52)  U2ft+1=^W(p,P), 

qui  ne  contiennent  plus  aucun  signe  de  quadrature.  Le  premier 
membre  de  l'équation  correspondante  est  alors 

/-ox  {   ,       s  l       d     \  I  - 


r  rfri/cp)-'  V/(BAy, 

et  la  nouvelle  valeur  de  ^(w,  p)  relative  à  cette  équation  sera 


(54) 


"      -/(77^(-)    )~* 


Y/(Pr  V(P)Vy/  /        \/(P)\y/   /(PAy/ 

On  vérifiera  sans  difficulté   que,   si  les  solutions  w/  sont  celles 
que   nous  avons  définies  au   n°  375  et  qui  sont  caractérisées  par 

les  relations 

W( Ui,  u/c)       =  o  (  i  -+-  k  ^£  2 /i), 

les  nouvelles  solutions  U;  définies  par  les  formules  (5i)  vérifieront 
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les  relations  analogues 

v0(U/,  iW2_/)  =  (— i)'-i, 

W0(U,-,  U*)  =  o  (i  +  *^2B  +  2); 

et  la  relation  quadratique  entre  les  intégrales  U  aura,  ici  encore, 
la  forme  simple 

U£+i  —  2  U„  U„+2  +  . .  .h-  2(—  i)«Ui  U2«h-i  =  o. 

Appliquons  la  méthode  précédente  à  la  formation  des  solutions 

particulières  de  l'équation  du  cinquième  ordre  ;  en  prenant  comme 

point  de  départ  les  valeurs 

x1 
7»     Y37»     Y  —  ' 

données  plus  haut  pour  les  solutions  particulières  de  l'équation 
du  troisième  ordre,  on  obtiendra  le  résultat  suivant  : 

'  '  \       dx2        dx  i  '  5        '  V   dx2        i  dx- 

(x2  rf*B  rf3 

On  vérifiera  aisément  la  relation 

\}\  —  2U2U4+2U1U5=,  o, 

qui  a  lieu  identiquement  entre  les  intégrales  et  subsiste  quand  on 
les  remplace  par  leurs  dérivées  premières. 

377.  Dans  les  Mémoires  que  nous  avons  cités,  J.  Bertrand  et 
Otto  Hesse  ont  montré,  d'après  Jacobi,  que  toute  équation  li- 
néaire d'ordre  pair  équivalente  à  son  adjointe  peut  être  écrite  de 
la  manière  suivante  : 

La  forme  analogue  relative  aux  équations  d'ordre  impair  est  la 


l'équation  adjointe  de  lagrange.  i33 


suivante  : 


dn  d"~l 

+  ^A»-"'""""+s^A"*'"l"""-,---F^A'"  +  A'K'  =  0- 

Nous  nous  contenlerons  de  la  signaler,  en  laissant  au  lecteur  le 
soin  de  la  démontrer.  D'autres  propositions  permettent  encore 
de  former  des  polynômes  égaux,  au  signe  près,  à  leur  adjoint.  Par 
exemple,  il  résulte  du  mode  de  formation  même  des  polynômes 
adjoints  que,  si  deux  polynomesy(w),  f\  («)  ont  respectivement 
pour  adjoints  les  polynômes  g(u),  gK  (u),  la  combinaison  linéaire 
af  -f-  bfK ,  où  a  et  b  désignent  des  constantes,  aura  pour  ad- 
jointe ag  -\-bgK.  Il  suit  de  là,  en  particulier,  que  le  polynôme 
af(u)  +  b  g(u)  a  pour  adjoint  a g(u)  -f-  bf(u)  et  que  les  deux 
fonctions 

/(«)-+"  ff(u)z      /(«)  —  g(u) 

sont  l'une  égale,  l'autre  égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe. 
On  peut  indiquer  encore  les  propositions  qui  suivent. 
Reprenons  l'équation  du  n°  368 

(56)  f  ["/(")  -  "  &{*>)]  dx  =  W(u,  v), 

et  soient  f{  (m),  g\  (u)  deux  nouveaux  polynômes  linéaires,  ad- 
joints l'un  à  l'autre.  Si,  dans  l'identité  précédente,  on  remplace 
u  par  gt  (m),  elle  prend  la  forme 

f\vf(gMy-gi(u)g(v)\du  =  W(gi(u),v). 

Echangeons  dans  cette  identité  /  et  /,,  g  et  gt,  u  et  v  ;  ce  qui 
est  évidemment  permis.  Nous  aurons 

f'\u>Mg(v))-g(v)gx(u)\dx  =  W0(g(v),u). 

En  retranchant  membre  à  membre  les  deux  égalités  que  nous 
venons  d'établir,  nous  trouvons 


f\ 


uMg(v))-vf(gi(u))  j  dx  =  W0—  W. 
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D'après  la  proposition  du  n°  369,  nous  pouvons  conclure  im- 
médiatement que  ft  ( g{u))  est  l'adjoint  de  f(g\  (w)). 

En  remplaçant  dans  l'identité  (56)  u  par     ft    — -,  on  verrait  de 

même  que  les  deux  polynômes 

/dgj(u)\        _      (dg(u) 


dx      }  \     dx 

sont  adjoints  l'un  à  l'autre.  Supposons  maintenant  que  '  ft  soit 
identique  à  y  et,  par  suite,  g,  à  g  ;  nous  obtiendrons  la  proposi- 
tion suivante  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  linéaires  f(u):  g  (u)  adjoints 
l'un  à  Vautre,  la  fonction 

f(g{u)) 
sera  identique  à  son  adjointe,  et  la  fonction 

/(^) 

sera  égale  et  de  signe  contraire  à  son  adjointe. 

L'application  de  la  formule  (42)  nous  permet  d'ailleurs  de 
montrer  que  toute  fonction  égale  et  de  signe  contraire  à  son  ad- 
jointe peut  se  mettre,  et  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 
que  nous  venons  d'indiquer  ;  car,  si  l'on  pose 

i     d     i     d  i       d   [  u  \ 

«i   dx  a2  dx         a„_i  dx  \a„/ 

le  polvnome  g(u)  adjoint  à9(a)  sera  égal  (n°  372)  à 

i     d      i  d  /  u 


et  la  formule  (42)  pourra  s'écrire 

'  da(u) 


/(M)  =  (-i)»l 


dx 
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CHAPITRE  VT. 


COMPLEMENTS    ET    SOLUTIONS    NOUVELLES    DES    PROBLEMES 
RÉSOLUS    AU    CHAPITRE    II. 


Étude  nouvelle  du  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  —  Calcul 
direct  des  invariants  pour  les  différentes  équations  de  la  suite.  —  Expression 
précise  de  la  solution  générale  pour  chacune  de  ces  équations.  —  Relations 
entre  les  intégrales  générales  de  deux  et  de  trois  équations  consécutives  de  la 
suite.  —  Intégrale  générale  de  l'équation  adjointe.  —  Application  au  cas  où  la 
suite  de  Laplace  doit  se  terminer  dans  les  deux  sens;  nouvelle  solution  du 
problème  résolu  au  Chapitre  II.  —  Relations  entre  l'équation  proposée  et  son 
adjointe.  —  Indication  de  trois  formes  différentes  sous  lesquelles  on  peut  mettre 
l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 


378.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  étudié  d'une  ma- 
nière détaillée  les  relations  qui  existent  entre  une  équation 
linéaire  et  son  adjointe,  pour  le  cas  d'une  seule  variable  indépen- 
dante. Nous  avons  vu  cju'à  tout  système  fondamental  de  solutions 
particulières  de  l'équation  proposée,  on  peut  faire  correspondre 
un  système  analogue  de  solutions  particulières  de  l'équation 
adjointe,  que  nous  avons  nommé  le  système  adjoint  au  premier. 
La  notion  des  systèmes  adjoints,  et  les  propriétés  que  nous  y  avons 
rattachées,  vont  nous  permettre  de  compléter  les  solutions  que 
nous  avons  données  au  Chapitre  II  et  les  propositions  que  nous 
avons  développées  à  la  fin  du  Chapitre  IV. 

Nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  relative  à 
une  équation  (E)  se  termine  dans  un  sens,  par  exemple  à  l'équa- 
tion d'indice  positif  (E;).  Nous  avons  vu  (n°  337)  que  cette  équa- 
tion peut  se  ramener  à  la  forme 

d*6  dloga  <?8  _ 

dx  dy  dx      dy  ' 
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et  son  intégrale  générale  sera 

(a)  6  =  X-f-  fcoLdy, 

X  et  Y  désignant  les  deux  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  conserve, 
pour  les  invariants,  les  notations  du  n°  336,  on  aura  ici 


(3) 


hi=o,         hi-i  —  — 


o»2Ioga 
dx  dy 


La  formule  de  récurrence 


(4) 


Il  U  +  l  —    2  II  „  -h   fln-l   =  


dx  dy 


permettra   ensuite  de  calculer  successivement  les  invariants  des 
équations  (E,_,),  (E/_2),  ....  On  aura,  par  exemple, 


(  5  )       hi-i  =  i  h[. 


dx  dy 


à2     .       /      à1  ce  du    du 

lo"-    a 


dx  dv 


dx  dy        dx  dy 


Mais  nous  allons  voir  que  l'on  peut  obtenir  directement  l'ex- 
pression de  l'un  quelconque  de  ces  invariants. 

Introduisons,  en  effet,  les  quantités  H*  définies  par  les  formules 
suivantes  : 

Ho  =  a, 


H,= 


a 

dy. 
dx 

du 

à2  a 

dy 

dx  dy 

i  .  dP  a. 

dxi> 
dP+i  a 
dxP  dy 

d-Pa. 
dxP  dyP 

Si  l'on  convient  de  désigner  parla  notation 
D,(ai,  a2,  .  .  .,  a/,) 

le  déterminant  formé  avec  k  fonctions  a,,  .  .  .  ,  a*  de  t  et  leurs  dé- 


a 

doc 
dx 

à2  a 

dx'2 

àa 

à*  a 

dy 

dx  dy 

ÔPOL 

àyJ' 
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rivées    par  rapport  à   t  jusqu'à  Tordre   k — -i,   on  voit  que   l'on 
pourra  écrire 


(7) 


/      da.     à- a  dPa 

Hn=:     D  y-    I     CL,      J     — y      •    •    •    >     

p             \      ày     dy*  ôyP 

/      du.     à-o.  dPa 

3  \    '  dx    dx%  dxP 


Cela  posé,  nous  allons  établir  que  l'on  a,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  /?, 


(8)  ht-p  =  - 


dMogHp-! 

dx  dy 


Cette  relation  se  vérifie  pour  les  deux  premiers  invariants  ht_K 
et  hi_2-,  dont  nous  avons  déjà  donné  l'expression.  Pour  établir 
qu'elle  est  générale,  il  suffira  donc  de  montrer  que  les  valeurs  ainsi 
définies  ches  invariants  satisfont  à  la  relation  de  récurrence  (4), 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

Or,  si  l'on  considère  le  déterminant  H^,  et  si  l'on  désigne, 
pour  un  instant,  par  ap^p,  ap,p+i,  ap+,^p,  ap+^p+i  les  éléments 
qui  appartiennent  aux  deux  dernières  lignes  et  aux  deux  dernières 
colonnes,  une  formule  très  importante,  mais  bien  connue  de  la 
théorie  des  déterminants,  nous  donne  la  relation 

à2Up+l  _  dHp+i       dlïf>+1  dHn+i      àHD+, 


tp-hi 


daP,P  dap+i,p+i         ^ap,p    c)ap+i,p+i        ^ap,p+i  d&p+i,p 


La  dérivée  seconde  qui  entre  dans  le  premier  membre  est  évi- 
demment Hp_j.  Quant  aux  quatre  dérivées  premières  qui  figurent 
dans  le  second  membre,  on  reconnaît  aisément  qu'elles  ont  res- 
pectivement pour  valeurs 

d*HP        H        _^Hp  àUp 

dx  dy  p  '  dy  dx 

On  est  donc  conduit  à  l'identité 

f  v  TT  TT  TT        d'!H„  àE„     dUn 

(io)  H/,_1H/H.1=H, 


dx  dy         dx      dy 
d'où  découle  la  relation  (9)  que  nous  voulions  vérifier. 
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379.  Une  fois  connue  l'expression  des  invariants,  on  pourra 
obtenir  l'intégrale  générale  ;  il  suffira  d'appliquer  la  formule  (4°) 
donnée  au  n°  339.  Mais  on  parvient  à  un  résultat  plus  élégant  par 
la  méthode  synthétique  suivante,  à  laquelle  nous  avons  été  conduit 
par  induction. 

G  étant  la  fonction  déterminée  par  la  formule  (2),  introduisons 
la  quantité  suivante  : 

d-j.     à*  y.  dP-ict' 


(») 


=  DX    6,  a, 


ày    '>y- 


dy 


p-i 


T)x  étant  le  symbole  défini  plus  haut  ;  Hp  est  un  déterminant 
d'ordre  p+i.  Nous  allons  voir  que  les  valeurs  de  Hp  correspon- 
dantes aux  valeurs  o,  1,  2,  ...  de  p  sont  les  solutions  généi*ales 
des  différentes  équations  de  la  suite  de  Laplace  ;  9^  sera  la  solution 
générale  de  l'équation  (Ei_p).  Pour  établir  ce  résultat,  il  suffira, 
évidemment,  de  montrer  que  §p  satisfait,  quelles  que  soient  les 
fonctions  arbitraires  X  et  Y  qui  figurent  dans  l'expression  de  0,  à 
une  équation  qui  admet  les  invariants  de  (JLi_p).  Or,  si  l'on  met 
9p  sous  forme  de  déterminant  et  si  l'on  désigne  par  am  n  l'élément 
de  ce  déterminant  qui  appartient  à  la  ligne  m  et  à  la  colonne  n, 
une  formule  déjà  rappelée  nous  donnera  les  identités 


de, 


«90, 


oo 


Oa 


Oa 


P,p+i 


da 


=  0, 


a*  e. 


da, 


da 


i,/> 


da 


d%. 


p+i,p 


Oa 


p+ï,p  da 

*'    =e 


p,p  V&p+ljP+l 

à^„ 


da, 


da 


i,p+i 


da 


p,p+\ 


da 


àap+if 


p+i 


da 


i,i> 


d20, 


i,P 


àaPip  da, 


i,/j-t-i 


Pour  éviter  toute  confusion,  écrivons  le  déterminant  comme  il 

suit  : 

d0  dp  0 

dx  dxP 

dx  ôPa. 

a                 —  •  •  .           - — 

dx  dxP 

dx                à- a.  àP-*-1 


dy  dx  ày 


àP-1* 


p-i 


ày 


àPa. 
dxdyP-i 


dxi>  ày 


d^P-^tx. 
dxP  dyP~l 
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Si  l'on  remarque  que  les  dérivées  par  rapport  à  y  des  éléments 
de  la  première  ligne  sont  proportionnelles  aux  éléments  cor- 
respondants de  la  seconde  ligne,  on  calculera  sans  aucune  diffi- 
culté les  valeurs  suivantes  des  mineurs  qui  figurent  dans  les 
identités  précédentes  : 

de„         n  dô„       d«6„_! 


—   VjO-l, 


dap+Up+l  àcip,,,         dx  dy 


d6„  d6 


P-\ 


àaPiP+i  dy  àap+Up  dx 

d20„ 


=  (-i)pH^_1> 


V-2) 


daPiPda^p+i  dy 

La  substitution  de  ces  différentes  valeurs  nous  donnera  les  trois 
relations  suivantes  : 


)  _    di  Qr-i         Mp-i    Mp-i 
p       dx  dy  dx         dy 


e, 


(»)  V^-%h„=     e„H,«, 

fH    id'2(ip-1      dUp-1  d^pl  =     e/Hp-- 

\       p       dx  dy  dx         dy  p     dy 


Si  l'on  élimine  9^,  entre  les  deux  dernières,  on  sera  conduit,  à  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

/   d^B^  _  dlogH/;-2  dftj^ 
]    dx  dy  dy  dx 

j  dlogHp-t  dep_t    ;    dlogHp_2  dlogry^       =o 

dx  dy  dy  dx  p 

dont  0/,_l,  qui  contient  les  deux  fonctions  arbitraires  X  et  Y,  sera 
évidemment  l'intégrale  générale.  Les  invariants  h  et  A"  de  cette 
équation  ont  pour  valeurs 

_  dMogHp-2         _  dMogHp-i  . 
dx  dy  dx  dy       ' 

ce  sont  précisément  les  invariants  de  l'équation  (E/_/)+)). 
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380.  Le  problème  que  nous  nous  élions  proposé  est  ainsi  com- 
plètement résolu.  Nous  savons,  en  effet,  former  toutes  les  équa- 
tions qui  composent  la  suite  de  Laplace  :  l'équation  (E;_p)est 
donnée  par  la  formule 

d*z         (HogHp-!  dz        (HogHp  dz       <nogII„  dlogHp_i 
Jl~'       dx  dy  dy  dx  dx        dy  dx  dy 

et  elle  se  présente  précisément  sous  la  forme  réduite  que  nous 
avons  signalée  au  n°  334.  JNous  connaissons  de  plus  son  intégrale 
générale,  qui  est 

«4)  *  =  «p  =  d»(m.£'-"'^ 

Enfin,  les  identités  (12)  établissent  des  relations  précises  entre 
les  intégrales  générales  de  deux  ou  trois  équations  consécutives. 

On  peut,  en  les  combinant  et  en  éliminant  6p_<,    ,   P7X  ,  en  déduire 

1  F      1   dx  dy 

la  relation  nouvelle 

Hp-2  -jp ây—  ®p-1  -  H"-»  >"2- 

Si  l'on  joint  cette  équation  à  la  seconde  des  identités  (12),  on 
obtient  les  relations 

"--~dj dy~    p-1  ~  HP-^P-^ 

(i5)  \ 

^Hp-1      û  TT  d^l>-l     _    TT  f| 

~àx~  6"-1_  Hp-i~dx~'  -  H»-^"> 

qui  représentent  ici  les  deux  formules  du  n°  335  par  lesquelles  on 
passe  d'une  équation  de  la  suite  aux  deux  équations  voisines  et 
qui;  à  elles  seules,  suffiraient  à  établir  que  6^  est  bien  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (Ei_p).  Remarquons  encore  que  la  pre- 
mière des  identités  (12)  établit  une  curieuse  relation  entre  les 
intégrales  générales  de  trois  équations  consécutives  de  la  suite. 
On  peut  la  généraliser  et  l'étendre  au  cas  où  la  suite  de  Laplace 
est  illimitée  dans  les  deux  sens,  mais  nous  laisserons  ce  point  à 
l'examen  du  lecteur  (1). 

(  '  )  Voir  une  Note  de  l'Auteur  insérée  en  1914  au  Tome  159  des  Comptes  rendus, 
p.  601,  séance  du  27  octobre  1914,  sous  le  titre  :  Sur  les  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes  et  sur 
les  suites  de  Laplace  formées  avec  de  telles  équations. 
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381.  L'étude  de  la  suite  de  Laplace  relative  à  l'équation  (E'), 
adjointe  de  (E),  ne  présente  plus  aucune  difficulté.  Nous  savons 
(n°  366)  que  cette  suite  se  termine  à  l'équation  d'indice  négatif 

L'invariant  k  de  cette   équation  est  égal  à  l'invariant  h  de  (E,;), 

c'est-à-dire  à 

<92  loga 
dx  dy 

Il  suffira  maintenant  de  répéter,  en  partant  de  (E^),  les  opéra- 
tions que  nous  avons  faites  en  prenant  comme  point  de  départ 
l'équation  (E;),  c'est-à-dire,  en  définitive,  d'échanger  partout  x 
et  y  en  conservant  la  valeur  de  a  ;  si  donc  on  pose 

(16)  a  =  Y -f-   /  aXrfa?, 

<r  sera  l'intégrale  générale  de(E^_/)  et  la  fonction 

/  d%  dP-i<x\ 

satisfera  à  l'équation 

d-z         dlogHp  dz        ^logHp.j  dz       JlogHp-!  cHogH,,  ^ 


(®-i+P) 


dx  dy  dy        dx  dx  dy  dx  dy 


qui  a  les  mêmes  invariants,  à  l'ordre  près,  que  (E^^,)  et  qui  est, 
par  suite,  équivalente  à  l'adjointe  de  cette  équation.  Pour  avoir 
exactement  l'adjointe  de  (E;_p),  il  suffira  de  faire  la  substi- 
tution 

z  I  z    p  "p— 1> 

en  sorte  que  cette  adjointe  aura  pour  intégrale  générale 

382.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se 
termine  dans  les  deux  sens,  par  exemple  aux  équations  (E,), 
(E_y).  On  peut,  en  s'appuyant  sur  les  résultats  précédenls,  re- 
trouver la  solution  déjà  donnée  au  Chapitre  II.  Posons,   en  effet, 

i  -+-  j  =  m  —  i  ; 
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les  invariants  de  l'équation  (E_y)  sont,  d'après  la  formule  (8), 

_  à*  logH;„_i         _  d*  IogH,„_2  ^ 
dx  dy  dx  dy 

Pour  que  la  suite  se  termine  à  cette  équation,  il  faudra  donc 

que  l'on  ait 

àMogH,»,, 
dx  dy 

Si  l'on  tient  compte  de  l'identité  déjà  démontrée  (  10) 

h    h        -  h-       d2|°gH'"-' 
H/"     '"~2  "'-'        àxdy       ' 

on  voit  que  l'on  devra  avoir 

/       da  d'"a\ 

sans  qu'aucune  des  quantités  antérieures  H,,^,,  H/w_2,  .  .  .  soit 
nulle. 

L'équation  précédente  s'intègre  immédiatement  :   elle  exprime 
qu'il  y  a  entre  les  fonctions  a,  —,  .  .  .  une  relation  linéaire 

.      .  dz  àm<x 

(19)  va  -+-  vi K..+  vw =  o, 

v  y/  l  dy  dy"1 

dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  x  et  sont,  par  suite,  de 
simples  fonctions  dey.  Celte  relation  peut  être  considérée  comme 
une  équation  linéaire  à  laquelle  doit  satisfaire  a  et  dont  l'inté- 
grale générale  est,  évidemment, 

a   =  XiT^-hX-yTH-h.  .  .-hXmflm, 

7j|,  7)2,...,  -f\m  désignant  m  solutions  particulières,  linéairement 
indépendantes  et  fonctions  de  y  seulement;  et  ;r,,...,  xm  des 
fonctions  quelconques  de  x.  Ces  fonctions  devront  être  aussi 
linéairement  indépendantes;  sans  cela,  un  des  déterminants  Hm_p 
antérieurs  à  Hm  serait  nul. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  déjà  donnée  de  6 

6  =X+   Ç\v.dy; 
nous  allons   montrer  qu'on  peut  la  débarrasser  de  tout  signe  de 
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quadrature.  Soit,  en  effet, 

(20 1  ?(0)=  p-/«e(""-+-  fxm_,e(»«-i'-i-. . .-+-  [j.9  =  o 

l'équation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  y  et  qui 
est  adjointe  à  l'équation  (19).  Si,  dans  l'expression  de  9,  on  rem- 
place 1   par  —  <p (Y),  on  a 

h  =  m 

8=X  — 2*A  fo{\)rlhdy. 
h=\ 

Or,  les  yj  étant  les  solutions  de  l'adjointe  à  l'équation  (20), 
toutes  les  quadratures  qui  figurent  dans  cette  formule  peuvent 
être  effectuées;  et,  si  l'on  pose 


/• 


jp(Y)ï)Arfr  =  x.(Y>'1/0, 
y  étant  la  fonction  bilinéaire  définie  au  n°  368,  on  aura 

(21)  e  =x  —  2**x(y»ia)- 

Introduisons  maintenant  le  système 

JKl;     JK"2>      •■•,     JKw 
de  solutions  de  l'équation  (20)  qui  admet  pour  adjoint  le  système 

11,      TJ2,       ■•-,      "Om- 

On  aura,  nous  l'avons  vu  au  n°  370, 

x(yh,r\h)  =  i,      x(yà,i\h')  =  °- 

Si  l'on  fait  Y  =  y/l,  l'expression  de  9  deviendra  donc 

6  =  X  —  x/t, 

et  9  s'annulera  pour  X  =  x^,  Y  —  y^}  c'est  le  résultat  qui  nous 
a  servi  de  point  de  départ  et  qui  permettra  de  retrouver  la  solu- 
tion donnée  au  n°  341. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  considérer  la  suite  de 
Laplace  comme  commençant  à  (E;),  on  adopte  comme  point  de 
départ  l'équation  (E_y)  :  on  obtiendra  évidemment  des  résultats 
analogues,  que  l'on  déduira  des  précédents  par  l'échange  de  x  et 
de  y,  de  i  et  dey.  A  l'équation  (20)  correspondra  la  suivante  : 

(22)  /O)  =  X»s*j(m'+)i„1_1w!»J-»)  +  .  .  .-+-  XlO  =  O, 
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à  laquelle  satisferont  les  fonctions  Xi.  Soient 

Cl,        Ç2i         •  •  •  i        ?/« 

les  solutions  adjointes  à  xt ,  x2,  . ..,  a?,„.  A  a  correspondra  la  fonction 

et  l'invariant  &_y  de  (E_y)  aura  la  valeur  suivante  : 

<?8logp 


*-/  =  ■ 


c'a:  dy 


toute  semblable  à  l'expression  (3)  déjà  donnée  pour  hi_K.  A  la 
fonction  6,  il  faudra  substituer  la  suivante  : 

h  =  m 

(M)  a=Y->T7AyU/(X)^ 

h  =  \ 

et,  si  l'on  pose 

(25)  AA/(X)ffcF  =  T(X,ÇA), 

on  reconnaîtra  que  c  s'annule,  comme  G,  pour  X=a?^,  Y  =  y^' 

383.  Ces  remarques  étant  admises,  formons  la  suite  de  Laplace 
relative  à  l'équation  adjointe  (E').  Nous  savons  (n°  366)  qu'elle 
se  terminera  aux  équations  (Ej),  (E^_;);  et  l'invariant  k  de  (E-) 
sera  égal  à  l'invariant  h  de  (E_y),  c'esl-à  dire  à 

Si  donc  on  compare  à  la  première  suite,  on  voit  que  l'on  ob- 
tiendra tout  ce  qui  se  rapporte  à  l'équation  adjointe  en  échangeant 
i  ety,  a  et  fi,  c'est-à-dire  en  remplaçant  les  fonctions  xp,  yp  par 
leurs  adjointes  \p,  r\p.  Ainsi, 

Pour  passe/-  de  V équation  proposée  (E)  à  son  adjointe  (E'), 
il  faudra  échanger  i  et  j  et  remplacer  les  couples  (xp,  yp)  par 
les  couples  adjoints  (c]p,  t\p). 

L'intégrale  de  l'équation  (E')  sera  donc  de  la  forme 
X      X'      ...     XW      Y       Y'      ...      Y<« 


(26) 


N 


U     Ç', 


W 


ni 


Cm       Ç«i        •  •  •        ?/«  ■)«        ']/« 

N  étant  un  facteur  que  l'on  saura  déierminei 
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381.  Mais  on  peut  obtenir  une  solution  plus  précise  en  faisant 
usage  des  résultats  que  nous  avons  donnés  plus  haut  pour  le  cas 
où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  un  sens.  Si  nous  considé- 
rons cette  suite  comme  se  terminant  à  l'équation  (E<),  il  faudra 
prendre  pour  a  la  valeur  déjà  donnée 


a  =  ^1^1  +  , 
et  les  invariants  de  (E)  seront 


(27) 


dx  dy 


X 'm  rf]  m  ) 


dx  dy 


Si,  au  contraire,  nous  considérons  la  suite  comme  se  terminant 
à  l'équation  (E_y),  on  aura 

et,  si  l'on  pose 
(28)  K0=(3, 

les  invariants  de  (E)  seront  de  même 

^logKy  d 


KP=DX   p 


à? 


(29) 


loffKy. 


dx  dy 


dx  dy 


Nous  allons  vérifier  d'abord  que  ces  expressions  différentes  (27) 
et  (29)  donnent  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  invariants. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy  et  de  Binet  relatif  à  la  multipli- 
cation des  systèmes  linéaires,  la  fonction  Ht-  sera  le  produit  des 
deux  systèmes  rectangulaires 


Ti 


X2 

x> 


x\     x\ 


11 


r,V 


cest-à  dire  cj  u'elle  sera  la  somme  des  produits  de  tous  les  détermi- 
nants formés  avec  i-\-  1  colonnes  du  premier  système  et  avec  les 
colonnes  de  même  rang  du  second.  De  même,  la  fonction  Ky_, 
sera  le  produit  des  deux  systèmes  rectangulaires 


ciy'-i)     t(y"-i) 

•=1  ?2 

D.  —  II. 


PM-u 


y'/ 


i46 
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Or,  d'après  les  formules  (19)  et  (20)  du  Chapitre  précédent,  à 
chacun  des  produits  de  la  première  somme  correspond  un  pro- 
duit de  la  seconde  qui  est  au  premier  dans  le  rapport  de  (J-^'A'  à 
( — i)('+,^A^A,  A  et  A'  étant  les  déterminants  formés  respeclive- 
ment  avec  les  dérivées  des  fonctions  Xt  et  des  fonctions  ^jusqu'à 
l'ordre  m  —  1 .  On  aura  donc 


(3o) 

el,  par  suite, 


■2JL  =(_!)«+!)/     K-/-' 
>4A  (l&'A' 


<PlogH;       (PlogK/-, 


dx  dy  dx  dy 

On  trouvera  de  même,  en  changeant  /en  i —  1 ,  y"  en  y'  -h  1, 
dMogH,.!  =  d'IogKy. 

et    ainsi  se  trouve  établie  la  concordance  des  deux  expressions 
différentes  que  nous  avons  obtenues  pour  chacun  des  invariants 

de  (E). 


385.  On  peut,  en  faisant  usage  de  l'identité  que  nous  venons 

d'établir,  mettre  sous  une  forme    plus  simple   l'expression  déjà 

donnée 

X      X'      ...     X<0      Y       Y'      ...     YO') 

»(»')        v.  v'.  vti) 


M 


X[        x{ 


xm      y  m      y  m 


y\ 

J  I 


pour  l'intégrale  générale  de  (E).  Multiplions  le  déterminant  pré- 
cédent par  le  suivant  : 


1       o       o 

0    \\     Si 

o  g,    ç; 


O  O 

Il  11 

1«  11 

1/n  V/m 


O 

11 

'\m 


en  ayant  soin  de  faire  la  multiplication  colonne  par  colonne.  Si 
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Ton  tient  compte  des  relations  (i4)  et  (i 5)  établies  au  n°  370 
entre  les  fonctions  de  deux  systèmes  adjoints  et  si  l'on  pose,  pour 
abréger, 


(30 


WDva-)  _ 

S/H    J  l/l     


^/(-f-Aa 

dh+k  p 
dx'1  dyk  ' 


on  a  le  résultat  suivant 


.AI 


X 

X 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

Aoo 

Aïo 

A0i 

A,, 

Ao,/-i 

AM- 

A0/ 

A,/ 

X(j-) 

Y 

Y' 

0 

B0o 

Boi 

o 

Bio 

B,, 

o 

By-1,0 

By-1,1 

A/o 

o 

o 

A/, 

o 

o 

A,v-i 

o 

o 

A,7 

o 

o 

Y'/' 


V-i,y 
o 
o 


o  o 

(-0* 


0 


Ce  déterminant  se  développe  sans  difficulté  et  nous  donne 


(-i)'(i+/'MK/_1 


+  (__  !)«+«(/+!)  H/M 


X 

X' 

Aoo 

Aïo 

A0i 

A0,/-i 

Y 

Y' 

Boo 

Boi 

Bio 

Bu 

By-i,o 

By-1,1 

X<«> 
A/o 
A,-, 

A/,/-i 

Y</J 

Boy 


B 


/'-!,/' 


Si  l'on  attribue  à  M  la  valeur  —^  - — .  ;  '         et  si  Ton  rempl 


ace 


H/ 


ensuite  le  rapport  ^—  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (3o),  on 
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aura  enfin  l'expression  suivante  de  l'intégrale  générale 


kL  A 


X         X' 

^  0,1-1 


XU-) 
A/  j- 


(—  i  )'V+i 


!-*',„  A' 


Y  Y' 

£*oo        B0i 


B, 


Y  <y) 


'j'-u 


qui  est  parfaitement  symétrique  par  rapport  aux  indices  i  et  y  et 
ne  contient  plus  que  des  déterminants  d'ordre  i-4-i  et.  j  +  i  ; 
tandis  que  l'expression  primitive  exigeait  le  calcul  d'un  détermi- 
nant d'ordre  i-\-J.  L'expression  précédente  peut  encore  s'écrire 


Z  = 


(3a) 


H,  A  \         .  dy 


(— i)0'+i 


Dy       Y 


do; 


(te/-1 


Comparons  cette  formule  à  celle  que  nous  aurions  obtenue  en 
appliquant  la  formule  générale  (n).  L'expression  de  0  a  déjà  été 
donnée  par  l'équation  (ai),  et  l'on  peut  écrire 


(3a  bis) 


e=x-x(Y,«). 


En  la  substituant  dans  la  formule  (i4)  où  l'on  fera  ensuite 
p  =  i,  on  aura  la  valeur  de  9;.  Cette  valeur  est  nécessairement 
proportionnelle  à  Z,  et  la  comparaison  des  parties  des  deux  ex- 
pressions qui  dépendent  de  la  seule  fonction  arbitraire  X  nous 
permet  de  conclure 


(33) 


Z  = 


ML 


i  /  d*  dt-i<x 

Dx    o,  a,  — ,  •  .  •  ,  - — : — 

AX^„     *\  '     '  dy'  dy-i 


A  cette  nouvelle  expression  de  l'intégrale,  on  ajoutera   la  sui- 
vante, qui  se  démontre  de  la  même  manière  : 


(34) 


z  =  S=#?lD,(.,f9 


A' 


dx' 


dxJ-i  ) 


a-  étant  la  fonction   analogue   à    0,   définie  par  les   formules  (24) 
et  (20). 
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386.  Ces  différentes  expressions  permettent  de  former  sans 
nouveau  calcul  l'équation  aux  dérivées  partielles  dont  Z  est  l'inté- 
g raie  générale.  Comme  on  a 

il  suffira  de  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  à  laquelle 
satisfait  0/.  Si  l'on  fait  p  =  i  dans  l'équation  (E;_p)  (n°  380),  on 
trouve 


^9,-         dlogH,-,  d6,-       dlogH;  d§i       dlogH,-  dlogH,^ 


dx  dy  ày  dx  dx       dy  dx  ày 


0/=o. 


En   effectuant  la  substitution   indiquée,   on  obtiendra  pour  Z 
l'équation  suivante  : 

{35       d*Z         dlogH,--!  dZ        dlogKy-t  <?Z    [    dlogH/-.!  (HogKy-lz=;o 

dx  dy  dy         dx  dy         dy  ày  dx 

qui  est  également  sous  forme  réduite  et  parfaitement  symétrique 
par  rapport  à  i  et  à  y. 

On  passera  de  la  proposée  à  son  adjointe  en  échangeant  i  ety, 
a  et  (3.  Si  l'on  pose 


(36) 


,    (-IV7-H  /  àx  di-t*\ 


V 
l'adjointe  à  l'équation  (35)  aura  pour  intégrale  générale 

Zo 


(37) 


H/-,  Ky-, 


Ce  résultat  s'établit  par  la  méthode  que  nous  avons  employée  au 
n°  381.  On  peut,  d'ailleurs,  ajouter  à  la  formule  (36)  deux  autres 
expressions  équivalentes,  toutes  semblables  à  celles  que  nous 
avons  données  pour  Z. 
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CHAPITRE    VII. 

LES    ÉQUATIONS    A    INVARIANTS    ÉGAUX. 

llappel  des  propositions  déjà  signalées  relativement  aux  équations  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  —  Emploi  des  solutions  données  au  Chapitre  précédent.  — 
Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  proposée  ait  des  invariants 
égaux  et  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. —  Détermination  de  toutes 
les  équations  à  invariants  égaux  dont  l'intégrale  peut  être  obtenue  sous  forme 
explicite.  —  Deuxième  solution  de  ce  problème.  —  Théorème  de  Moutard.  — 
Expression  précise  de  la  solution  générale.  —  L'emploi  du  théorème  de  Moutard 
permet  d'obtenir  toutes  les  équations  dont  la  méthode  de  Laplace  peut  donner 
l'intégrale  générale. 


387.  Nous  avons  déjà  signalé  plusieurs  propriétés  très  simples 
des  équations  linéaires  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont 
égaux.  Nous  savons  (n°  329)  qu'on  peut  les  ramener  à  la  forme 
simple 

(0  a — r~  —  **■ 

ax  oy 

Nous  avons  aussi  remarqué  (n°  366)  que,  si  on  les  écrit  sous  la 
forme  précédente,  elles  sont  identiques  à  leur  adjointe,  et  que, 
dans  tous  les  cas,  on  peut  passer  d'une  équation  dont  les  inva- 
riants sont  égaux  à  son  adjointe  en  remplaçant  z  par  A.5,  \  étant 
une  fonction  convenablement  choisie  de  x  et  dey.  On  peut  en- 
core signaler  la  propriété  suivante,  qui  est  une  conséquence  immé- 
diate des  propositions  déjà  obtenues. 

Soit  (E)  une  équation  à  invariants  égaux  ;  comme  elle  est  équi- 
valente à  son  adjointe,  la  suite  de  Laplace  relative  à  cette  équa- 
tion se  confond,  évidemment,  avec  la  suite  analogue  relative  à  son 
adjointe.  Si  donc  la  suite  se  termine  dans  un  sens,  à  l'équation 
(Ert_i  )  par  exemple,  il  faudra  nécessairement  (n°  366)  qu'elle  se 
termine  en  sens  contraire  à  l'équation  (E_rt+1).  Ainsi,  les  équa- 
tions à  invariants    égaux    ne   peuvent  jamais   admettre    ces 
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intégrales  générales  dans  lesquelles  une  des  deux  fonctions 
arbitraires  est  nécessairement  engagée  sous  un  signe  d'inté- 
gration. Si  la  méthode  de  Laplace  peut  donner  leur  intégrale 
générale,  les  deux  fonctions  arbitraires  y  entreront  dégagées 
de  tout  signe  de  quadrature;  et  cette  intégrale  sera  du  même 
rang  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y.  Cette  re- 
marque est  essentielle,  et  elle  va  nous  peimiettre  de  déterminer 
toutes  les  équations  à  invariants  égaux  que  l'on  pourra  intégrer 
par  l'application  régulière  de  la  méthode  de  Laplace. 
Ecrivons,  en  effet,  la  suite  de  Laplace 

(E_BM),     (E_n+2),      ...,     (E_,),     (E),     (EO,      ...,      (E„_2),      (£„_!> 

relative  à  l'équation  (E),  et  supposons  que  cette  suite  se  termine 
aux  deux  équations  (Ert_4),  (E_rt+I).  On  aura  ici,  en  conservant 
toutes  les  notations  du  Chapitre  précédent, 

i  =  j  =  n  —  i ,         m  =  in  —  i 
et 

*   =  XX  'Il  4-  372*12  -+-  .  .  .  -+-  2-2n-ri2n-l, 


(2) 

(    P=    Ç1JKI+-   br>+'.*+   \ln-\yin-\. 

L'invariant  k  de  (E„_(  )  et  l'invariant  h  de  (E_„+))  auront  res- 
pectivement pour  valeurs 

ô-  loga  d2  log  (ï 

dx  dy  dx  dy 

La  suite  de  Laplace  relative  à  (E)  se  confond,  nous  l'avons  déjà 
remarqué,  avec  la  suite  analogue  relative  à  son  adjointe.  Il  résulte 
de  là  (n°  366)  que  l'équation  (E^)  de  la  suite  précédente  aura 
pour  adjointe  l'équation  (E_^)  de  la  même  suite;  ou,  plus  exacte- 
ment, ces  deux  équations  auront  leurs  invariants  égaux,  à  l'ordre 
près.  Si  l'on  applique  cette  remarque  aux  deux  équations  qui  ter- 
minent la  suite,  on  reconnaît  immédiatement  que  l'on  devra  avoir 

tf*  loga  d'IogS 


dx  dy  dx  dy 

ou,  en  intégrant, 

(3)  x=Ç>Q(x)a(y), 

0  et  3-  désignant  deux  fonctions  inconnues  de  x  et  dey.  On  peut 
les  faire  disparaître  comme  il  suit. 
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Si  l'on  divise  par  9  (x)  le  premier  membre  de  l'équation 
linéaire  d'ordre  in  —  i  dont  #,,  ,2?o,  ...,  x-2n_s  sont  les  solutions 
particulières,  les  nouvelles  fonctions  adjointes  £4,  ^o?  •••  sont 
égales  aux  anciennes  multipliées  par  8 (x);  l'équation  précédente 
se  réduira  donc  à  la  forme 

a=  $a(y). 

Une  opération  analogue,  appliquée  à  l'équation  dont  les  solu- 
tions particulières  sonty(,  y2,  ...,  y2«-i?  permettra  de  même 
défaire  disparaître  la  fonction  a-  (y).  Ainsi,  par  un  simple  chan- 
gement d'écriture  et  sans  diminuer  en  rien  la  généralité,  on  peut 
ramener  l'équation  (3)  à  la  suivante  : 

(4)  «  =  P, 

d'où  les  fonctions  G  et  a  ont  disparu. 

Réciproquement,  si  la  condition  précédente  est  vérifiée,  l'équa- 
tion (E)  aura  ses  invariants  égaux.  D'après  les  résultats  du  n°  380, 
cette  équation  peut,  en  effet,  être  ramenée  à  la  forme  simple 

(5)  d*z        à\ogHn^,  dz        aiogK/t-2  dz       cHogH„-2  <)logK„-2  ^_ 
dx  dy  dy  dx  dx  dy  dy  dx 

et  elle  admet  pour  invariants 

^10gH„-2  _     (^lOgKrç-, 

dx  dy  dx  dy 

Or,  on  a  ici 

/         à*  d'^OL' 

,.  ,   ,  V      dy  dy*-* 

K„_2=Dy(B,  ^ 


/       d$  à»-^\_         /       à£  d»-*P\. 

l/'  dx'  mm\'d^)-'Dx\*ld?'  ""dy^)' 


a  étant  égal  à  (3,  on  a  nécessairement 

"n— 2  ==  K«-2  j 

et,  par  suite,  l'équation  proposée  a  bien  ses  deux  invariants  égaux. 
Si,  dans  l'équation  (5),  on  effectue  la  substitution 

z  —  Z\  H «—2, 
elle  prend  la  forme  simple 

(7)  d*Zl    =       à2logH„_2^ 

dx  dy  dx  dy         1  ' 


LES   ÉQUATIONS   A    INVARIANTS   ÉGACX.  l53 

et,  d'après  les  résultats  du  Chapitre  précédent,  son  intégrale  peut 
se  mettre  sous  l'une  des  trois  formes  suivantes  : 


(3)      ' 


du  d»-*a 

Dx    x,  a>  -r-> 


(—  0"         n    /Y         ^_  ^~2a 

A'  a»"!,  H„_2     -r  V    '  a'  d.r  '   "  '  '  dx"-*  , 

ag.H,?'  Lx  _  x(!',  Y)'  "'  W  ■  •  ;  -  ^J 


(9)         «1  = 

Toute  la  difficulté  se  ramène,  on  le  voit,  à  la  détermination  des 
fonctions  xu,  y  h  pour  lesquelles  on  aura  identiquement 

a  =  [3, 
c'est-à-dire 

(n)     xlrll-+-x2-ci2  +  .  .  .-t-x2„_1r(2,l_1  =  g, yx  -+-  £2  j-,  -+- .  .  .-1-  ^«-i  J'2«-i- 
Voici  comment  on  peut  résoudre  cette  question. 

388.  Prenons  les  dérivées  des  deux  membres,  par  rapport  à  y 
par  exemple,  jusqu'à  l'ordre  in  — •  2  inclusivement,  et  donnons 
ensuite  à  y  une  valeur  particulière  quelconque.  On  obtient  ainsi 
m  —  1  relations  linéaires  à  coefficients  constants  entre  les  fonc- 
tions ccft:  H/;.  Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport  aux 
inconnues;  car  leur  déterminant 

Vy(yi,yz,  ■  ■-,  JKa«-i) 

ne  peut  être  nul  pour  toute  valeur  particulière  de  y,  les  fonc- 
tions^/ étant,  par  hypothèse,  linéairement  indépendantes. 

Les  valeurs  ainsi  obtenues  des  fonctions  ^  sont  évidemment 
des  combinaisons  linéaires  des  fonctions  Xh  ',  on  peut  donc  énoncer 
le  résultat  suivant  : 

L'équation  linéaire  d'ordre  impair  considérée  au  n°  382,  et  dont 
x{,  x-2,  .  .  .,  jr27*-i  sont  les  solutions  particulières,  doit  être  équi- 
valente à  son  adjointe;  il  en  est  évidemment  de  même  de 
l'équation  linéaire  d'ordre  impair  à  laquelle  satisfont  les  fonc- 
tions yh- 

Il  faut,  nous  allons  le  voir,  ajouter  quelque  chose  encore  à  cette 
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double  condition.  Soit 

tp(a?i,  x2,  . . .,  jr2n-i) 

la  forme  quadratique  à  coefficients  constants  définie  au  n°  375  et 
qui  permet  d'exprimer  les  solutions  adjointes  par  les  formules 

,    _  (—i)"-1    dv 
q"~         i         dxh' 
Soit,  de  même, 

'Hj'u  y-u  ..-ly-in-i) 

la  forme  analogue  relative  aux  solutions  y/t.  On  aura 

et  l'égalité  à  vérifier  prendra  la  forme 

ù<b  di>  dep  do 

OOi-r1-  "H-  •  .-(-«271-1  "3 : =/lTi-+-  •  -+JK2«-1   "j : 

On  peut  encore  l'écrire  comme  il  suit: 

dii  dii  àa  d<p 

(tyi  ày2n-i  dyx  ày.2n-X 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  les  deux 
fonctions  co  et  ^  doivent  être  les  mêmes.  S'il  en  était  autrement,  il 
suffirait  d'attribuer  à  la  variable  y  une  valeur  particulière  quel- 
conque et  l'on  obtiendrait,  contrairement  à  l'hypothèse  faite  au 
début,  une  relation  linéaire  entre  les  fonctions  xt,  x2,  ...,  x<,n_\. 
On  est  donc  conduit  à  la  proposition  suivante  qui,  rapprochée  des 
résultats  obtenus  dans  les  deux  derniers  Chapitres,  donne  la  so- 
lution complète  et  précise  du  problème  proposé  : 

On  détermine  toutes  les  équations  à  invariants  égaux  qui 
s'intègrent  par  la  méthode  de  Laplace  en  prenant,  pour  les 
fonctions  Xh  et  y/t,  les  solutions  particulières  de  deux  équa- 
tions linéaires  d'ordre  impair  équivalentes  à  leur  adjointe  et 
en  choisissant  ces  solutions  particulières  de  telle  manière  qu'il 
existe  entre  les  solutions  y  h  et  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre 
n  —  2  la  même  relation  quadratique  qu"1  entre  les  solutions  Xk 
et  leurs  dérivées  jusqu'au  même  ordre. 
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389.   Appliquons  la   proposition   précédente    aux   cas    les  plus 
simples.  Si  l'on  a 


il  y  a  un  seul  couple  {x\,  yt)  que  l'on  peut  réduire  à  (  i,  i  ).  On  a 

s  =  X  —  Y, 

et  l'équation  correspondante  est 

dx  dy 

Si  n  est  égal  à  2,  il  y  a  trois  couples  (a?,  ,yt  ),  (x2,  .7*2)7  ( a? 3 ,  JK 3 ) • 
Les  fonctions  a?t,  j?2>  ^3  devront  être  reliées  par  une  équation  du 
second  degré  que  nous  supposerons  ramenée  à  la  forme 

x\  1X\X$  =  o. 

Les  fonctions  yif  y2,  y 3  devront  alors  être  liées  par  l'équation 
.ri  —  271^3  =  0. 


y-i 


Si  l'on  prend  comme  nouvelles   variables  :v,y  les  rapports—  > 
—  et  si  l'on  réduit  (n°  341)  le  couple  (sci}  yt)  à  l'unité,  on  obtient, 

en  tenant  compte  des  relations  quadratiques,  les  trois  nouveaux 
couples 


On  a  ici 


1       (  T,Ja" 


'ç.2  =  —  x, 


e».=  1". 


Les  premiers  membres  des  équations  auxquelles  satisfont  les 
solutions  xi  et  les  solutions  y;  sont 


On 


/(«)■=  co",  »(0)  =  6" 


a  encore 


A  =  A3=  A'=  [x3=  1,  H/t_2=a  = 


(^-r)2 


L'application  de  la  formule  (8)  nous  donne  donc 


X     X' 

da 

dx 


a 


Y     Y' 

da 

a     — 

dy 
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OU 

/       v  2(X  —  Y) 

(12)  zx  = X  —  Y  . 

x—y 

L'équation  dont  zK  est  l'intégrale  générale  est 
d2zt  d2  loga  2 


(i3) 


dx  dy  dx  dy  (x — y)'2 


Si   l'on  n'avait  pas  fait  un  choix  particulier  des  variables  indé- 
pendantes, on  aurait  obtenu  l'équation 

(l4)  5^  =  (X1-Y1)»*1' 

et  l'intégrale  générale  serait 

X  —  Y         X'         Y' 


(i5)  Si  =2 


X,  -  Yj        X',        Y', 


Passons  maintenant  au  cas  où  il  y  a  cinq  couples.  Les  expres- 
sions des  fonctions  x/n  yh  résultent  des  formules  données  au 
n°  376.  On  aura,  si  l'on  choisit  convenablement  les  variables  in- 
dépendantes x  et  y, 

v-2  =  f,  y%  =  y", 

xz=x$"— -p',  y»  =  yf  —  y\ 

S '2  y'2 

a?«=pp'— -^-»  rs=YY"— -^-; 

tS  désignant  une  fonction  de  x  et  y  une  fonction  âe  y.  De  plus,  la 
formule  (43)  du  n°  375  nous  donnera 

h  =  (—  i)*-1  *«-/*,         ttia=  (—  i)/i_1r6-:ft. 

On  aura  donc 

a  =  #iJKs  —  ^2jK4  -+-  sc^yz  —  xky<>_  -+-  x-6yi 

=  (y  -  P)  (Yg-  P')  -^  (fT, pf  )2  '-  PV  (rTa?)2  *  (y  y'-  YT)  (7  -  »)■ 
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L'application  de  la  formule  (8)  nous  donne,  tout  calcul  fait, 

(x-yj^-^+ffil^-T'-r^-^l+^tr'-P'-YV-^i 


L'écriture   de    cette  formule    se    simplifie   si  l'on    introduit   la 
fonction  suivante  : 

(.G)  e  =  2(p-ï)-(p'H-ï')(a?-<r> 

On  a  alors 

/X'\'       /Y' 


(17) 

2X'  <Hog8        2  Y'  dlogO 


et  ^,  satisfait  à  l'équation 

d*z,  ()Mog8 

(iS)  =  —  2-v — r— -Si- 

ete?  c*jk  àx  oy 

Le  calcul  détaillé,  que  nous  omettons,  révèle  un  fait  intéressant 
et  qu'il  serait  possible  d'établir  d'une  manière  générale.  Le  déter- 
minant H/2_o  est  toujours  un  carré  parfait;  ou,  plutôt,  il  est  de 
la  forme 

F(ar)GOOK*, 

et  le  facteur  K  ligure  à  la  première  puissance  seulement  dans  les 
dénominateurs  des  différents  termes  de  Z\. 

Si  l'on  employait  les  expressions  générales  sous  forme  d'inté- 
grales, indiquées  au  n°  376,  des  fonctions  Xh-,  y  h,  on  pourrait 
écrire  la  valeur  générale  de  ~t  sous  une  forme  où  tout  serait 
connu  ;  nous  nous  contenterons  ici  des  exemples  que  nous  venons 
de  traiter. 


390.  Dans  la  troisième  Partie  du  Mémoire  que  nous  avons 
cité  au  n°  343,  Moutard  s'était  occupé  spécialement  des  équa- 
tions de  la  forme 

(19)  —  =  kz, 
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et  il  a  publié  une  nouvelle  rédaction  de  cette  Partie  de  ses 
recherches  dans  le  4oe  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Poly- 
technique (').  La  méthode  de  Moutard  repose  sur  un  beau 
théorème  que  nous  n'avons  pas  eu  à  employer  dans  la  solution 
précédente;  nous  allons  la  faire  connaître  ici  d'une  manière 
détaillée. 

Désignons,  pour  plus  de  netteté,  par  ^(^)  l'expression 

et  supposons  que  l'on  connaisse  une  solution  quelconque  w  de 
l'équation 

(ai)  g(s)  =  A(a?,7> 

Cette  équation  étant  identique  à  son  adjointe,  le  produit 

à*  s 


dx  dy 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

dm     m 

dx        dy 
et,  en  effet,  on  a 


d*z        ,    \  d*-z  d*ui 

—  kz\   —  lù- 


\  dx  dy  ]  dx  dy  dx  dy 

d    [     dz           àia\         i     d    (     dz        '   dvn\ 
-  —     oj 


2  dx  \     dy       ~  dy  )     '    2  dy  \     dx  dx  / 

Ecrivons  donc  l'équation 

J>_/     dz         '  "  <>a>  \  d  I     dz  du  \   _ 

dx  \     dy  dy  ]        dy  \     dx  dx  / 

(')  Moutard,  Sur  la  construction  des  équations  de  la  forme 

1      d'-z 


z  dx  dy 


=  Mviy)i 


gui  admettent   une  intégrale  générale  explicite  (Journal  de  l'École   Poly- 
technique, 45e  Cahier,  p.  1;  1878). 
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qui  est  identique  à  la  proposée  (21).  Elle  exprime  évidemment 

que 

dz  _     <hà \         _  /     dz  __     àta\ 

dx        "  dx  /  \     dy        "  dy  / 

est  une  différentielle  exacte.  On  peut  donc,  à  chaque  solution  z, 
associer  une  fonction  6,  telle  que  l'on  ait 

,      x  à%  dz  dio  dft  dz  dta 

(  22  )  l-  —  ma '  ~  7~  '  —  -J-  —  LoÂ z  ZT~  • 

dx  dx  dx  dy  dy  dy 

Il  est  aisé  d'éliminer  z  et  de  trouver  une  équation  linéaire  du 
second  ordre  définissant  la  fonction  6.  Les  formules  précédentes, 
écrites  comme  il  suit 


(=) 


"   \0ij  :       M  \Ô  ta 


102  dx  dx  œ2  dy  dy 

montrent,  en  effet,  que  l'on  aura 

dy  \w'-  dx  )         da?\io2  dy  / 

ou,  en  développant, 

d20  dm   dO         dta  db   _ 

dx  dy        dy   dx        dx  dy 

Or,  si  l'on  pose 

6  =  CO.tT, 

l'équation  en  cr  prend  la  forme 

i_     c)2?      _  _ 

Pour  déterminer  jji,  il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  en  0 
admet  la  solution  particulière  0=  1  ;  l'équation  en  <r  doit  donc 
admettre  la  solution  —  et  l'on  a 

tu 

s-  peut  s'exprimer  en  fonction  de  z  par  la  formule 

(  25  )  a  =  —  =  —     /        to2  — r — -  dx  —  102 dy     , 

10       u>  J      \_  dx  ày        J  y 
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et,  inversement,  Z  peut  s'exprimer  en  fonction  de  a-  par  la  relation 
analogue 

(a6)         z=tûr\j.dJ^idx-itdJ^2dy\. 

v  J     |_tu!      oï  eu2      dy       J  \ 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  connaît  une  solution  particulière  co  de  V équation 

et  que  l'on  forme  V équation  nouvelle 

8<'>  =  8(5)' 

toute  solution  de  V une  des  deux  équations  permettra  de  déter- 
miner, par  une  simple  quadrature,  une  solution  de  l'autre. 
Si  donc  on  connaît  V intégrale  générale  de  V une  des  deux 
équations,  on  pourra  déterminer  V intégrale  générale  de 
Vautre   équation. 

La  relation  entre  les  deux  équations  est  évidemment  réciproque  ; 
si,  pour  abréger,  nous  disons  que  l'on  passe  de  la  première  à  la 
seconde  par  la  solution  w,  on  passera  de  la  seconde  à  la  première 

par  la  solution  —  • 

391.  On  peut  rattacher  la  proposition  précédente  à  la  considé- 
ration de  certains  systèmes  du  premier  ordre  qui  se  présentent 
dans  différentes  questions  de  Géométrie.  Ces  systèmes  contenant 
deux  fonctions  inconnues  p  et  q  sont  de  la  forme  suivante 

(27)  ^E=x^,       *£.=  —  •&*£, 

dx  dx  dy  dy 

où  \  est  une  fonction  donnée.  Comme  les  équations  précédentes 

ne  changent  pas  lorsqu'on  échange/?  et  q  en  remplaçant  X  par  y, 

il  est  clair  que,  si  l'on  sait  les  intégre/pour  une  valeur  de  X, 
on  saura  aussi  le  faire  pour  la  valeur  inverse  de  X.  Nous  allons 
voir  que  cette  simple  remarque  donne  la  proposition  de  Moutard. 
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Commençons  par  éliminer/?.  Nous  aurons  l'équation 

Oy  \      OxJ        dx  V      ày) 
qui  a  ses  invariants  égaux  et  se  ramène  à  la  forme 

(28)  g(*?)=*g(>0; 

si  l'on  change  dans  cette  équation  q  enp,\  en  s->  on  aura 

^  %(i)  =  %(£)■ 

La  comparaison  de  ces  résultats  établit  immédiatement  le  théo- 
rème énoncé  plus  haut  :  De  chaque  solution  de  V équation 

g(*)  =  g.(«0 

on  peut,  par  une  simple  quadrature,  déduire  une  solution  de 
V  équation 

g(*)  =  g 

Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  permettent  évidem- 
ment de  déduire  de  toute  équation 

(3o)  gOO  =  X, 

que  l'on  sait  intégrer,  une  suite  illimitée  d'équations  nouvelles  et 
de  même  forme  dont  l'intégrale  se  déterminera  par  de  simples 
quadratures.  Donnons  en  effet  aux  arbitraires,  fonctions  ou  con- 
stantes, qui  entrent  dans  l'intégrale  générale  de  l'équation  précé- 
dente, des  valeurs  particulières,  mais  quelconques;  et  soit  w  le 
résultat  obtenu.  Nous  pourrons,  par  une  simple  quadrature, 
obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  nouvelle 


(30  8^0  =  8 

Donnons  de  même,  aux  arbitraires  qui  entrent  dans  cette  seconde 

intégrale  générale,  des  valeurs  particulières,  et  soit  to{  la  valeur 

D.  —  II.  ii 
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qu'elle  prend  alors.  Nous  pourrons  de  même  déterminer  par  de 
nouvelles  quadratures  l'intégrale  générale  de  l'équation 

(32)  S(*)=-8 

et  ainsi  de  suite.  En  continuant  indéfiniment,  on  obtiendra 
toujours  des  équations  de  la  forme  (3o),  dans  lesquelles  X  con- 
tiendra un  nombre  de  plus  en  plus  grand  de  constantes  ou  de 
fonctions  arbitraires. 

On  peut  signaler  quelques  relations  intéressantes  entre  toutes 
ces  équations.  Ecrivons-les  sous  la  l'orme 

g(*)  =  x,     g(*)  =  xlf     ■••,     gco  =  >* 

et  soit  iti/f  la  solution  par  laquelle  on  passe  de  l'équation  de  rang 
A"  H-  i  à  l'équation  de  rang  A"  -h  2.  On  aura 

(33)  g(»i)  =  ^  g(^)=^ 


f  ç(«,_1)  =  Xf.1>        g(~^)  =**• 


On  en  déduit 


et,  si  l'on  ajoute  toutes  les  équations  obtenues,  on  trouvera 

(34)  X;=X  —  2^— log(œu),...  in/_,). 

Si  l'on  a  obtenu,  par  exemple,  avec  deux  fonctions  arbitraires, 
l'expression  générale  de  w,  la  solution  u>,  contiendra  deux  fonctions 
arbitraires  nouvelles,  et  ainsi  de  suite  :  l'expression  de  X;  contiendra 
donc,  en  tout,  ii  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  a  choisi  des  solu- 
tions particulières,  on  sera  conduit  à  des  équations  nouvelles  qui 
ne  contiendront  pas  nécessairement  plus  d'arbitraires  que  la  pre- 
mière, mais  qui  seront,  en  général,  d'une  forme  différente. 
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Nous  choisirons  comme  exemple  l'équation 

à2  z  F      m  (m- — i)         n(n  —  i) 


(35)  d'Z    =  [      m(m  —  1) 

dxdy         l        (x  —  y)*- 


{x  +  y)* 


qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  d'Euler  (n°  346). 
Elle  admet  la  solution  particulière 

(36)  u)  =  (x  —  y)"l{x-\-  y)n. 

Si  l'on  emploie  cette  solution,  on  sera  conduit  à  l'équation 
nouvelle 

cr/-\  -  o  {L\  -  ~~  wO  +  0    ,    "("  +  ') 

qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  changement  de  m  et  n 
en  m  -h  i ,  n  -h  i .  Si  l'on  désigne  par  A(m,  n)  l'équation  (35),  on 
voit  que  l'intégration  de  A(a?i+  i,  n -h  i)  et  celle  de  A(m,  n) 
sont  deux  problèmes  équivalents.  On  développera  aisément  les 
conséquences  de  cette  remarque;  il  en  résulte  que  l'on  peut 
intégrer  l'équation  A(m,  n)  toutes  les  fois  que  m  et  n  sont  des 
nombres  entiers  (1). 

392.  Revenons  au  théorème  général.  Il  est  aisé  de  montrer  que, 
si  l'on  connaît  la  solution  de  Riemann,  définie  au  Chapitre  IV, 
pour  l'équation  primitive,  on  saura  déterminer  cette  solution  pour 
chacune  des  équations  suivantes  :  à  cet  effet,  reprenons  les  for- 
mules (26)  et  (26)  en  les  écrivant  de  manière  à  donner  un  sens 
précis  aux  intégrales.  Si  u>0,  z0,  <70  désignent  respectivement  les 

( 1  )  Si  l'on  pose 

(x  —  y)2=u,        (x-hy)2=v,        z  =  (x  —  y)"l(x  +  y)n§, 
on  obtient  pour  9  l'équation 

(926        d:e     /        i\  de     /       i\  de 

u  ^—,  —  v  t—,  -h(m  +  -  )- [n-+-  --T- 


du1  dv2       \  2/  au       \         ijdv 

dont  l'intégrale  est 

Am+n 

6=  du-  dv»  E  ?  (  t/"  +  vM  +  4*  (  /«  -  vML 

lorsque  m  et  n  sont  entiers  positifs.  Comme  l'équation  A(/n,  n)  ne  change  pas 
quand  on  y  remplace  m  par  1 —  m,  ou  n  par  1  —  n,  on  peut  toujours  supposer 
m  et  n  positifs. 
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valeurs  de  to,  de  z  et  de  o-  pour  x  =  x0.  y  =  y0,  on  aura 
(.5/  w  =  "•'•+jf^   w2  ^  (S)  rf*  -  w2  £  (S)  ^' 

-     „  w  W-30  /-"r>^    I       d  i        c? 

(26)  3 =  w   /  — -  — -  (toa)cte — -  (a)(T)rfy. 

Ces  formules  nous  permettent  de  résoudre  directement  le  pro- 
blème général  suivant,  qui  comprend  comme  cas  particulier  celui 
que  nous  avons  en  vue  : 

Déterminer  la  solution  g  de  Véquation  (24) 

W  gH>  =  «(£)' 

qui  prend  des  valeurs  données  à  V avance  quand  on  y  fait 
soit  x  =  x0,  soit  y  =  jKo- 

En  effet,  si  dans  la  formule  (26)'  on  fait  y=y0l  elle  devient 
(a6)«  z-^l  =  iùJ    i_|_(wa)^        (y  =  y0). 

Les  valeurs  de  a-  sont  données  par  hypothèse  pour  y  =y0>  Donc 
la  formule  précédente  fera  connaître  sans  ambiguïté  celles  que 
prend  la  solution  z  de  l'équation  proposée 

g(*)  =  g(<o), 
pour  y=y0. 

Si,  dans  la  formule  (26)',  on  fait  de  même  x  =  x0,  elle  donne 

et,  par  suite,  on  connaîtra  la  valeur  que  prend  z  pour  x  =  x0. 

Puisque  l'on  connaît  les  valeurs  de  z,  soit  pour  x  =  x0,  soit 
pour  y=y0,  l'application  de  la  méthode  de  Riemann  à  l'équation 
proposée  fera  connaître  la  valeur  que  prend  z  lorsque  x  et  y  sont 
quelconques.  Et  ensuite  la  formule  (25)'  donnera,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  et  de  y,  l'expression  de  <r  qui  donne  la  solution 
du  problème  proposé. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  avoir  la.  solution  de 
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Riemann  pour  l'équation  (24)'.  Il  faudra  supposer  que  o-  se 
réduise  à  1,  soit  pour  x  =  x0,  soit  pour  y  =  y0.  On  aura  alors, 
par  les  formules  (2Ô)a  et  (26)^, 


z-hi=  (-0  +  O  — 

10  0 

pour 

r  =  ro 

z—  i  =  (*o— 1)7- 

pour 

*  =  *0 

On  pourra  toujours  supposer  z0  =  o  et  il  faudra  déterminer  la 

solution  ;  de  1  équation  proposée  qui  se  réduit  ai pour  x  =  x0 

et  à  —   — -  1  pour  y=y0,  ce  qui   ne  présente    aucune    difficulté 

lorsque  l'on  connaît  la  solution  de  Riemann  relative  à  cette 
première  équation. 

393.  Nous  nous  bornerons  aux  remarques  précédentes,  et  nous 
nous  attacherons  au  problème  particulier  qui  a  fait  l'objet  des 
recherches  de  Moutard,  en  montrant  comment  l'application  de  la 
proposition  générale  fournit  un  procédé  régulier  qui  permet  de 
former  toutes  les  équations  de  la  forme  considérée  pour  lesquelles 
l'intégrale  sera  donnée  par  la  méthode  de  Laplace. 

Nous  établirons,  d'abord,  la  proposition  préliminaire  suivante, 
qui  nous  sera  d'ailleurs  utile  dans  d'autres  recherches  : 

Etant  données  les  expressions 

?0=AX  +  AjX'-h.  . .-+-  AiX<*\ 
W1  =  BX+B1X'+...+  BAX<«, 

où  A,  B,  A1;  B,,  ...  désignent  des  fonctions  déterminées  de  x 
et  de  y  et  X  une  fonction  arbitraire  de  x,  si  V expression 

W0  dx  ■+-  *Fi  dy 

est  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
la  fonction  arbitraire  X,  on  pourra  toujours,  par  des  opéra- 
tions purement  algébriques,  mettre  V intégrale 


I 


(Wodx^-W^dy) 
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sous  l'une  ou  V  autre  des  formes  suivantes  : 

xt  -+-  c,  x;+  CjXï-4-.  . .-+-  C/,x<*>; 

CiXj  -+-  G2X'1  +  .. .+  C/,X(1/'-1)-F-  const.. 

X!   désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire  qui,   dans  la 
seconde  forme,  peut  être  prise  égale  à  X. 

En  effet,  on  peut   toujours,    en  effectuant  des  intégrations  par 
parties,  ramener  W0  à  la  forme 

W0  =  |-  [DX  +  D!X'  +  . . .-+-  Dy^Xi*-»]  -+-  QX, 
ox 

û  avant  la  valeur  suivante  : 

Si  donc  l'on  considère  la  différence 

C  — DX—  DtX'— ...—  da_1x^-i»=  <;', 
on  aura 

W2  étant  ordonné,  comme  ^F^  par  rapport  aux  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire.  Le  second  membre  étant  encore  une  différen- 
tielle exacte,  on  devra  avoir 

dv*  =xdQ. 

àx  dy 

Cette  équation  ne  peut  être  vérifiée  que  si  W2  est  identiquement 
nul  :  si  ^2  contenait,  en  effet,  un  seul  terme  en  X  ou  en  X',  .  .  ., 
la  différentiation  par  rapport  à  x  introduirait  dans  — — -  au  moins 
une  dérivée  de  X;  et  le  premier  membre  de  l'égalité  précédente 
ne  pourrait  être  égal  au  second  pour  toutes  les  formes  possibles  de 
la  fonction  arbitraire.  On  a  donc  nécessairement 

dQ 

û  dépend  donc  seulement  de  la  variable  x;  si  0  est  nulle,  on  a 

C  =  DX  +  D!X'  +  ...+  D*-iX<*-«+  const.  ; 
c'est  la  seconde  des  formes  signalées  dans  l'énoncé.  Si  û  n'est  pas 
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nulle,  elle  dépendra  seulement  de  x;  on  aura 

ç'  =  faxdx, 

Ç  =  DX+  D,X'  +  ."..+  DA_,X<*-»>-t-  f  9.\dx. 

Si  Ton  pose 

QX  =  X'lJ 

X,  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire,  Ç  prendra  la  forme 

ç=Xl+^+Dl(^y+...+Di_,(^y- 

qui  est  la  première  indiquée  dans  l'énoncé. 

La  proposition  que  nous  avions  en  vue  se  trouve  ainsi  entière- 
ment établie;  elle  s'étend  évidemment  au  cas  où  *F0  et  Wt  seraient 
des  fonctions  linéaires  d'une  fonction  arbitraire  Y  de  y  et  des 
dérivées  de  cette  fonction,  ou  même  contiendraient  simultanément 
deux  fonctions  arbitraires  X,  Y  de  x  et  de  y  et  leurs  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  déterminé. 

394.   Soit  maintenant 

(37)  g(*)  =  * 

une  équation    dont  on    puisse    obtenir   l'intégrale    générale   sans 
aucun  signe  de  quadrature.  Ecrivons  celte  intégrale 

z  =  MX-t-MtX'  +  ..  .  +  iMA-,XW-i;+NY  +  NtY'-h. ..+  Nj^iY^». 

Pour  abréger,  nons  désignerons  par/,  (u),  f2  (u)  les  polynômes 
linéaires  suivants  : 

r  /    \       ai  v,    du  .        dk~lu 

/1(«)  =  M«+I1-+...+  Mm^-i, 

/•  /  m  M    au  „        dk~i  u 

on  aura  ainsi 

(38)  *=/i(X) +/,(•¥). 

Introduisons  les  polynômes  gK(u),  g2{u)^  adjoints  respective- 
ment à  y,  (m),  f2(u).  Ils  donneront  naissance  à  des  identités  de 
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la  forme 

\  i'/i(b)-»^(«')  =  ^B'(w>  p)' 

(39)  ^ 

où  B,  et  B2  sont  les  fonctions  bilinéaires  de  u,  v  et  de  leurs  déri- 
vées qui  ont  été  définies  au  Chapitre  précédent.  Ces  notations  étant 
admises,  donnons,  dans  la  solution  générale  z,  des  formes  parti- 
culières X(,  Y,  à  X  et  à  Y;  nous  aurons  une  solution  particulière 

(40)  a>=/1(X1)+/2(Y1); 

et  nous  savons  que  la  fonction  c  définie  par  l'égalité 

(41)  ttW=/[(w^— ë)^"^^-/^)^] 
sera  l'intégrale  générale  de  l'équation 


(4»  S(')  =  8U 

Pour  calculer  g  nous  remplacerons  successivement  z   par  ses 
deux  parties 

(43)  *i  =  /i(X),        *,  =  /,(¥). 

Soient  irf,  a*  les  deux  parties  correspondantes  de  a-;  on  aura 

(44)  a  =  ai+  a, 

et 

(4^  )  WÎ!  =  W^i —  2     /     (  Zy  —  dx  -+-  10  — -  df  )  . 

Dans  la  première  des  identités  (3c>),  substituons  X  à  u  et  —  à  v, 
elle  prendra  la  forme 

(46)  ..--X^-j^-B^X,- 

et  donnera  une  expression  de  ^  —  que  l'on  peut  substituer  dans 
l'expression  de  crf.  On  a  ainsi 


COŒ.  =   CD, 


-■/i.[sB'(*.=)+-M£)]*+-£«H. 
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ou,  en  intégrant  partiellement, 

«— * '-*(*=)-'yM£)M»t-£M*.=)M 

La  quadrature  qui  figure  dans  cette  formule  est  de  celles 
auxquelles  s'applique  la  proposition  précédente.  Le  coefficient 
de  dx  et  celui  de  dy  y  sont  ordonnés  suivant  les  dérivées  de  la 
fonction  arbitraire  X;  comme  celui  de  dx  ne  contient  que  X,  il 
faut,  d'après  la  remarque  même  qui  constitue  le  point  fonda- 
mental de  la  démonstration  du  numéro  précédent,  que  l'on  ait 

W  ày        ày     l  \    {  dx  J   ~  °' 
et  que  gK.  l  -r—  )  dépende  de  la  seule  variable  x.  On  vérifie  aisément 


dx  t 
l'égalité  précédente.  Comme   le  premier  membre  y  est  ordonné 

suivant  les  dérivées  de  la  fonction  arbitraire  X,  il  suffit  de  montrer 

que  sa  dérivée  par  rapport  à  x  est  nulle.  Cette  dérivée  a  pour 

expression 

d'2Zi         dw  dz{  à2  f      dui\ 


dx  ày 


dx  dy        dx    dy        ày  dx        \    '  dx  J 

à'-Zi     i   àtxi  dzi        d  F     àiu  {doj\~\  _        d2jSl 

dx  dy      dx  dy       dy  [_   1  dx  *     \àx/j  dx  dy 

On  a  donc,  en  définitive, 

(47)  «l7-/(X)-,B,(x,g)-./x«(g)*, 

et  l'on  trouverait  de  même,  en  échangeant  x  ely, 

(48)  w,2  =  -a)/2(Y)  +  2B2(Y,^  ^^Jxg2(^dy. 

L'expression  définitive  de  a-  sera  donnée  par  la  formule 

(   oi,  =  a»/1(X)-u,/1(Y)-2B1(x,^)  +2B2(Y,^) 

(49)  l  \ 

i  ~  '2fXgi  (^) dx  +  \fYg*  (àj) dy' 

et  il  suffira  de  remplacer  X  et  Y  respectivement  par 

X'  T 

/dw\'  /du)\' 


à2u> 

=  o. 
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pour  obtenir  une  expression  de  <r  débarrassée  de  tout  signe  de 
quadrature.  On  pourrait  objecter  que  gs  (  —  ]  ou  g '2  (  t-  )  seront 
toujours  nuls;  mais  on  reconnaîtra  aisément,  en  prenant  le  coef- 
ficient de  la  plus  haute  dérivée  de  X,  clans  g{  (  —  )  ■>  que  cette  ex- 
pression, ainsi  que  g2  (  —  )  >  ne  peut  être  nulle  dans  le  cas  général. 
On  a  évidemment 


°     \  Ox  ]        ' \       Ox       j  \       dx 

Le  second  terme  est  ordonné  suivant  les  dérivées  de  la  fonction 
arbitraire  Y,  ;  le  premier  membre  dépendrait  certainement  de  y  si 
toutes  ces  dérivées  ne  disparaissaient  pas.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 
identiquement 

è'1  " 


dx 
et  de  même 

dy 

Il  serait  aisé  de  vérifier  toutes  ces  identités  en  s'appuyant  sur 
notre  première  solution  et  sur  les  formules  que  nous  avons  don- 
nées au  n°  387.  Elles  permettent  évidemment  de  simplifier  les 
calculs  et  nous  donnent 

Si      3T 


\dx  ol\       dx 

(5o)  ( 


Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(5l)  < 

il  faudra,  dans  l'expression  de  co<r,  remplacer  X  et  Y  respective- 
ment par 

X'  Y' 

«Pi  (Xj)'      ^(YiV 
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et  l'on  obtiendra  l'expression  définitive 

(  (no  =  t»fi  (   ;     )  — 10 /2 


,?i(Xi)/  ■/-V?2(Y1), 

(52)  < 

j  _  /    x'     dto\       D  /   y      <?co\      v      v 

f         —  aB-j  (  — -tt-t»  -r-     +-  2B,    — 7TTT'  —     —  2X  -+-  2 Y, 

qui  est  de  rang  A :+  i  au  plus  par  rapport  à  x  et  à  y.  Remarquons 
que  cette  dernière  transformation  de  l'expression  a-  suppose  essen- 
tiellement les  fonctions  cp^X,)  et  ©2(Y,)  différentes  de  zéro.  Ces 
fonctions  pourront  devenir  nulles  pour  certaines  valeurs  parti- 
culières de  X,  et  de  Y,  ;  nous  aurons  à  examiner  plus  loin  cette 
hypothèse;  mais  nous  allons  auparavant  indiquer  les  applications 
des  résultats   précédents- 

395.  Prenons  comme  point  de  départ  l'équation 

—  =  o. 

dx  oy 

On  aura  ici 

z  =  X  —  Y,        o>  =  X1  — Yt, 

Bl(u,  v)  =  o,         B2(m,  v)  =  o, 

L'application  de  la  formule  (49)  donnera  donc 

( 53 )  a  =  X  -+-  Y  -  Xi^_Yi  jf  XX',  dx  +  ^^  /yY',  dy. 

X'  Y' 

Remplaçons  X  par  =7-*  Y  par  ^r  5  nous  aurons 

X        Y  X  — Y 

(54)  <j  = 


X,        Y'j  Xi  —  Yt 

et  o-  satisfera  à  l'équation 

Pour  continuer  les  calculs,  supposons  qu'on  ait  choisi  comme 
nouvelles  variables  x  et  y  les  fonctions  X,  et  Y,.  L'expression 
de  z  deviendra 

(56)  *  =  X'+Y'—  2X~~Y- 

x  —  y 
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Prenons  pour  valeur  de  la  solution  co 


(57)  w  =  (3'-+-  y' 


;r  — 7 


[3  désignant  une  fonction  de  x  et  y  une  fonction  de  y . 
On  aura  ici 

.  .    .               ,          2  u  ,  .    .               ,           2  £/ 

/ ,  (  W  )  =          M >  /^(ll)  =         U ! 

*^                               .r  —  _y  j  *\.    /                    y  —  x 

,          111  ,          111 

g\{u)=—U ,  g2(u)=r—U . 

x  — y  °                              y  —  x 

Bi(w,  p)  =  uv,  B2(m.  v)  =  uv, 

fâM\                 a»>  /dt0\                   m 

gy     7T      =~P   »  ^     —      =-Y'". 


,ete/  '    '  \ày  ] 

L'application  de  la  formule  (49)  donnera  donc 

aX  v,         2  Y  aX  dw        2  Y  du> 

a  =  X Y — -  h — 

a;  —  7  x  —  y         un    ox         io    0/ 

si  l'on  introduit  la  fonction 

6  =  ta  {y  —  x) 

X'  Y' 

et  si  l'on  remplace  X  par  ^>  Y  par  — ,  on  retrouvera  l'expression 

de  l'intégrale  générale 

(58)a=(r)-(_)-?;r-^-  +  .-.-^--ïï(X-Y)(.-r), 

déjà  donnée  au  n°  389.  L'application  de  la  formule  (34)  montre 
que  a-  satisfera  à  l'équation 

tous  ces  résultats  sont  en  parfait  accord  avec  ceux  que  nous  avons 
déjà  obtenus. 

396.  L'application  de  la  méthode  peut  encore  se  poursuivre. 
Les  deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter  nous  permettent  de 
reconnaître  qu'elle  conduit  aux  équations  les  plus  générales  pour 
lesquelles  l'intégrale  générale  est  de  rang  2  ou  3.  Mais  donnera- 
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t-elle  toutes  les  équations  dont  la  méthode  de  Laplace  peut  fournir 
l'intégrale  générale?  Ce  point  n'est  nullement  évident,  et  Moutard 
ne  l'a  pas  établi.  On  peut  faire  disparaître  toute  difficulté  à  l'aide 
des  remarques  suivantes,  qui  nous  donneront  d'ailleurs  des  indi- 
cations utiles  sur  le  passage  de  chaque  équation  à  la  suivante. 

Nous  prendrons  comme  point  de  départ  la  valeur  générale  de  z 
donnée  parla  formule  (38),  et  nous  supposerons  que  cette  expres- 
sion soit  effectivement  de  rang  k,  tant  par  rapport  à  x  que  par  rap- 
port à  y.  Il  résulte,  en  effet,  des  développements  donnés  au  n°  387 
que  l'intégrale  générale  d'une  équation  à  invariants  égaux  est  néces- 
sairement du  même  rang  par  rapport  aux  deux  variables  indépen- 
dantes. L'expression  de  z  sera  formée  avec  ik  —  i  couples 
(^i,  Ji),  {%2,y2),  • ..,  (&2k-f,  yzk-i);  c'est-à-dire  qu'elle  s'an- 
nulera quand  on  y  remplacera  X  par  Xh  et  Y  par  y  h,  h  prenant 
les  valeurs  i,  2,  ...,  ik — i.  Par  suite,  si  l'on  remplace,  dans 
l'expression  de  to,  les  fonctions  X,  et  Y,  par  x  h  d  y/i,  <*>  s'annu- 
lera identiquement,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées.  On  aura  donc 
nécessairement 

On  voit  que  l'équation  linéaire 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  x  (n°  394),  admet  les  solu- 
tions particulières  xt,  x2,  ....,x2k-t  (')• 

On  peut  énoncer  évidemment  la  même  propriété  pour  le  po- 
lynôme cp2(w),  qui  s'annule  quand  on  y  remplace  u  par  jki  ,  y2,  .  .  . , 

Admettons  d'abord  que  les  deux  fonctions  X,  et  Y,,  qui  entrent 


(')  D'après  une  des  propositions  énoncées  à  la  fin  du  Chapitre  V,  on  reconnaît 
immédiatement  que  le  polynôme  <ol(u),  défini  par  cette  égalité 

est  égal  et  de  signe  contraire  à  son  adjoint.  Ce  résultat,  que  nous  retrouverons 
plus  loin  sous  une  autre  forme,  confirme  ceux  que  nous  a  fournis  notre  première 
solution. 
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dans  l'expression  de  oj,  ne  vérifient  aucune  des  équations 

Çl(X!)  =  O,  ?2'(Yi)  =  O. 

Alors  la  formule  (52)  présentera  <7  sous  la  forme  d'une  expres- 
sion de  rang  au  plus  égal  à  A~  +  t ,  soit  par  rapport  à  x,  soit  par 
rapport  à  y.  Nous  allons  montrer  que  cr  est  effectivement  de  rang 
égal  à  k  +  1 . 

La  valeur  de  z  s'annule,  par  hypothèse,  lorsqu'on  y  remplace  X 
par  Xhi  Y  pary^.  Si  l'on  tient  compte  du  changement  de  nota- 
tion par  lequel  on  passe  de  la  formule  (49)  a  la  formule  (02),  on 
pourra  conclure  que  la  valeur  de  ut  donnée  par  cette  dernière 
formule  s'annule  quand  on  y  remplace  X  et  Y  respectivement  par 


/  a?A«pi(Xi)rfa7,      j yhy2(Yl)dy, 


pourvu  que   Von   détermine   convenablement  Vune  des  deux 
constantes  que  Von  peut  toujours  ajouter  à  ces  intégrales. 

Les  dérivées  de  coa  s'annulent  encore  lorsqu'on  remplace,  dans 
la  formule  (49)5  X  Par  X,  et  Y  par  Y(,  ce  qui  donne  z  =  co,  ou 
lorsqu'on  remplace,  dans  la  formule  (52),  X  et  Y  par 


j'x1<t1(Xl)dx,     J\x^(Y,)dy; 


<y  s'annulera  donc  encore  si  l'on  choisit  des  déterminations  conve- 
nables de  ces  deux  intégrales. 

On  reconnaît  enfin,  à  la  simple  inspection  de  la  formule  (52), 
que  a-  s'annule  aussi  lorsqu'on  y  remplace  X  et  Y  par  1 . 

Nous  obtenons  ainsi  ik-\-\  couples  pour  lesquels  s'annule  la 
valeur  de  o-;  et,  dans  ces  couples,  les  fonctions  de  chaque  groupe 
sont  linéairement  indépendantes;  car,  s'il  y  avait  une  relation 
linéaire  entre  les  fonctions 

x)       I  X1(fl(Xi)dx,        !  xt  v^X^dx,      ...,         x2/c-i01(Xi)dx, 

par  exemple,  il  y  en  aurait  une  aussi  entre  leurs  dérivées;  ce  qui 
est  impossible  tant  que  X,  ne  satisfait  pas  à  l'équation 

çpi(Xi)  =  o 
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et  n'est  pas,  par  conséquent,  une  combinaison  linéaire  des  fonc- 
tions X{  ,  .Toi    •  •  •  1  &2k-i  • 

L'expression  de  cot,  admettant  ik  -h  i  couples  pour  lesquels  les 
fonctions  de  chaque  groupe  sont  linéairement  indépendantes,  est 
donc  nécessairement  (nos  341  à  343)  d'un  rang  égal  à  k  -\-  i. 

Il  est  ainsi  établi  que  l'application  de  la  méthode  conduit  géné- 
ralement d'une  solution  z  à  une  solution  u  de  rang  immédiatement 
supérieur.  Mais  là  n'est  pas  le  point  essentiel  de  la  démonstration  : 
il  faut  prouver,  au  contraire,  que  l'on  peut  aussi,  en  choisissant 
convenablement  la  solution  <o,  passer  de  la  solution  z  à  une  solu- 
tion de  rang  inférieur.  Nous  allons  montrer  qu'il  suffira,  pour 
obtenir  ce  résultat,  de  prendre,  pour  les  fonctions  Xj  et  Y,  qui 
entrent  dans  l'expression  de  to,  des  solutions  convenablement 
choisies  des  équations 

<p1(X1)  =  o,        çp2(Y1)  =  o. 

Supposons  d'abord  que  l'on  ait  seulement 

;    .  ?1(Y,)  =  o, 

c'est-à-dire 

Y,  =  X!jki-hX2jk2-i-.  • .-+-  \k-iyik-i, 

a,,...,  A2A-i  désignant  des  constantes.  On  pourra,  en  remarquant 
que  a)  ne  change  pas  si  l'on  y  remplace  X,,  Y<  respectivement 
par 

Xi  —  liX,—...—  X2&-1  X%k-U 

Yt—  XtjKi  — . ..—  À2A-1JK2A-1, 
réduire  Y ,  à  zéro.  Supposons  donc 

Yi  =  o, 

X,  demeurant  encore  tout  à  fait  arbitraire.  Si  l'on  fait,  dans  la 

formule  (49)? 

X  =  X1)         Y  =  o, 

c'est-à-dire  £  =  co,  la  fonction  wo-  devra  se  réduire  à  une  con- 
stante. On  aura  donc 

^fi(^-i)  —  2Bi  (Xi,  —  j  —  2  /  Xj  o^XO  dx  =  const., 

ou  encore 

[/1(X1)l2-2B1(x],  d/l^Xl))  ~  2/xi  ?i(Xi)  dx  =  const. 
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Cette  équation,  où  X,  désigne  une  fonction  arbitraire  de  x, 
suffirait  seule  à  établir  que  la  fonction  ^|(Xt)  est  égale  et  de 
signe  contraire  à  son  adjointe  :  elle  exprime,  en  effet,  que  cette 
fonction  devient  une  dérivée  exacte  quand  on  la  multiplie  par  X,. 
L'expression 

l[/l(X,)]-B,(.X„^i) 

est  l'intégrale  du  second  degré  considérée  au  n°  373. 

Choisissons  maintenant  pour  X(   une  solution  particulière  de 

l'équation 

fi(Xi)  =  o, 

qui  annule  en  même  temps  V intégrale  du  second  degré.  Nous 
avons  vu  au  n°  374  que  les  solutions  de  ce  genre  peuvent  être 
réelles.  Alors  la  partie  a-,  de  a-  qui  dépend  exclusivement  de  X  se 
réduira,  d'après  la  formule  (47)5  à  (') 

i[/.<W,(X)->B,(x,^)]; 

et,  comme  elle  s'annule  pour  X  =  X(,  on  pourra  y  remplacer  X 
par 

Xi  !  X  dx, 

sans  introduire  aucun  signe  de  quadrature.  Après  cette  substitu- 
tion, elle  ne  contiendra  plus  les  dérivées  de  X  que  jusqu'à  l'ordre 
k  —  2.   L'intégrale  a  sera  donc  de  rang  k  —  1  au  plus  par  rapport 


(J)  En  toute  rigueur,  il  faudrait  ajouter  à  cette  expression  —,  C  désignant  la 

G) 

constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration.  Mais,  si  une  équation  linéaire, 
intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  admet  la  solution  générale 

z  =  AX  +  A,X'+...  +A.mX<m>  +...+  B„Y(")  +  0, 

6  étant  une  fonction  déterminée  quelconque,  on  peut  toujours  supprimer  9  sans 
diminuer  la  généralité  de  la  solution.  En  effet,  si  l'on  fait  X  =  o,  Y  =  o,  on  a  z  =  9, 
et,  par  suite,  6  est  une  solution  particulière.  Soient  alors  X,  et  Y1  les  valeurs  de 
X  et  de  Y  qui  donnent  pour  z  la  solution  particulière  28.  En  remplaçant  X  par 
X  —  Xj,  Y  par  Y  —  Y1?  on  fera  disparaître  le  terme  en  9  ;  et  il  restera  simplement 

z  =  AX  +. . .+  Ajtf»)  +  BY  4-  B,Y'  +...-(-  B„Y<">. 

Cette  expression  a  le  même  degré  de  généralité  que  la  précédente. 
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à  x,  ou  par  rapport  à  y,  puisque  son  rang  est  nécessairement  le 
même  par  rapport  au  deux  variables.  Elle  ne  saurait  être  de  rang 
inférieur,  puisque,  dans  l'opération  inverse  par  laquelle  on  passe 
de  cr  à  s,  le  rang  ne  peut  s'élever,  nous  l'avons  vu,  de  plus  d'une 
unité. 

En  résumé,  l'application  de  la  méthode  conduit  généralement 
d'une  solution  d'un  certain  rang  à  une  solution  de  rang  immédia- 
tement supérieur  ;  mais  elle  peut  conduire  aussi  à  une  solution  de 
rang  inférieur  (M. 

Puisqu'il  est  toujours  possible  d'abaisser  le  rang  d'une  unité,  on 
pourra,  après  k  —  i  opérations,  passer  de  toute  équation  admettant 
une  solution  générale  de  rang  k  à  l'équation 


Ox  dy 


qui  est  la  seule  dont  la  solution  générale  soit  de  rang  i .  Les  opé- 
rations inverses  permettront  de  passer  de  celte  équation  à  toutes 
celles  dont  l'intégration  peut  être  obtenue  par  la  méthode  de 
Laplace.  Et  ainsi  se  trouve  complétée,  en  un  point  essentiel,  la 
théorie  de  Moutard. 


(*)  On  reconnaît  aisément  qu'on  peut  aussi  choisir  la  solution  u  de  telle 
manière  que  le  rang  demeure  le  même  dans  le  passage  de  l'équation  à  celle  qui 
lui  succède. 


D.  — II. 
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CHAPITRE    VIII. 

LA.    RÉSOLUTION   DES   EQUATIONS   LINÉAIRES   LES    UNES    PAR    LES   AUTRES. 

Définition  des  expressions  (m,  n).  —  Transformation  que  subit  une  telle  expres- 
sion quand  on  applique  la  méthode  de  Laplace.  —  Une  expression  (m,  n)  est 
définie,  en  général,  à  un  facteur  près,  par  la  condition  de  s'annuler  quand  on  y 
remplace  z  par  m-\-n  solutions  particulières  de  l'équation  proposée.  —  Dis- 
cussion des  cas  exceptionnels  dans  lesquels  cette  proposition  se  trouve  en  dé- 
faut. —  Détermination  de  toutes  les  expressions  [m,  n)  qui  satisfont  à  une 
équation  linéaire  du  second  ordre.  —  La  méthode  de  Laplace  est  comprise 
comme  cas  limite  dans  celles  qui  résultent  de  l'emploi  des  expressions  (m,  n) 
les   plus   générales.  —  Recherche  de  la  fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à 

une- équation  du  second  ordre  et  définie  parla  quadrature    /    (  P  dx  -+-  Q  dy  ) 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  de  z  et  de  ses  dérivées.  —  Application 
au  cas  où  P  et  Q  contiennent  les  dérivées  jusqu'au  premier  ordre  seulement. 
Extension  au  cas  de  deux  variables  des  propriétés  des  systèmes  adjoints.  — 
L'intégration  de  l'une  quelconque  des  deux  équations,  ponctuelle  ou  tangen- 
tielle,  relatives  à  un  système  conjugué  tracé  sur  une  surface  quelconque  se  ra- 
mène à  celle  de  l'autre. 


397.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  Chapitre,  d'indiquer 
quelques  propositions  générales  qui  permettent  de  rattacher  à 
toute  équation  linéaire  du  second  ordre  une  série  d'équations  de 
même  forme  et  de  même  ordre,  que  l'on  saura  intégrer  en  même 
temps  que  celle  dont  elles  dérivent. 

Etant  donnée  une  intégrale  quelconque  z  de  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 

d*z  dz  âz  _i_    ,-  — 

dx  dy  dx  dy 

cette  équation  permettra,  nous  l'avons  déjà  remarqué,  de  calculer 
toutes  les  dérivées  de  s,  prises  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  à  y,  en 
fonction  des  dérivées  prises  par  rapport  à  #,  ou  par  rapport  à  y, 
seulement. 

On  est  ainsi  conduit  à  des  relations  de  la  forme  suivante  : 

dm+nz        _.  „    dz  d*z  ^     d'"z        _    dz  _     â"z 


dx"ldyn  dx  dx*  dx"1  dy  ^    dy'1 
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Un  calcul  facile  donne  les  valeurs  de  Pm  et  de  Qn.  Si  l'on  sup- 
pose m  et  n  différents  de  zéro,  on  trouve 

fudy    dn        -Çady 
Çbdx    d"1       —  Çbdx 

Qn=  eJ        -, —  e  J       ; 
v  dx'n  ' 

Pm  et  Q„  ne  sont  pas  nuls,  en  général,  mais  ils  peuvent  le  devenir, 
ainsi  que  quelques-uns  des  autres  coefficients,  dans  certains  cas 
particuliers.  C'est  ainsi  que,  lorsque  a  est  égal  à  zéro,  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x  disparaîtront  de  la  formule,  si  l'on  a  n^m, 
et  n'y  figureront  que  jusqu'à  l'ordre  m  —  n,  si  m  est  supérieur 
à  n. 

Si  Ion  combine  linéairement,  en  les  multipliant  par  des  fonc- 
tions quelconques  de  x  et  dejK,  l'intégrale  z  et  ses  dérivées  suc- 
cessives jusqu'à  un  ordre  déterminé,  on  pourra  toujours,  par 
l'application  de  la  formule  précédente,  ramener  la  fonction  linéaire 
ainsi  obtenue  de  z  et  de  ses  dérivées  à  la  forme 

T.T  tï    àz  „     dmz        _    dz  _     d'lz 

M-z-t-P,—  +...  +  Pm— -+  QiT-+---+Q"^^' 
ox  ox"1  oy  oy'1 

dans  laquelle  ne  figurent  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à 
une  seule  des  variables  indépendantes.  Nous  désignerons,  pour 
abréger,  par  la  notation  (m,  n)  une  expression  de  ce  genre  ou, 
plus  exactement,  pour  comprendre  le  cas  où  les  coefficients  PTO,  Qrt 
deviendraient  nuls,  une  expression  qui  contiendra  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x  au  plus  jusqu'à  l'ordre  m,  et  les  dérivées 
de  ;  par  rapport  à  y  au  plus  jusqu'à  l'ordre  n.  Par  exemple,  la 
dérivée  est  une  expression  (m,  n).  La  dérivée  par  rapport 

à  x  d'une  expression  (m,  n)  est  une  expression  (m  +i,/i)  et,  de 
même,  la  dérivée  par  rapport  ky  est  une  expression  (m,  n  +  i). 
On  aperçoit  aisément  les  transformations  que  subit  une  expres- 
sion (m,  n)  quand  on  applique  la  méthode  deLaplace.  Imaginons, 
par  exemple,  que  l'on  emploie  la  substitution  par  laquelle  on 
passe  de  (E)  à  (E(),  celle  qui  est  définie  par  les  formules 

,  dz  dzt 

(2)  zx  — H  az, t-ozi=hz, 

oy  ox 
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données  au  n°  33o.  L'emploi  de  ]a  première  de  ces  formules 
permet  d'éliminer  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  y  et  de  les  rem- 
placer par  les  dérivées  de  z{  se  rapportant  à  la  même  variable, 
mais  prises  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  seulement.  La  seconde  formule 
permet  ensuite  de  remplacer  z  et  ses  dérivées  par  rapport  à  x  par 
les  dérivées  analogues  de  s4,  mais  prises  jusqu'à  l'ordre  m  +  i. 
Ainsi  une  expression  (m,  n)  relative  à  l'équation  (E)  se  transforme 
en  une  expression  (m  -f- 1 ,  n  —  i)  formée  avec  la  solution  corres- 
pondante de  l'équation  (E,)  ;  et,  inversement,  on  démontrerait  de 
même  que  toute  expression  (m-\-ï,n —  i)  relative  à  (E,)  se 
transforme  en  une  expression  (m,  n),  relative  à  (E).  On  peut 
donc  conclure  que  l'expression  (/??,  n)  la  plus  générale  formée 
avec  une  solution  de  (E)  admet  pour  transformée  l'expression 
(m  +  i,  n — -i)  la  plus  générale  relative  à  (E()  et,  par  suite, 
l'expression  (m-\-i,  n  — i)  la  plus  générale  formée  avec  la  solution 
correspondante  de  l'équation  d'indice  positif  (E,-),  au  moins  tant 
que  i  sera  inférieur  ou  égal  à  n.  Si  l'on  suppose  i=n,  on 
obtiendra  une  expression  de  la  forme 

UZl  +  Pl  te  +  P2  te?  +•  •  •  ■+■  P«  te^T> 

qui  ne  contiendra  que  les  dérivées  prises  par  rapport  à  la  seule 
variable  x.  Si  l'on  continuait  à  appliquer  la  méthode  de  Laplace, 
on  serait  conduit  à  des  expressions  (m  -1-/1  +  k,  o)  ;  elles  seraient 
de  même  forme,  mais  ne  seraient  pas  les  plus  générales  de  leur 
définition.  Nous  supposerons  donc  que  l'on  s'arrête  à  (Ea). 

Si  l'on  emploie  de  même  la  deuxième  substitution  de  Laplace, 
on  reconnaîtra  que  l'expression  (m,  n)  la  plus  générale  admet  pour 
transformée  l'expression  (m — J,  n  -\-j)  relative  à  l'équation  (E_y), 
qui  sera  aussi  la  plus  générale  tant  que  j  sera  inférieur  à  m  +  i . 
En  résumé,  i  étant  positif  ou  négatif,  l'expression  (/n,  n)  la  plus 
générale  formée  avec  une  solution  quelconque  de  (E)  a  pour 
transformée  l'expression  [m -\- i,  n  —  i)  la  plus  générale  formée 
avec  la  solution  correspondante  de  (E/),  tant  que  l'on  attribue  à 
l'entier  i  les  valeurs 

—  m,         — m-\-i,     ...,     o,     i,      ...,     n. 
398.  Une  expression   (m,  n)  contient  m  h-  n  -f-  i   coefficients, 
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M,  P,,  Q/f,  qui  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  y.  Elle 
sera  donc  déterminée  à  un  facteur  près,  au  moins  en  général,  si  on 
l'assujettit  à  s'annuler  lorsqu'on  y  remplace  z  par  m  -\-  n  solutions 
particulières 


de  l'équation  proposée.  Si,  pour  abréger,  on  pose 
(3)  jn-i-n=p, 

son  expression  sous  forme  de  déterminant  est  alors 


(4) 


(m,  n)  =  M 


dz 
dx 

dZy 

dx 
àzi 
dx 


dx 


d'nz 
dx"1 

dz 

d'nzx 

dz\ 

àxm 

~¥ 

d'njs2 

dz?. 

dxm 

dy 

d™zp 

dZp 

dx"1 

dy 

ànz 

dnzy 
dya 
à'lz.2 
dy'1 

d'lzp 

àyn 


Il  peut  cependant  arriver  qu'une  expression  (m,  n)  ne  soit  pas 
déterminée  par  les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer  :  c'est 
ce  qui  aura  lieu  si  les  mineurs  qui  sont,  dans  l'expression  précé- 
dente, les  coefficients  de  z  et  de  ses  dérivées  sont  tous  égaux  à 
zéro.  On  peut  définir  d'une  manière  précise  ces  cas  exceptionnels 
dans  lesquels  l'expression  précédente  devient  illusoire. 

Désignons  parla  notation  (m,  n)ile  résultat  de  la  substitution 
de  z-t  à  z  dans  une  expression  (m,  n).  Si  l'expression  doit  s'an- 
nuler, comme  nous  le  supposons,  pour  les  valeurs  déjà  indiquées 
de  z,  on  aura  les  équations  de  condition 


(m,  n)i  =  o,        (m,  n)-2=  o, 


(m,  n)p=  o, 


auxquelles  devront  satisfaire  les  coefficients  inconnus  de  la  fonc- 
tion (m,  n).  La  première  ne  sera  pas  vérifiée  d'elle-même  tant  que 
z{  sera  différent  de  zéro;  la  seconde  ne  sera  pas,  en  général,  une 
conséquence  de  la  première;  mais,  en  poursuivant,  on  arrivera 
nécessairement,  si  le  système  précédent  est  indéterminé,  à  une 
équation  qui  sera  la  conséquence  de  celles  qui  la  précèdent.  Cette 
équation,  dont  nous  désignerons  le  rang  par  /i,  s'obtiendra  néces- 
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sairement  par  une  combinaison  linéaire  des  équations  précédentes. 
On  aura  donc  l'identité 

(5)  Xi(/w,  /i)i-j-  X2(m,  n)z-\-...-h'kfl(m,  n)h—  o, 

applicable  à  toute  fonction  (m,  n).  D'après  la  manière  même  dont 
on  l'obtient7  il  est  évident  qu'i'Z  n'y  aura  aucune  autre  relation 
linéaire  de  même  forme  entre  les  quantités  (/??,  /i),,  ..., 
(m,  n)h. 

Cela  posé,  appliquons  la  transformation  de  Laplace,  en  passant 
de  (E)  à  l'équation  (E/t).  L'identité  (5)  se  transformera  dans  la 
suivante 

(6)  X]  {ni  -+-  n,  o)1  +  )ij(m  +  ;!1  o)2  +  ...+  ^,(m  +  ft,  o)/4=  o, 

qui  se  rapporte  à  la  nouvelle  équation,  mais  qui  ne  contient  plus 
que  les  dérivées  de  l'intégrale  par  rapport  à  la  seule  variable  x. 
Si   l'on  substitue  successivement   à  (m  -+-  n,  o)   les   fonctions  z, 

dz  dm+nz  !  .  ,   .  ,    ,  ,    . 

v»  ■■•»-; —  ■>  en  nombre  nécessairement  supérieur  a  n.  on  obtient 

ôx  dxm+n  l  ' 

un  système  qui  se  présente  dans  la  théorie  des  équations  linéaires 
à  une  seule  variable  indépendante;  et  l'on  reconnaît  immédiate- 
ment que  les  rapports  mutuels  des  quantités  Xt ,  ).2j  •  •  • ,  Xh  doivent 
être  constants  lorsque  x  varie,  c'est-à-dire  ne  peuvent  dépendre 
que  de  la  variable  y.  En  passant  de  même  de  (E)  à  (E_.„4)  et  en 
répétant  le  raisonnement  précédent,  on  reconnaîtra  de  même  que 
les  rapports  mutuels  de  Xi:  X2}  ■ .  .,  Xh  ne  peuvent  dépendre  de  y. 
Ces  rapports  sont  donc  constants;  et,  par  suite,  les  solutions 
5),  z2:  •  •  -,  Zh  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes.  Ainsi  : 

Dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  relative  à  Véquation 
proposée  (E)  s'étend  au  moins  depuis  V équation  (E_TO)  jusqu'à 
Véquation  (Ew),  une  expression  {m,  n)  est  toujours  définie,  à 
un  facteur  près,  par  la  condition  de  s'annuler  lorsqu'on  y 
remplace  z  par  m  +  n  solutions  particulières  de  Véquation, 
pourvu  que  ces  solutions  soient  linéairement  indépendantes  (  '  ). 

(J)  On  peut  aussi  discuter  très  simplement  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se 
termine  entre  (E_m)  et  (EH).  Supposons  d'abord  qu'elle  se  termine  d'un  seul 
côté,  à  l'équation  (E;)  par  exemple,  i  étant  positif  et  inférieur  à  n.  On  recon- 
naîtra, comme  on  l'a  l'ait  dans  le  texte,  que  les  rapports  mutuels  de  ~kl}\,...,  \ 
ne  peuvent  dépendre  clejK  et  sont,  par  conséquent,   des  fonctions  de  la  seule  va- 
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399.  Après  celte  discussion,  revenons   au  cas  général   et  sup- 
posons que  les  solutions 


aient  été  choisies  de  telle  manière  qu'une  expression  (m,  ?i)  soit 
définie,  à  un  facteur  près,  par  la  condition  de  s'annuler  quand  on 
y  remplace  z  par  l'une  quelconque  de  ces  solutions.  Soit 

.  dz  _     d'»,s       _   dz  _    d»* 

(7)  e  =  A^  +  Bi-+...+  B«*v^  +  GT  -+----+G"T17 

0^7  dx"1  dy  oya 

viable  x.  Si  l'on  applique  maintenant  la  relation  (5)  à  l'équation  (E(-),  elle  prend 
la  forme 

(  a  )  \  ( m-{- 1,  ra. — i ),  + . . .  -+-\ (  m  + 1,  n  —  i-);,  =  o. 

L'intégrale  générale  de  (E;)  a  été  donnée  au  n°  337;  elle  est  de  la  forme 

oc  et  p  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  de  y.  Comme  n  —  i  est  au  moins 
égal  à  i,  on  peut  prendre  d'abord,  pour  l'expression  (?n-hi,n—i)  qui  figure 
dans  l'identité  précédente,  la  fonction 

dy 
On  aura  alors 

(b)  Aiji+X2K2-H...H-\r/1  =  0. 

j'u/j yh  désignant  les  valeurs  que  prend   la  fonction  arbitraire  Y  pour  les 

solutions  particulières  zt,  zv  ...,zh.  On  peut  supposer  que  les  coefficients  ~kl: 
À3, ,À?1  soient  linéairement  indépendants.  S'il  en  était  autrement,  on  les  ex- 
primerait tous  en  fonction  d'un  certain  nombre  d'entre  eux;  et  l'identité  (5)  se 
transformerait  en  une  identité  analogue  où  h  serait  remplacé  par  un  nombre  plus 
petit  h'  et  les  solutions  zlf  z2,  ...,zh  par  des  combinaisons  linéaires  de  ces  so- 
lutions. 

Supposons  donc  \,  \,  ...,  \  linéairement  indépendants;  l'identité  (6)  nous 
donne  alors 

(C)  y1=yi=...=yh=o; 

car,  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  d'attribuer  à  y  une  valeur  particulière 
quelconque  pour  obtenir  une  relation  linéaire  entre  ~kv  . . .  ,\. 

Soient  maintenant  x1,  x,,  ...,xh  les  valeurs  que  prend  la  fonction  arbi- 
traire X  pour  les  diverses  solutions  particulières.  En  substituant  dans  l'éga- 
lité (a)  les  diverses  fonctions 
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le  résultat  obtenu.  Nous  allons,  en  répétant  le  raisonnement  du 
n°  311,  montrer  que  6  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second 
ordre.  Si  Ton  différentie,  en  effet,  la  formule  précédente  succes- 
sivement par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  y,  on  obtient  des  ex- 
pressions des  dérivées  premières  qui  sont  de  la  forme 

——  =  B  ,„ -+-  (  m ,  n  ), 

dx  àx'n+l        v      '      ; 


on  obtient  des  relations  de  la  forme 

(  cl  )  l^/v  -+-  \x(^  +. . .  +  V4*'  =  °- 

Si  les  fonctions  xvx2,  ...,xh  ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  il  en 
est  de  même,  évidemment,  des  solutions  z{,  z2,  . . . ,  zh  de  l'équation  primitive  (  E ). 
Si  les  fonctions  x{,  ...,xh  sont  linéairement  indépendantes,  les  équations  précé- 
dentes, qui  déterminent,  par  hypothèse,  les  rapports  mutuels  de  \,  \,  — ,  Àft, 
donnent,  comme  on  sait,  des  valeurs  constantes  pour  ces  rapports,  tant  que  l'on 
n'a  pas 

h  >  m  -4-  i  + 1 . 

Ainsi,  dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  entre  (E_m  )  et  (E„), 
et  d'un  seul  côté,  par  exemple  à  l'équation  (E;),  l'expression  {m,  n)  ne  cessera 
d'être  déterminée  par  les  conditions  énoncées  que  si  les  solutions  zv  z2,  ...,  zh 
ne  sont  pas  linéairement  indépendantes,  ou  s'il  y  a  plus  de  m  ■+■  i  -+■  i  solu- 
tions zh  se   déduisant  de  cette  partie  de  la  solution  générale  qui  est  de   la 

forme 

AX  +  A,X'+...-f-A;X(''), 

par  l'attribution  de   valeurs  particulières    quelconques  à   la  fonction   arbi- 
traire X. 

Dans  le  cas  où  la  suite  de  Laplace  se  termine  dans  les  deux  sens  entre  (E_m) 
et  (E„),  il  est  inutile  de  recommencer  la  discussion.  Car  alors  soient  (E  .),  (E;) 
les  équations  auxquelles  se  termine  la  suite.  Si  l'on  désigne  par  X  et  Y  les  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  générale,  par  (xa,  ya)  les  couples 
pour  lesquels  s'annule  cette  intégrale  et  par  (x'/.,  yj.)  le  système  des  valeurs 
particulières  qu'il  faut  attribuer  à  X  et  à  Y  pour  obtenir  la  solution  zk,  une  ex- 
cession  (m,  n)  contiendra  les  dérivées  de  X  jusqu'à  l'ordre  i  -h  m,  celles  de  Y 
jusqu'à  l'ordre  y  -t-  n.  Les  conditions  pour  lesquelles  nous  l'avons  définie  l'assu- 
jettissent simplement  à  s'annuler  quand  on  y  remplace  le  couple  (X,  Y)  parles 
couples  (x0,  ya)  et  (x'lc y',.),  au  nombre  total  de 

L'étude  détaillée  de  l'expression  obtenue  et  des  cas  dans  lesquels  elle  s'annule 
a  été  donnée  au  n°  342. 
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Un  calcul  facile  donne  ensuite  (*) 


(9) 


dx  dy 


dy 


—  aB, 


d'n+iz        /dCn       .  „  \d'^z  . 
H  (  -~  —  b G»  )  -r r  -+-  (  m,  n  ). 


En  combinant  ces  trois  formules,  on  sera  conduit  à  une  expres- 
sion de  la  forme 


(10) 


<?2  9 

dx  dy 


dy      J  dx        \  dx      J  dy 


Or,  si  l'on  remplace  z  par  l'une  quelconque  des  solutions  Zi,  la 
fonction  G  s'annule  ainsi  que  toutes  ses  dérivées.  Le  second 
membre  de  l'équation  précédente  s'annulera  donc  quand  on  y 
remplacera  z  par  zi\  et,  comme  une  expression  (m,  n)  est  définie 
à  un  facteur  près,  d'après  l'hypothèse,  par  ces  conditions,  ce 
second  membre  sera  nécessairement  proportionnel  à  9.  Si  l'on 
désigne  par- — y  le  facteur  de  proportionnalité,  on  voit  que  l'on 
aura 


(n) 


rJ2  6 
dx  dy 


à\osB 


dy 


dx 


112^^  +  ^6  =  0; 

dx      J  dy        '  ' 


9  satisfera  donc  bien,  comme  nous  l'avons  annoncé,  à  une  équation 
linéaire  du  second  ordre,  dont  elle  sera  évidemment  l'intégrale 
générale. 

Imaginons,  par  exemple,  que  l'on  parte  de  l'équation 

d*z     _ 
dx  dy 
On  aura  alors 

Zi=  xt-k-yu  ,      *=X-i-Y, 
et  le  déterminant  (4)  se  réduira  au  suivant  : 


K 


X  +  Y      X' 


:/,-+- y >     xt 


X<™>     Y' 
x{ln)    y[ 

y'p 


'P 


yPn) 


i1)  Ces  formules  doivent  subir  des  modifications  que  le  lecteur  trouvera  aisé- 
ment lorsqu'un  des  nombres  m  ou  n  est  égal  à  zéro. 
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Par  l'addition  d'une  colonne,  on  peut  le  transformer  ainsi  : 


X 

Y 

X'     . 

X(/n) 

Y'      . 

yen) 

—  I 

i 

o 

o 

o 

O 

37, 

Ti 

x\      . 

X  '"' 

y\    ■ 

•    y\n) 

X  p 

yp 

x'p      . 

y'p   • 

•  •  yr 

on  retrouve,  avec  une  très  légère  différence  de  notation,  les  ex- 
pressions que  nous  avons  étudiées  au  Chapitre  II  et  qui  sont  les 
intégrales  générales  des  équations  pour  lesquelles  la  suite  de  La- 
place  se  compose  d'un  nombre  limité  d'équations;  elles  dérivent 
toutes,  comme  on  voit,  de  l'équation  élémentaire 


dx  dy 


par  une  simple  application  de  la  proposition   générale  que  nous 
venons  d'établir  relativement  à  une  équation  linéaire  quelconque. 

400.  Cette  proposition  générale  définit  certains  cas  dans  les- 
quels une  expression  (m,  n)  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre;  nous  allons  nous  proposer  maintenant 
de  déterminer  toutes  les  fonctions  (/w,  n)  jouissant  de  la  même 
propriété. 

Soit 


(12) 


0  =  Â2  +  B! 


àz 

dx 


d>*Z  dz 

Om-T- —  -+-  Ci  — 

ôxm  oy 


C„ 


ànz 


une  expression  (m,  n)  que  nous  supposerons  d'abord  tout  à  fait 
quelconque.   Si  l'on  calcule  les  dérivées  de  9  jusqu'à   un  ordre 

quelconque  p,  on  obtiendra  en  tout —^ -équations.  Un 

peut  éliminer,  au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  partielles, 
toutes  les  dérivées  prises  à  la  fois  par  rapport  à  x  et  à  y;  il  res- 
tera donc  seulement,  dans  les  expressions  des  dérivées  de  9, 
m  -+-  n  -+-  ip  dérivées  de  z:  soit,  en  comprenant  z, 

ni  -+-  n  -+-  2p  -+- 1 
quantités.  Ce  nombre  finit  toujours  par  être  inférieur  à   celui  des 
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dérivées  de  6;  l'élimination  de  z  et  de  ses  dérivées  conduira  donc 
à  une  ou  à  plusieurs  relations  entre  6  et  ses  dérivées,  c'est-à-dire  à 
une  ou  plusieurs  équations  aux  dérivées  partielles  pour  9,  qui 
seront,  en  général,  d'ordre  supérieur  au  second. 

Si  Ton  connaît  une  fonction  9  satisfaisant  à  toutes  ces  équations, 
on  pourra  déterminer  ;  et  ses  dérivées  en  fonction  de  9,  sans 
aucune  intégration. 

Ces  conclusions  ne  s'appliquent  évidemment  qu'à  l'hypothèse  la 
plus  générale  ;  elles  sont  complètement  modifiées,  nous  allons  le 
voir,  si  9  satisfait  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 

ordre.  Il   faut  alors   retrancher  des   — — équations  qui 

.pourraient,  lorsque  8  est  connu,  déterminer  z  et  ses  m  -f-  n  +  ip 
dérivées,  toutes  celles  que  Ton  obtient  en  prenant  l'équation  du 
second  ordre  à  laquelle  satisfait  6  et  lui  adjoignant  toutes  ses  dé- 
rivées jusqu'à  l'ordre  p  —  2,  ce  qui  donne  en  tout 

(p  —i)p 

•2 

équations.  11  restera  donc  seulement 

•2  2 

relations  qui  ne  peuvent  déterminer  z  et  ses  m  +  «+  ip  dé- 
rivées. Il  y  aura  toujours  m  -\-  n  de  ces  fonctions  qui  demeureront 
arbitraires.  Dès   que   Ton  aura  écrit  les   trois   équations  qui  ex- 

priment  ti,  -=-»  —r-  >  il  sera  mutile  de  continuer  les  dérivations;  elles 

introduiraient  autant  de  dérivées  nouvelles  de  z  à  déterminer  que 
de  nouvelles  relations. 

t  -i  a     dQ      dQ  .  , 

.Les  équations  qui  donnent  tt,  —  ,  —  constituent   donc  ce    que 

1  i  ■    ox     dy  l 

A.  Mayer  a  appelé  un  système  complet,  c'est-à-dire  un  système  dans 
lequel  toutes  les  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites.  Si  l'on 
prend  comme  inconnues  auxiliaires  les  fonctions  suivantes 


(  riz  O^-z  d"1 

(i3) 


ox  Ox-  dx' 


_  àz  _  d-z  _  à"  z 

Oy  dy'1  n       àyIL 
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que  l'on  adjoindra  à  s,  ce  qui  donnera  m  -\-  n  +  i  fonctions  in- 
connues, l'équation  qui  donne  9  fournira  une  relation  entre  ces 
inconnues;  on  aura 


dz 

dx-  =  "■• 

diii 
dx 

dz 

dy   ~ 

àllm-\ 

— =   U, 

dx 


ày 


Les    autres    dérivées    des   fonctions    u,    ...,    um_i;  v,  ...,  Vn-\ 
seront  définies  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  à    laquelle 

satisfait  z.   L'équation   qui  donne—?  et  qui  contient  en   général 

à"l+l  s     ,  .  dum        ..  .  .         d8   ,,  .  , 

fam+i'  déterminera -r — ,  celle  qui  exprime  -r-  déterminera  de  même 

— —  ;  enfin  les  deux  autres  dérivées  de  um  et  de  vn  s'obtiendront 

au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Nous  avons  bien,  on  le  voit,  un  système  complet,  de  la  nature 
de  ceux  que  Mayer  a  étudiés  (1).  Les  fonctions  inconnues  sont 
au  nombre  de  m  + /i  H- i  ;  mais,  comme  elles  sont  liées  par 
l'équation  qui  donne  9,  l'intégrale  générale  contiendra  seulement 
m  -f-  n  constantes  arbitraires.  Par  suite  de  la  forme  linéaire  des 
équations,  la  valeur  générale  de  z  sera  de  la  forme 

(i4)  z=TL  ■+-  «i^-f-  aizi-h...-h  am+nz/n+n, 

at,  .  . .,  am+n  désignant  des  constantes  arbitraires  que  Von  devra 
pouvoir  déterminer  de  telle  manière  que  z  et  ses  m  -h  n  pre- 
mières dérivées  prennent  les  valeurs  les  plus  générales  satisfai- 
sant à  V équation  qui  donne  9.  Si  l'on  porte  la  valeur  précédente 
de  z  dans  l'expression  (12)  de  G,  le  coefficient  de  ai  devra  être 
nul;  et,  par  suite,  9  s'annulera  quand  on  y  remplacera  z  par  zt. 
Comme  on  a  m  -f-  n  quantités  Zi,  9  sera  déterminée  à  un  facteur 
près  par  cette  condition;  9  rentre  donc  dans  la  catégorie  des  fonc- 
tions que  nous  venons  d'étudier. 

On  pourrait  objecter  que  les  solutions  Zi  peuvent  rendre  illu- 
soire la  forme  (4)  de  9;  mais  on  verra  aisément  que  ce  fait  excep- 


(*)  Mayer  (A.),  Ueber  unbeschrànkt  integrable  Systemevonlinearen  totalen 
Differentialgleichungeii  und  die  simultané  JntegEation  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  (Matliematische  Annalen,  t.  V,  p.  44^;  1872). 
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tionnel  ne  se  présente  pas  ici  ;  car  les  déterminants  qui  sont,  dans 

d"1  z     dn  z 
cette    formule    (4),    les  coefficients    de  -r — ■>  - —  ne    sont   jamais 
>    ''  dx"1     à  y'1  J 

nuls.  Ce  sont  ceux  que  l'on  obtient  quand  on  veut  déterminer  les 
constantes  «;,  de  telle  manière  que  z  et  ses  dérivées,  moins  la  der- 
nière prise  par  rapport  à  x  on  par  rapport  à  y,  prennent  des 
valeurs  données  à  l'avance;  et  nous  avons  indiqué  que,  d'après  les 
propriétés  de  la  solution  générale,  ces  déterminants  ne  peuvent 
être  nuls.  Mais  on  peut  adresser  au  raisonnement  précédent  une 
autre  objection  plus  sérieuse  que  nous  allons  examiner. 

Nous   avons  admis   que  les  deux   équations  par  lesquelles    on 

exprime  — >  —  peuvent  être  résolues  respectivement  par  rapport 

à  t -, -•  Cela  a  toujours  lieu,  en  effet,  si  les  nombres  m  et  n 

sont  supérieurs  à  zéro;  mais,  dans  le  cas  exceptionnel  où  l'un 
de  ces  entiers  se  réduit  à  zéro,  la  proposition  peut  être  en  défaut. 
Supposons,  par  exemple,  que  9  ne  contienne  pas  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  x;  et  donnons-lui,  pour  la  commodité  du  rai- 
sonnement, la  forme  suivante  : 


fi5)  J 


d*-i    fdz 


dy  \ày  J  dy'l~ '  \dy 

qui  est  tout  aussi  générale  que  si  on  l'avait  ordonnée  simplement 
par  rapport  aux  dérivées  de  z.  Si  l'on  forme  la  dérivée  de  9  par 
rapport  à  x,  on  aura,  en  général, 


dP 


dx  dy'J- 


i&  +  ")=*'&[{-'  +  %)—b%] 


et,  par  suite,  l'expression  de  —  sera  de  la  forme 

d6         .  As        _  _   As  _    d»z 

dx  dx  oy  oy'1 

A  ayant  la  même  valeur  que  précédemment.  Si  A  n'est  pas  nul, 
cette  équation  donnera—^?  et  l'on  pourra  appliquer  sans  modifi- 
cation le  raisonnement  général,  Il  reste  donc  seulement  à  examiner 
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le  cas  où  l'on  a 

A  =  o; 

mais  alors  substituons  à  l'équation  proposée  (E)  sa  transformée 
(E,)  par  la  méthode  de  Laplace;  c'est-à-dire  posons 

dz 

h  az  =  z  . 

dy 

L'expression  de  9  prendra  la  forme  nouvelle 

dz'  à"-1  z' 

qui  contient  une  dérivée  de  moins.  En  recommençant  sur  cette 
nouvelle  expression  de  0  les  raisonnements  précédents,  on  recon- 
naîtra que  cette  fonction  doit  s'annuler  lorsqu'on  y  remplacera  z' 
par  n  —  1  intégrales  particulières  de  (E();  ou  bien  on  sera  encore 
conduit  à  appliquer  la  transformation  de  Laplace  et  à  passer  à 
l'équation  (E2).  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 


Si  la  fonction 


=  A,  +  B1-+...+  B/1- 


satisfait  à  une  équation  du  second  ordre,  elle  s1  annulera  lors- 
qu'on y  remplacera  z  par  n  intégrales  particulières  de  V  équa- 
tion linéaire  proposée,  et  elle  sera  définie,  à  un  facteur  près, 
par  ces  conditions  ;  ou  bien  elle  pourra  être  ramenée,  par  V ap- 
plication successive  des  substitutions  de  Laplace,  à  une  ex- 
pression de  la  forme 


dy  ""'  dy'l-i 

définie  par  les  mêmes  propriétés  relativement  à  V équation  (E/). 

Si  l'on  suppose  i=n,  on  retrouve  la  substitution  de  Laplace. 

En  résumé,  le  théorème  du  n°  399,  combiné,  dans  certains  cas 
exceptionnels  où  l'un  des  nombres  m  et  n  doit  être  nul,  avec 
l'application  de  la  méthode  de  Laplace,  donne  toutes  les  fonctions 
(m,  n)  satisfaisant  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 
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Supposons,  par  exemple,  que  l'on  prenne 


ày 


ou,  plus  simplement, 

(.6)  •  =  £+**! 

en  vertu  de  la  proposition  précédente,   6  ne  pourra  satisfaire  à 
une  équation  du  second  ordre  que  si  l'on  a 

(17)  X  =  a, 

ce  qui  donne  la  première  substitution  de  Laplace,  ou  si  l'on  a 

(.8)  *— ^ 

zt    ày 

zK  désignant  une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée.  Ce 
résultat  avait  été  déjà  obtenu  et  étudié  par  Lucien  Lévj  (1  )  dans 
un  intéressant  Mémoire  sur  lequel  nous  aurons  l'occasion  de  re- 
venir. 

401.  A  côté  de  toutes  les  transformations  précédentes,  celle 
de  Laplace  apparaît  donc,  on  serait  tenté  de  le  penser,  comme 
une  sorte  de  transformation  singulière  échappant  à  la  loi  générale 
qui  donne  toutes  les  autres.  Nous  allons  montrer  qu'une  telle  vue 
serait  inexacte  :  la  transformation  de  Laplace  est  comprise, 
■comme  cas  limite,  dans  celles  que  nous  venons  de  définir. 

Pour  donner  plus  de  précision  au  raisonnement,  bornons-nous 
aux  expressions  de  la  forme  (16).  Il  faudra,  semble-l-il,  pour  que 
la  substitution  de  Laplace  soit  comprise  dans  les  transformations 
générales,  que  l'on  puisse  obtenir  une  solution  particulière  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  satisfaisant  à  la  relation 

.      ,  1    dz'  dz'  , 

(iq)  — r  -t—  = — a,  - \-az=o. 

*'  *'   ày  '  ày 

Or,  il  suffit  de  substituer  dans  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(l)  Lévy  (Lucien),  Sur  quelques  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
{Journal  de  V École  Polytechnique,  56e  Cahier,  p.  63;  1886). 
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la  valeur  précédente  de  — ;  on  trouvera 

z  h  =  o. 

Comme  z'  ne  peut  être  nul,  il  faudra  que  l'invariant  h  le  soit; 
c'est  là  un  cas  exceptionnel  que  nous  pouvons  écarter. 

Il  n'y  a  donc  pas,  en  général,  de  solution  particulière  de  l'équa- 
tion proposée  pour  laquelle  on  ait 

1    dz' 
—  -r~  =—a\ 

z    dy 

mais  nous  allons  montrer  qu'«7  existe  une  infinité  de  solutions 
pour  lesquelles  le  premier  membre  est  aussi  voisin   qu'on  le 
veut  de  —  a. 
Posons,  en  effet 

-  1  àz 

(  20  )  -  —  =  —  a  —  a. 

z  Oy  ** 

L'inconnue  pi,  que  nous  substituons  ainsi  à  z,  satisfait  à  une 
équation  non  linéaire  du  second  ordre.   Si  l'on  porte,  en  effet, 

dans  l'équation  à  laquelle  satisfait  z,  la  valeur  de  — -  déduite  de 

l'équation  précédente,  on  a 

~~  dx^^  V-)z  +  afa  +  (c  —  ab  —  b\x)z  =  0, 


ou,  en  développant, 


à  logz  _        d  logfji        j        h 


dx  dx 

On  aura  donc 


(2i)  dlogz=  —  (—^t-f-b-h-J  dx—  (a  +  tfdy, 

et  il  suffira  d'écrire  la  condition  d'intégrabilité  pour  obtenir  l'équa- 
tion à  laquelle  doit  satisfaire  pi.  On  trouve  ainsi 

à2\x  à\x  dp  2       dh  d[j.  2  à\j.  _ 

dx  dy        dx  dy  dy  dy        ^    dx 

à  chaque  solution,   différente  de  zéro,  de  cette  équation  corres- 
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pondra  une  valeur  de  ;  définie,  à  un  facteur  constant  près,  par  Ja 
quadrature  (21). 

L'équation  (22)  admet  évidemment  la  solution  jj.  =  o,  à  laquelle 
ne  correspond  aucune  valeur  de  z  ;  mais  cette  solution  n'est  pas 
isolée;  il  y  a  des  valeurs  infiniment  petites  de  u.  qui  sont  exprimées, 
d'une  manière  approchée,  par  la  formule 

\x  =  AX, 

X  désignant  une  fonction  arbitraire,  mais  infiniment  petite,  de  x. 
Il  y  aura  donc  des  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

proposée  pour  lesquelles  -  —  sera  infiniment  voisin  de  — a. 

On  pourrait  encore  le  reconnaître  en  étudiant  les  différentes 
équations  particulières  dont  nous  avons  donné  l'intégrale  générale. 
Nous  avons  vu,  par  exemple,  au  n°  352  que  l'équation  E  (o,  j3') 
admet  pour  intégrale  générale 

Z(o,  p')=Y+  fx(x  —  y)-P  dx. 

Faisons  f3;= —  1  et  remplaçons  X  par  X",  nous  aurons 

Z(o,  — 1)  =  Y  +  X'(#—  y)  —X. 

La  valeur  de  u.  sera 

_  _— 1 Y'— X' 

'""  x—  y        Y  -hX'(x—  y)  —  X* 

Il  n'y  a  aucune  solution  pour  laquelle  [x  soit  nul  ;  mais,  si  l'on 
annule  la  fonction  Y,  il  reste 


'  '  X         x  —  y> 

il  suffira  de  choisir  la  fonction  arbitraire  X  de  telle  manière  que  — 
soit  très  grand,  et  l'on  aura  des  valeurs  de  pt.  très  voisines  de  zéro. 

402.   La  proposition  générale  que  nous  avons  étudiée  depuis  le 
commencement  de  ce  Chapitre  nous  a  permis  de  rattacher  à  toute 
équation  linéaire    une    série  d'équations  semblables  dont  l'inté- 
grale se  forme  avec  l'intégrale  générale  de  la  proposée  et  avec  ses 
D.  —  11.  ,3 
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dérivées  prises  jusqu'à  un  ordre  déterminé.  Nous  allons  indiquer 
maintenant  une  autre  proposition  qui  conduit  au  même  résultat, 
mais  par  des  moyens  tout  à  fait  différents,  puisqu'elle  repose 
essentiellement  sur  l'emploi  de  certaines  quadratures.  Désignons 
par  P  et  Q  deux  fonctions  linéaires  de  z  et  de  ses  dérivées  prises 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  et  proposons-nous  de  déterminer  P 
et  Q  de  telle  manière  que 

P  dx  -+-  Q  dy 

soit  une  différentielle  exacte  M,  et  que  son  intégrale  9  satisfasse 
à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Ecrivons  d'abord  la  condition  d'intégrabilité.  Si,  pour  abréger, 
on  désigne  par  3  (s)  le  premier  membre  de  l'équation  à  laquelle 
satisfait  s,  il  faudra  évidemment  que  Ion  ait  une  identité  de  la 
forme 

dx         à  y  dx  dy  dx1 

A,  B,  G,  D,  .  .  .  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  dey.  On 
peut,  au  moyen  des  intégrations  par  parties,  donner  au  second 
membre  la  forme  suivante  : 

r  dx\  dx  j        dy 

Par  suite,  si  l'on  écrit 

P  —  C#-..., 

Qh-b^b^..., 

au  lieu  de  P  et  de  Q,  ce  qui  change  seulement  la  forme  de  P  et 
de  Q  sans  changer  leur  valeur,  on  aura  l'identité  plus  simple 

/  ,  dQ      dP       >* 

(23)  — —   =   [J.J. 

dx        dy 
Si  [J.  était  nul,  il  faudrait  évidemment  que  l'on  eût 

P  =  — ,         Q=  — , 

dx  dy 
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p  étant  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées.  On  aurait 


et  Ion  retrouverait  les  expressions  que  nous  avons  étudiées  au 
commencement  de  ce  Chapitre.  Si  [/.  n'est  pas  nul,  il  résulte  des 
propositions  rappelées  au  n°  357  que  p.  sera  nécessairement  une 
solution  particulière  de  l'équation  adjointe.  On  aura  alors 

4  -  d  (  ?±        \ i  (  ~d[x  — 

dx  \    dy  '     /        dy  \    dx 

et  lïdentité  à  vérifier  se  ramènera  à  la  suivante  : 


(q^I-H^-^-H- 


à_  i  „  dz 

dx 


Si  donc  \>  désigne  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  on  aura  nécessairement 


(24) 


P  _  z(d±.  —  b\  -h— , 

**  \àx  /        dx 

r\  (dz  \         dç 


et,  si  l'on  pose 

(25)  cj=J  ^z(^-b^dx-hii(^  -hazjdy 

on  pourra  écrire 

(26)  6  =   f(Pdx^-Q  dy)  =  <r+ 0. 

Il  faut  maintenant  déterminer  u.  et  v  de  telle  manière  que  9  soit 
l'intégrale  d'une  équation  du  second  ordre. 

Nous  allons  montrer  d'abord  que  a-  satisfait,  pour  chaque  valeur 
de  u,  à  une  telle  équation.  On  a,  en  effet, 

dcr  /du.        _     \  da  /  dz  \ 

(27)  d£=*(to-ft(V'  dy==lL\'dy+aZ)- 

En  tirant  de  la  première  équation  la  valeur  de  z  et  la  portant 
dans  la  seconde,  on  trouve 

(28) 
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et  cette  relation  constitue  bien  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  à  laquelle  satisfait  la  valeur  générale  de  <r. 

Revenons  maintenant  à  l'expression  de  9.  Comme  les  équations 
(27)  permettent  d'exprimer  s  et  ses  dérivées  en  fonction  linéaire 
des  dérivées  de  a-,  on  voit  que  9  pourra  être  exprimée  en  fonction 
linéaire  des  dérivées  de  a-.  Il  suffira  donc  d'appliquer  les  proposi- 
tions des  nos  399  et  400  pour  obtenir  toutes  les  fonctions  9  qui 
satisfont  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

Les  deux  propositions  que  nous  venons  d'étudier  permettent, 
on  le  voit,  de  rattacher  à  toute  équation  linéaire  (E)  deux  séries 
différentes  d'équations  qui  s'intégreront  en  même  temps  qu'elle. 
Si  l'équation  primitive  (E)  s'intègre  par  la  méthode  de  Laplace, 
c'est-à-dire  si  elle  admet  des  solutions  de  la  forme 

AX-rHA1X'  +  ...+  A/X^J 

la  même  propriété  subsistera  pour  toutes  les  équations  qui  en 
dérivent.  Ce  résultat  est  évident  pour  celles  que  nous  avons 
obtenues  au  n°  399;  et,  pour  celles  que  nous  venons  de  définir,  il 
est  une  simple  conséquence  de  la  proposition  démontrée  au  n°  393. 
Ainsi,  lorsque  Véquation  primitive  (E)  est  intêgrable  par  la 
méthode  de  Laplace,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  équations 
qui  en  dérivent  par  l  application  des  deux  propositions  pré- 
cédentes. 

Comme  application,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les 
fonctions  9  pour  lesquelles  P  et  Q  contiennent  les  dérivées  de  z 
jusqu'au  premier  ordre  seulement.  11  faudra  évidemment  que  v 
soit  égal  à  pz,  p  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  y  ;  et, 
par  conséquent,  on  aura 

(29)  6  =  C7-f-  ÛZ   —  CT-f- - —. 

0\L  OX 

dx 

Pour  que  cette  fonction  soit  l'intégrale  d'une  équation  du  second 
ordre,  il  faudra,  ou  bien  que  la  valeur  de  9  soit  celle  que  l'on 
déduit  de  a  par  l'application  de  la  deuxième  substitution  de  La- 
place à  l'équation  (28)  et,  dans  ce  cas,  il  faudra  prendre  p  =  —  }*; 
ou  bien  que  le  second  membre  s'annule  pour  une  solution  parti- 
culière <r'  de  l'équation  en  <r. 
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Dans  le  premier  cas,  on  a 


197 


(3o) 


-M 


—  -T-  b  z  )  dx  -t-  z\  -^-  —  a  u.  )  dv, 

\ox  ]  \dy 


et  la  valeur  de  0  est,  au  signe  près,  celle  que  l'on  déduirait  de  a- 
par  l'échange  des  variables  x  et  y. 
Dans  le  second  cas,  on  devra  avoir 


(3i) 


dx 


ou,  si  l'on  désigne  par  z'  la  valeur  de  z  correspondante  à  a-', 

(o-î)  p= ;)  V=    ; 

Z  Z 

On  a  ainsi 


(33)  e=/j 


dp 


_d_  fa'z\ 
dx 


en  réduisant,  on  trouve 

m)  e=/[-i(?)&4-(i's'-'''|(7)* 


La  valeur  de  0  est  d'ailleurs 


(35) 


e  =  a  — 


do- 
c'a? 

HT 

dx 


Nous  indiquerons  plus  loin,  au  Chapitre  X,  l'interprétation 
géométrique  de  ces  résultats. 

403.  Nous  pouvons  maintenant  traiter  d'une  manière  simple 
une  question  que  nous  avons  laissée  de  côté  dans  les  développe- 
ments qui  précèdent.  Etant  donnée  l'expression 

6  =  (m,  n) 

qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  second  ordre,  proposons- 
nous  de  déterminer  les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  une  so- 
lution donnée  0.  Nous  allons  voir  que  l'on  peut  résoudre  cette 
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question  par  de  simples  quadratures  lorsque  l'on  connaît  les  valeurs 
particulières  de  z  qui  annulent  l'expression  de  G.  Mais,  au  lieu  de 
traiter  la  question  directement,  nous  allons  employer  la  méthode 
suivante,  qui  mettra  mieux  en  évidence  ce  qu'il  y  a  de  réellement 
intéressant  dans  la  solution. 
Désignons  par 


des  solutions  particulières  de  l'équation 

d*z  dz  dz 

(36)  -r — : Y- a- 1-6- hcz  =  o; 

dx  ày  dx  dy 

soit  encore 

(37)  m-hn  =  p 

et  déterminons  des  quantités  ~kf,  A2,  .  •  .,  Xp  par  les  équations 


Z\  k\  -+-  z%  À2  -4- ...-(-  Zp  Kp  —  o 

ozi  .  dz,,  .. 


dm-lZi  .  dm~lZp* 

-r  À!  -4- -+-  -7 p  A  „  =  o, 

-1       '  A-n/n—l      '  ' 


(38)  /    dx"1-1  dx' 

-^■Àt-f- -+-         ^À„=o, 


^i,     ,  ,  àzp 


dn-xzx.  dn-^zp. 

dyn-l      L  dy'1'1      P 

Si  l'on  conserve  les  notations  du  n°  397,  les  équations  pré- 
cédentes peuvent  être  écrites  d'une  manière  abrégée  comme 
il  suit  : 

(3g)  {m  —  1,  n —  i)\k\  -H. .  .-+-  {m  —  1,  n —  1)^X^=0, 

cette  unique  équation  devant  être  vérifiée  pour  toute  expression 
(/?i —  1,  n — 1  ),  et  (m — i,n — 1);  désignant  encore  le  résultat 
de  la  substitution  de  zi  à  z  dans  cette  expression.  Les  équations 
(38)  ou  l'équation  (3g)  déterminent,  en  général,  les  rapports 
mutuels   de   Xl5    X2,    .  .  . ,    ~kp.    Nous    laisserons    de    côté   le    cas 
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exceptionnel  où  ces  équations  formeraient  an  système  indé- 
terminé ('). 

Nous  allons  montrer  que  toutes  les  quantités  X,  ainsi  détermi- 
nées satisfont,  elles  aussi,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  Pour  plus  de  netteté,  nous  supposerons  m  et  n 
au  moins  égaux  à  i  ;  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  de  passer  à 
l'une  des  équations  voisines,  dans  la  suite  de  Laplace  relative  à 
l'équation  proposée. 

Une  expression  (m  —  2,  n  —  1)  étant  un  cas  particulier  d'une 
expression  [m — 1  ,  n  —  1),  on  déduit  de  la  formule  (39)  que  l'on 

aura 

(  m  —  2,  n  —  1)1X1  -f-,  .  .-+-  (m  —  2,  n  —  i)p\p  =  o 

pour  toute  expression  (m  —  2,  n — 1).  Diflférentions  cette  équa- 
tion par  rapport  à  #,  nous  aurons 

2X/^(m~2'  »— 0/+2^m~ 2'  n~^i~d  =  0i 

Comme  la  dérivée  par  rapport  à  x  d'une  expression  (m  —  2,/? —  1) 
est  une  expression  (/n  —  1 ,  n  —  1  ),  le  premier  terme  de  la  somme 
précédente  sera  nul,  et  il  restera 

(4o)  ^i(m  —  2,n—i)i~=o. 

■    i  =  l 

On  aurait  de  même 


i=P 


ih 


(4i)  2(m~  !'  n~  2)'"dy 


1=  1 


En  traitant  de  la  même  manière  l'équation 


-v 


âki 


(ii)  >  (m  —  2,  n  —  2  V—  =  o, 

/'  =  1 

qui  est  un  cas  particulier  de  la  formule  (4°)?  et  en  la  diflférentiant 


(')  Ce  cas  ne  peut  se  présenter,  si  les  solutions  zt  sont  linéairement  indépen- 
dantes, tant  que  la  suite  de  Laplace  s'étendra  entre  les  équations  (E_m4  ,),  (  En_l). 
On  s'en  assure  aisément  en  répétant  les  raisonnements  du  n°  397. 
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par  rapport  à  y,  on  trouvera  de  même 


(43)  \j  (m  —  i.  n  —  -i)i 


dx  dy 


Il  résulte  des  formules  (4o)  à  (43)  que,  si  l'on  pose 

on  aura 

i—p 

(45)  2(m_  2'  n  —  2)jt,'(X4-)  =  o, 


pour  toute  expression  (m  —  2,  n  —  2).  Cette  équation  tiendra  donc 
lieu  de  m  -+-  n  —  3  équations  distinctes  que  l'on  obtiendrait  en  y 
remplaçant  successivement  (m  —  2,  n  —  2  )  par 

dz  d'"-^z  dz  d"~^z 


'      dx  dx"1-'1'  dy  dy"-'2 

Il  y  ap  ou  m-\-  n  quantités  Ç(X/)  ;  mais  on  peut  disposer  des 
fonctions  a,  (3,  y  de  manière  à  annuler  trois  quelconques  d'entre 
elles.  Les  autres,  au  nombre  de  p  —  3,  seront  liées  par  un  nombre 
égal  de  relations  homogènes  ;  elles  seront  donc  aussi  égales  à 
zéro  (').  Ainsi,  les  fonctions  \(  dont  les  rapports  sont  définis  par 
les  équations  (38)  satisfont  toutes  à  une  équation  aux  dérivées 
partielles,  entièrement  semblable  à  celle  dont  les  fonctions  z-L  sont 
des  solutions  particulières. 

Nous  avons  déjà  étudié  au  n°  106  un  cas  particulier  de  cette 
proposition  générale.  Nous  avons  vu  que,  si  les  coordonnées  homo- 
gènes 3?,  y,  z,  t  d'un  point  variable  d'une  surface  donnée  satisfont 
à  une  équation  de  la  forme 

....  d*e         de        db 

(46)  -t— ha-  -t-6- 1-06  =  0, 

dp  opt  dp  dp{ 

il  en  est  de   même  des  coordonnées  tangentielles  u,  p,  «',/>.  Or, 


(')  Pour  que  cette  conclusion  cessât  d'être  établie,  il  faudrait  que  les  déter- 
minants des  différents  systèmes  que  l'on  obtient  en  annulant  trois  quelconques 
des  quantités  y  (\)  choisies  arbitrairement  fussent  tous  nuls.  S'il  en  était  ainsi, 
les  équations  (38)  ne  détermineraient  plus,  contrairement  à  l'hypothèse,  les  rap- 
ports mutuels  des  quantités  \.. 
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ces  coordonnées  sont  liées  aux  premières  par  les  relations 

ux     -+- vy     -+-  wlz      -t-  pt       —  o, 
dx  dy  dz  dt 

(47)  {       ^P  <^P  up  dp 

dx  dy  dz  dl 

u h  v  -f- — I-  (v h  p  - —  =  o. 

dpi  api  dpi  opi 

C'est,  aux  notations  près,  pour  le  cas  particulier  où  m  et  n  sont 
égaux  à  2,  le  système  (38)  que  nous  venons  d'étudier. 

Signalons  également  l'analogie  de  ce  système  (38)  avec  celui 
que  nous  avons  considéré  au  n°  370  et  qui  établit,  dans  le  cas 
d'une  variable  indépendante,  les  relations  entre  deux  groupes  de 
fonctions  adjointes.  Cette  analogie  peut  encore  se  poursuivre  ;  et 
l'on  obtiendra  aisément  des  équations  analogues  au  système  (i5) 
de  la  page  1 16.  On  peut  les  écrire  ainsi,  sous  forme  abrégée, 

(48)  2,  (m  —  i  —  h,  n  —  i  —  k)i(h,  k)t=  o, 

(  m — i — h,  n —  i  —  À")  se  rapportant  à  l'équation  qui  admet  les 
solutions  particulières  zt  et  le  symbole  (h,  k)  à  l'équation  à  laquelle 
satisfont  les  \[.  Mais  nous  laisserons  de  côté  toutes  ces  relations 
pour  nous  attacher  surtout  au  point  essentiel  et  montrer  que  V in- 
tégration de  chacune  des  équations  en  z  ou  en   \ 

§(z)  =  o,  £(X)  =  o 

peut  se  i^amener  à  celle  de  Vautre,  ou,  plus  exactement,  à  celle 
de  V adjointe  à  l'autre  équation. 

404.   Ecrivons  en  effet  l'adjointe  de  Ç  Çk) 

à2  u.  du.  du.        (  do.         à&\ 

v    J  '  dx  dy  dx         r  Oy        y         dx        dy }  ' 

et  soit  u  son  intégrale  générale.  D'après  la  proposition  du  n°  402, 
l'expression 

{1-  \iè  +  PX/7  dx  +  lh  {Ij  ~ af^) dy 

sera  une  différentielle  exacte.  Introduisons  la  fonction  suivante  : 
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la  valeur  de  Z  satisfera,  nous  allons  le  montrer,  à  l'équation 

(5i)  £(*)  =  o, 

dont  elle  sera  l'intégrale  générale. 
Posons,  pour  abréger, 

(52)        "*=/[i*(is?  +  P**)  ^r  +  x*(^  -^)  d?\ 


G 


omme  on  a 


v      '  dx        l   \dx        '       J'  dy  \ày         '/ 

les  relations  auxquelles  satisfont  les  \h  nous  donneront  immédia- 
tement les  suivantes  : 


^("*—  i,  n  —  i) 


(54)  /  V  (m—  2,  n  —  \)h    - 


dy 

àvh 

dx 

>,  (w  —  2,  n  —  0/j- — j—  =  o. 
I    jmmÀ  dx  dy 

On  aura,  en  particulier, 

\2à*h  iï  =0'     2<  *A^  =  0) 

(55)  {  ^ 
i  ^i         d*<jh                      ^  dzh  dah 

I       >     Z/,  - —    =    O,  >     — : =    O. 

^   j-d        dx  dy  j^à  dx    dy 

D'après  cela,  si  l'on  différentie  la  valeur  de  Z, 

(56)  Z  ~2_lzh^h, 

on  aura,  en  tenant  compte  des  relations  précédentes 

dZ       ^i       àz/t  àZ       ^i       dz/t 

dx       ^        c*a?  o[/       .~J     '  cj^ 

(57)  < 

à'1  Zh    _j^         d2zh 

dx  dy       *md     '  dx  dy 
et,  par  suite, 

${Z)=^à<s,J{zh)  =  o. 
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La  proposition  énoncée  à  la  fin  du  n°  403  est  ainsi  établie.  Pro- 
posons-nous maintenant  de  reconnaître  comment  on  déterminera 
la  valeur  de  u.  correspondante  à  chaque  valeur  de  Z. 

Si,  tenant  compte  des  formules  (38),  on  diflférentie  successive- 
ment l'équation  qui  donne  Z,  on  obtiendra  une  série  de  formules 
comprises  dans  le  type  suivant  : 

h=P 
(58)  (m  —  i,  n  —  i)z  =  V(/n  —  r,  n  —  i)h^h, 

Jmmà 

h  =1 

où  l'on  peut  employer  la  fonction  (m  —  î,  n  —  i)  la  plus  générale, 
et  qui  tient  lieu  par  conséquent  de  m-\-n  —  i  équations  dis- 
tinctes. Considérons  deux  de  ces  équations  et  d'abord  la  suivante  : 

dm~lZ  _^       dm'1zh 

dx"1-1  ~ Z*  Q'1  dxm-y 

Si  on  la  différence  par  rapport  à  x,  on  trouvera 

dx"1       ^aah  dx"1         '{X^  àxm~l     dx  ' 
Prenons  ensuite  l'équation 


d»-lZ       ^        d'l~iz 


— -  =  Y 


-h' 


et  différentions-la  par  rapport  ky  ;  nous  trouverons 

(Q0)         d-2l.  =V  g.  d'lZh  ,  V dah  d'l~lzh  =yc  dn*ht 

v      i  dyn   ~ ' jLà    h  dyn        Zmà  ûy     dyll~y        jL^    h  dy'1 

Si  l'on  joint  les  deux  équations  (5g)  et  (6o)  aux  m  -+-  n —  i 
équations  (58),  on  forme  un  système  qui  peut  être  résolu  par 
rapport  aux/?H-i  inconnues  cr^et  ja;  et  qui  donne,  en  particulier, 
pour  |a  une  fonction  linéaire  de  Z  et  de  ses  dérivées,  prises  jus- 
qu'aux ordres  m  et  n  respectivement  par  rapport  à  x  et  par  rap- 
port ky,  c'est-à-dire  une  expression  de  la  forme 

(6i)  [x  =  (m,  n)z. 

D'ailleurs,  le  système  des  équations  considérées  ne  change  pas 
lorsqu'on  y  remplace  Z  par  Z  +  C:-h  à  la  condition  de  remplacer  cr^ 
par  <j£  +  C  ;  cela  résulte  de  ce  que  les  cr^  sont  des  intégrales  aux- 
quelles on  peut  toujours  ajouter  une  constante.  La  valeur  de  p.  ne 
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changera  donc  pas  si  l'on  y  remplace  Z  par  Z  -+-  Czf,  ;  par  suite, 
elle  devra  s'annuler  quand  on  y  remplacera  Z  par  Zh. 

C'est  d'ailleurs  ce  que  mettent  en  évidence  les  équations  (58), 
(5g),  (60)  qui  nous  fournissent  la  valeur  de  \)-  sous  la  forme  d'un 
produit  de  deux  facteurs  :  l'un  A,  formé  exclusivement  avec  les 
fonctions  Z,  Zh  et  leurs  dérivées  et  qui  s'annule  pour  Z  =  Zh: 
l'autre  B  ayant  pour  valeur 


d'"-izh  dkh 


*—à  ûxm-1     ôx 
et  qui  est  égal,  en  vertu  delà  miéme des  équations  (38)  différentiée,  à 


2  à"1  zh  -, 

Comme  ces  équations  (38)  ne  déterminent  que  les  rapports 
mutuels  des  fonctions  À/0  on  voit  que  l'on  pourra  disposer  des 
valeurs  des  A/,  de  telle  manière  que  y.  soit  égal  à  n'importe  quelle 
fonction  (m,  n)z  assujettie  à  s'annuler  pour  Z  =  ^^.  Alors,  la  for- 
mule (5o),  où  tout  sera  connu,  nous  fournira  la  valeur  de  Z  qui  cor- 
respond à  une  valeur  donnée  de  (m,  n)z,  et  ainsi  se  trouvera  résolu 
le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  au  début  du  n°  403. 

405.  Nous  indiquerons  l'application  suivante  :  Soit  (E)  l'équa- 
tion à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  x,  y.  5,  t  d'un  point 
d'une  surface  considérées  comme  fonctions  de  p  et  p4.  Soit  (E') 
son  adjointe,  et  désignons  de  même  par  (G),  (G')  les  équations 
analogues  relatives  aux  coordonnées  tangentielles.  Si  U  désigne  la 
solution  la  plus  générale  de  (G),  l'intégrale  générale  de  (E')  sera 
l'expression  (2,  2)  définie  par  la  condition  de  s'annuler  pour 
\j=u,  c,  w:  p,  c'est-à-dire 

d2U 


U 


dU 
"dp" 
du 
dô 


dp_ 
du 


dU 


d%  u 


dp? 
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et,  réciproquement,  l'intégrale  U  s'exprimera  au  moyen  de  l'inté- 
grale générale  de  (E')  par  une  équation  de  la  forme 

U  =  u  (Tj ■--+-  v  tr2  -H  w  <j3  -+-  p  a  4 , 

où  a-,,  do,  (73,  <74  désignent  quatre  intégrales  semblables  à  celle  qui 
est  définie  parla  formule  (02).  Il  y  aura  des  relations  analogues 
entre  (G')  et  (E). 

Si  donc,  conformément  aux  remarques  présentées  à  la  fin  du 
Chapitre  IV,  on  regarde  l'intégration  d'une  équation  et  celle  de 
son  adjointe  comme  deux  problèmes  équivalents,  on  voit  que  les 
deux  équations  auxquelles  satisfont,  soit  les  coordonnées  tan- 
gentielles,  soit  les  coordonnées  ponctuelles,  s'intégreront  en 
même  temps,  et  que,  si  l  une  des  équations  s1  intégre  par  la  mé- 
thode de  Laplace,  il  en  sera  de  même  de  Vautre. 
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CHAPITRE  IX. 

LES    ÉQUATIONS    HARMONIQUES.     APPLICATIONS    ANALYTIQUES  DES 
PROPOSITIONS    DÉVELOPPÉES   DANS    LES    DEUX    CHAPITRES    PRÉCÉDENTS. 

Définition  des  équations  et  des  solutions  harmoniques.  —  Groupes  de  quatre 
solutions  liées  par  une  équation  quadratique.  —  Application  du  théorème  de 
Moutard  au  cas  où  l'on  emploie  une  solution  particulière  harmonique.  — 
Théorème  relatif  aux  équations  linéaires  de  la  forme 

—  D'une  telle  équation,  lorsqu'on  sait  l'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h, 
on  peut  déduire  une  infinité  d'autres  équations  de  même  forme  que  l'on  saura 
intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h.  —  Caractère  distinctif  de  toutes  les  équa- 
tions linéaires  qui  dérivent  ainsi  d'une  même  équation.  —  Etude  d'une  trans- 
formation particulière  qui  permet  de  passer  d'une  équation  harmonique  à 
d'autres  équations  harmoniques.  —  Formule  générale  permettant  de  rattacher 
à  toute  solution  non  harmonique  d'une  équation  harmonique  une  infinité  de 
solutions  particulières  nouvelles.  —  Reconnaître  si  une  équation  à  invariants 
égaux  est  une  équation  harmonique.  —  Ce  problème  est  équivalent  au  suivant: 
Reconnaître  si  l'élément  linéaire  d'une  surface  est  réductible  à  la  forme 

ds2  =  [o  (u)  —  <h  (  t>  )  ]  ( du2 -t-  dv2 ). 

—  Application  à  l'équation  d'Euler.  —  Étude  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles plus  générale.  —  Indication  de  quelques  sujets  de  recherche  auxquels 
conduisent  les  propositions  développées  dans  ce  Chapitre. 


406.  Nous  avons  développé,  dans  les  deux  derniers  Chapitres, 
différentes  propositions  générales  relatives  aux  équations  linéaires 
du  second  ordre.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'indiquer,  dès  à  présent, 
quelques-unes  de  leurs  applications.  Nous  commencerons  par 
celles  qui  se  rapportent  à  l'Analyse,  et  nous  envisagerons  plus 
spécialement  les  équations  de  la  forme  suivante  : 

(0  j^t,  =  [<?(*+ y)  — ^(v-y)]z, 

où  les  symboles  o  et  <b  représentent  deux  fonctions  quelconques. 
Ces  équations,  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  sous  le  nom 
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d'équations  harmoniques,  jouent  un  rôle  capital  en  Physique 
mathématique  ( ').  Elles  ont  la  propriété  d'admettre  une  infinité 
de  solutions  particulières  de  la  forme 

/(^-i-jO/iO— y)- 

Si  l'on  exprime,  en  effet,  qu'une  telle  fonction  satisfait  à  l'équa- 
tion proposée  (i),  on  est  conduit  à  la  relation 

f"(x-+-y)        ,  .       f[(x-y)       ,', 

11  suffira  donc  de  prendre  pour  jf  et/,  des  solutions  quelconques 
des  équations  linéaires 

j/'(0=  /(')[?(0 -+-*], 

l/î(0.=  /i(0[*(0  +  A], 

où  h  désigne  une  constante  quelconque.    A  chaque    valeur  de  h 


(')  Étant  donnée  une  équation  de  la  forme 

où  P,  Q,  R  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  P1,  Q,,  Rt  des  fonctions 
quelconques  de  y,  on  peut  toujours,  par  de  simples  quadratures,  la  ramener  à  la 
forme  (i).  Si  l'on  pose,  en  effet, 

/dx        r  dy  fdx         r  dy 

l'équation  (a)  se  transforme  en  une  équation 

(Pz  dz         .   dz 

a h  o  - —  =  cz  —  o, 


dx,  dyl  àx1  dyx 

qui  a  ses  invariants  égaux  et  peut  être  ramenée  à  la  forme 

ôxdy 

Le  calcul,  qui  n'offre  aucune   difficulté,   conduit  à  une   équation  harmonique. 
On  peut  aussi  ramener  l'équation  (a)  à  la  forme  réduite 

mais  cette  forme  n'est  nullement  typique  et  peut  être  obtenue  d'une  infinité  de 
manières. 
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correspondent  deux  fonctions  f[x  -h  y),  deux  fonctions/^  (x — y) 
et,  par  suite,  quatre  solutions  particulières  de  l'équation  proposée. 
Si  l'on  désigne  par  A  et  B  les  deux  valeurs  de  f,  par  A,  et  B4 
celles  de/l5  les  quatre  solutions  seront 

^i  =  AAj,         -2  =  AB],         53=  BA[,         ;;.}.=  BBj, 

et  seront  liées  par  la  relation  quadratique 


Ainsi,  les  équations  harmoniques  admettent  un  nombre  illi- 
mité de  groupes  de  quatre  solutions  liées  par  une  relation 
homogène  du  second  degré  à  coefficients  constants. 

Nous  désignerons  également  sous  le  nom  de  solutions  harmo- 
niques une  quelconque  des  solutions  que  nous  venons  de  définir 
et  qui  sont  le  produit  d'une  fonction  de  x-\-y  par  une  fonction 
de  x — y. 

407.  Soit 

a)  =f(x-i-y)f1(x—y) 

une  telle  solution.  On  peut  évidemment  l'employer  pour  appliquer 
la  méthode  de  Moutard  et  passer  de  l'équation  (i)  à  une  équation 
nouvelle  qui  sera 

I        ()2Z  \  10 

=  w 


Z  dx  dy  dx  dy 

Le  calcul  du  second  membre  se  fait  très  simplement  de  la  ma- 
nière suivante.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  l'on  a 

ta  dxdy         f         fi 

Si  l'on   change  y  en—  et  f,  en  ~-r,  il  viendra,  sans   nouveau 
calcul, 


à*    - 


=  / ■   i     -/ 


dx  dy  \f  )        J    \/i 

Ainsi,  l'équation  nouvelle   que  l'on  obtient  par  l'emploi  de  la 
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solution  10 

conserve  la  forme  de  l'équation  dont  elle  dérive  ;  elle  est  encore 
une  équation  harmonique. 

Nous  avons  vu  que  l'on  passe  d'une  solution  z  de  l'équation  (i) 
à  la  solution  correspondante  de  l'équation  (4)  à  l'aide  de  la 
formule 

proposons-nous  de  rechercher   ce    que   deviennent   les    solutions 
harmoniques  de  la  première  équation. 

Soit 

z  =  6(>-hjK)ôi(a?.  —  y) 

une  telle  solution  de  l'équation  proposée.  Les  équations  qui  défi- 
nissent 0,  Oj  pourront  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 

h  désignant  une  constante  quelconque.  Si  l'on  porte  la  valeur  de  z 
dans  la  formule  (5),  il  viendra 

fflZ=  A/i81(/,e'-e/')rf(a?-^)+/e(/1e'1-/i8,)rf(a:+>)]. 

J 

La  quadrature  qui  figure  dans  le  second  membre  peut  être 
effectuée  dans  tous  les  cas.  On  déduit,  en  effet,  des  formules  (6) 

/e  =  l(/e'-e/-),      fi^  =  ji(fiK-^fl); 

et,  si  l'on  porte  les  valeurs  de/G,  /,6|  dans  l'équation  qui  donne  Z, 
on  aura 

//lZ  =  Tif[if%'  ~  {jf'}  difl^  -f* e' )  +  (/l6;  _  0l/i) d(f(y  ~  6/')]' 
ou,  en  négligeante  constante  h, 

jFiZ  =  </e'-e/')(/1e'1-e,/1). 


(,)  z=(.r-9-7J(«;-8,/i 

D.  -  II.  i4 
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On  obtient  donc  pour  Z  une  solution  qui  est  le  produit  d'une 
fonction  de  x  -\- y  par  une  fonction  de  x — y,  c'est-à-dire  qui  est 
aussi  harmonique. 

408.  11  est  aisé  de  vérifier  le  résultat  précédent.  Si  l'on  in- 
troduit, en  effet,  la  fonction 

(8)  u  =  [)'-{)L, 

on  reconnaît  par  un  calcul  facile  que  l'on  a 


(9)  H=f{f)+h- 

On  est  ainsi  conduit  au  curieux  théorème  d'Analyse  suivant  : 
Etant  donnée  V équation  différentielle  du  second  ordre 

(io)  ^  =  [?(0  +  /']j, 

supposons  qu'on  sache  l'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h. 
Soitf(t)  une  solution  de  cette  équation,  correspondante  à  une 
valeur  particulière  de  h,  par  exemple  h  =  ht.  On  saura  aussi 
intégrer,  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  l'équation 

(11)  £_[,$'  +  »_*,],. 

Si  y  désigne  la  solution  générale  de  i équation  (io)  corres- 
pondante à  une  valeur  déterminée  de  h,  différente  de  hti 

f 

(12)  y—yy- 

sera  la  solution  générale  de  V équation  (i  i)  pour  la  même 
valeur  de  h. 

Cette  proposition,  qu'il estaisé  de  vériherdirectement('),  permet, 
évidemment,  de  rattacher  à  toute  équation  de  la  forme  (io),  que 


(l)  On  trouvera  la  démonstration  directe  dans  une  Note  de  l'Auteur  Sur  une 
proposition  relative  aux  équations  linéaires,  insérée  aux  Comptes  rendus, 
(t.  XCIV,  p.  i456;  1882). 
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l'on  sait  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  une  suite  illimitée 
d'équations  différentielles  de  même  forme  que  l'on  saura  aussi 
intégrer  pour  toutes  les  valeurs  du  paramètre  h.  Chaque  passage 
d'une  équation  à  la  suivante  introduira  deux  constantes  arbitraires 
nouvelles  ;  en  général,  les  équations  successives  s'éloigneront  de 
plus  en  plus  de  la  forme  initiale  et  deviendront  de  plus  en  plus 
compliquées.  H  y  a  cependant  des  cas  exceptionnels  dans  lesquels 
la  forme  de  l'équation  se  conserve  lorsqu'on  choisit  convenable- 
ment les  solutions  particulières  au  moyen  desquelles  s'effectue  le 
passage  de  chaque  équation  à  la  suivante. 

Prenons,  par  exemple,  comme  équation  initiale 

(i3)  f=hy\ 

si  l'on  fait  h  =  o,  on  a  la  solution 

y  =  t; 

on  est  donc  conduit  à  l'équation 

Celle-ci  admet  à  son  tour,  pour  h  =■  o,  la  solution 

y  =  f!  ; 
on  saura  donc  intégrer  l'équation 

En  continuant  de    cette   manière,  on    parviendra   évidemment    à 

l'équation 

Ym(m-i)  1 

y  =y[ — p —  +  '*], 

qui  est  trop  connue  pour  que  nous  y  insistions. 

Reprenons  l'équation  initiale  (i3).  Pour  h=  —  i,  elle  admet  la 
solution  sin  t  ;  on  saura  donc  intégrer  l'équation 

Pour  des  valeurs  particulières  de  A,   cette   équation  admet  les 


•212  LIVRE   IV.    —   CHAPITRE    IX. 

solutions  sin2/,  sin-tcost.  En  les  employant  et  en  poursuivant 
l'application  de  la  méthode,  ou  parviendra  successivement  à  des 
équations  de  la  forme 

V  m{  m  —  i  )        n  <  n  —  i)        ,1 

04  )  y  =  Y    =-= H ; h  «    , 

K  L    s,n  l  cos  l 

où  m  et  n  désignent  deux  entiers.  On  peut  établir  ce  résultat  en 

toute  rigueur  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  prend 

h—  —  {m  -h  n)*, 

l'équation  précédente  admet  la  solution  particulière 
fit)  =  sinmt  cos" t. 

En  employant  cette  solution  particulière,  on  obtiendra  l'équa- 
tion nouvelle 

y"=y\f(j)  -a  +  (/»-w02] 

ou 

„  [m(m-^\)        n(n  —  \)        .1 

J        J  [       sm-t  cos-t 

C'est  l'équation  précédente  dans  laquelle  m  et  n  sont  changés  en 
m  -+-  i  et  n  -+-  i .  On  peut  donc  intégrer  cette  équation  par  voie  de 
récurrence  toutes  les  fois  que  m  et  n  sont  entiers  :  et,  si  l'on  dé- 
signe par  ymn  la  solution  générale  de  l'équation  (i4),  il  faudra 
employer  la  formule 

ym+l,n.+l=y'm,n  —  (m  COlt  —  n  tatlgi)jK,«,«. 

On  a  évidemment 

y*o=?yio=yoi=yu=  Ae'^V  b  e-'\''7', 
y m,i =  y "1,0:      j  ro,« ==  yi,n- 

L'emploi  de    ces    formules    permet    d'obtenir   l'intégrale   pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  m  et  de  n  sous  la  forme 

P  ptyrTi_i_  o  p—tJTl 

1  m , n  e    '       I     y^in.n  c        '     j 

P»t,n  et  Q„i)rt  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  langl, 
cott  et  \//i. 

Ici  encore  nous  rencontrons  des  équations  bien  connues,  quoi- 
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qu'on  les  étudie  rarement  sous  la  forme  précédente.  Si  l'on  déter- 
mine, en  effet,  les  constantes  a,  (3,  y  par  les  formules 


y =       m, 

•2 

a  -h  S  —  V  h =        n, 

'  2 


(«_P)2  =  _A) 

la  solution  générale  de  l'équation  (i4)  sera 

y  =  sin'"£cos"/F(a,  fi,  y,  sin2£), 

F  désignant  la  série  hypergéométrique  de  Gauss,  ou  toute  autre 
solution  de  l'équation  du  second  ordre  par  laquelle  elle  est  déter- 
minée ('). 

409.   Considérons  maintenant,   d'une  manière  générale,   toute 
équation  de  la  forme 

('5)  ^£  =  [<?(*) +  h]y, 

que  l'on  saura  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h;  et  proposons- 
nous  de  rechercher  un  caractère  précis  permettant  de  reconnaître 
toutes  les  équations  qui  en  dérivent  par  la  méthode  que  nous 
venons  d'exposer.  Il  est  évident  que  toutes  ces  équations  admet- 
tront une  intégrale  générale  de  la  forme 

(16)  s  =  AjK-f-By, 

où  y  désigne  l'intégrale  générale  de  l'équation  précédente,  A  et  B 
étant  des  fonctions  de  t  qui  sont  entières  par  rapport  à  h.  Nous 
allons  établir  la  proposition  réciproque  et  montrer  que,  si  l'équa- 
tion 

('7)  té£  =[  +  (*)-**]* 


(  '  )  Il  est  vrai  que,  si  l'on  présente  sous  cette  forme  la  solution  générale  de 
l'équation  (i4)>  on  n'aperçoit  pas  immédiatement  pourquoi  elle  s'intègre  lorsque 
m  et  n  sont  entiers.  Pour  établir  ce  résultat,  il  faut  employer  plusieurs  des  for- 
mules que  Kummer  a  données  et  qui  permettent  de  transformer  la  série  hyper- 
géométrique. 
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admet  une  intégrale  de  la  forme  (16),  A.  et  B  étant  d'ailleurs  des 
fonctions  entières  de  A,  elle  dérivera  nécessairement  de  l'équa- 
tion (i5)  par  la  méthode  que  nous  avons  exposée. 

Substituons,  en  effet,  dans  l'équation  (17)  la  valeur  (16)  de  z. 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  dey,-—,  on  trouvera  les  deux 
équations 

(     A"-+-  A(<p  —  ^)-HaB'(«p-H  /t)-H  B«p'=  o, 

(   2Â'+  B(cp  — <^)  +  B"=o, 


(18) 


d'où  l'on  déduira  aisément  que  B  ne  saurait  être,  par  rapport  à  h, 
d'un  degré  supérieur  à  celui  de  A. 

Soient  maintenant  y{,  y->  deux  intégrales  quelconques  de 
l'équation  (1 5)  et  zt,  z2  les  intégrales  correspondantes  de  l'équa- 
tion (17)  déterminées  par  la  formule  (16).  Un  calcul  facile  donnera* 

*&-*£=<^AB'-BA-_I»T_B.A,(„$-^ 

Le  premier  membre  devant  être  constant,  ainsi  que 

dyi  <Iy\ 

on  voit  que  la  fonction 

A«  +  AB'—  BA'—  B2Ç  —  B^A 

se  réduira  à  une  constante.  Cette  constante  est  d'ailleurs  une 
fonction  de  h;  car  le  terme  qui  contient  la  plus  haute  puissance 
de  h  ne  se  réduit  avec  aucun  autre  et  se  trouve,  soit  dans  A2,  soit 
dans  B2  h,  suivant  que  A  est  de  degré  supérieur  ou  égal  à  celui 
de  B.  On  peut  donc  écrire 

(19)  A2+  AB'—  BA'—  B*(«p  +  h)  =  F(h), 

F  (h)  désignant  un  polynôme  entier  et  à  coefficients  constants. 

Soit  h  —  ht  une  racine  de  ce  polynôme.  On  peut  admettre  que 
l'hypothèse  h=  h{  n'annule  pas  à  la  fois  A  et  B.  Sans  cela,  il  n'y 
aurait  qu'à  diviser  Ky  -f-  By'  par  h  —  ht  et  à  reprendre  le  raison- 
nement précédent.  Substituons  partout  ht  à  /i,  et  soient  A,  et  B| 
les  valeurs  que  prennent  A  et  B.  Si  l'on  désigne  par  y\  une  solu- 
tion particulière  de  l'équation  (io)  où  l'on  a  remplacé  h  par  h,,  la 
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fonction  correspondante 

qui  ne  sera  pas  nulle  si  Ton  a  choisi  convenablement  y  (,  sera  une 
solution  de  l'équation 

^.=  [<KO  +  Ai]*; 

et,   par  suite,   si  l'on  applique  le  théorème  général  du  n°  408,  la 
fonction 

sera  l'intégrale  de  l'équation 


d-Z 
~dW 


qui  est  de  même  forme  que  l'équation  (17).  Nous  allons  ramener 
la  valeur  de  Z  à  la  forme  (16)  et  examiner  quel  est  le  degré  de  ses 
deux  termes  par  rapport  à  h. 
La  valeur  de  Z  peut  s'écrire 

En  développant  et  tenant  compte  de  l'équation  (i5),  on  la  ra- 
mène à  la  forme 

Z  =  AojK-+-Boy, 

où  l'on  a 

(  Airi  -+-  B,y,)  A0  =      [A' A,  +-  BA,  (9  +  h)  —  AA',  -  AB,  («pH-  h,  )]r, 
-4- [B1A'-+-BB,(o-i-/i)  -  AAt  —  AB'JjkV, 

(A1jr1  +  BJyi)B0=    .  [A1A-+-A1B'-BA'l-BB1(cp-f-A1)]ri 
-+-(  ABi  H-  BjB'— BAj  — BB'!)^. 

Remarquons  d'abord  que  ces  valeurs  de  A0,  B0  s'annulent  pour 
h  =  ht':  on  le  reconnaît  immédiatement,  en  remplaçant  A,  B,  h 
par  A1?  B(,  hK  et  tenant  compte  de  la  formule  (19)  où  l'on  aura 
fait  A  =  /z,.  On  pourra  donc  diviser  les  valeurs  de  A0,  B0  par 
k  — ■  h{  et,  par  conséquent,  réduire  d'une  unité  leur  degré  par  rap- 
port à  h. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  A  et  B  soient  d'un  même 
degré  n  par  rapport  à  h.  Le   coefficient  A0  sera  au  plus  de  degré 
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n  -4-  i  ;  mais  ce  degré  se  réduira  à  n  après  la  division.  Le  degré  de 
B0  sera  n  et,  après  la  division,  il  se  réduira  au  plus  à  n  —  i. 

Supposons  maintenant  que  A  soit  du  degré  n  et  B  de  degré  in- 
férieur. Le  coefficient  A0  sera  du  degré  n  au  plus,  ainsi  que  B0  ; 
et  par  suite,  après  la  division,  ils  se  réduiront  l'un  et  l'autre  au 
degré  n  —  i . 

Par  conséquent,  si  les  degrés  de  A  et  de  B  sont  d'abord  n  et  w, 
on  les  réduira  par  la  première  opération  à  n  et  à  n  —  1,  puis  à 
/? —  i  et  à  n  — i,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  l'on  finira 
par  parvenir  à  une  équation  pour  laquelle  le  degré  de  A  et  de  B 
par  rapport  à  h  sera  zéro. 

Les  formules  (18)  nous  donnent  alors 

B'=o, 

aA'+  B(cp  —  à  )  =  o. 
A"  +  A(<p  —  »J»)-4-B"<p'=  o. 

Il  est  très  aisé  de  résoudre  ces  équations  et  de  montrer  qu'elles 
conduisent,  soit  à  l'équation  (t  5)  pour  B  =  o,  soit,  pour  B  =  i ,  à 
celle  que  l'on  obtient  par  la  première  application  de  la  méthode. 
La  proposition  que  nous  avions  annoncée  est  ainsi  établie. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  caractériser  les  équations 
que  l'on  peut  faire  dériver  en  nombre  illimité  de  l'équation  (i3). 
D'après  la  proposition  précédente,  leur  intégrale  générale  sera  de 

la  forme 

/(',  h)y+fx{t,  h) f, 

fetfi  désignant  deux  polynômes  entiers  en  h.  Si  l'on  remplace  y 
par  sa  valeur,  on  trouvera 

F(f,  v^e'/ï-HFtC*,  v/Â)e-'\/*, 

F  et  F,  désignant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  sjh.  Ainsi, 
ces  équations  sont  les  seules  qui  admettent  des  intégrales  de  la 
forme 

F(*,  v/Â)«'^» 

F  étant  entier  par  rapport  à  \fh  (  '  ). 


(l)  On  pourra  consulter  une  Note  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre,  publiée  en   1876  par  Moutard  et  insérée  aux    Comptes  rendus 
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410.  Prévenons  aux  propositions  générales  que  nous  avons 
établies  ;  elles  peuvent  être  résumées  comme  il,  suit  :  à  toute 
équation  harmonique  on  peut  rattacher  une  suite  illimitée  d'équa- 
tions harmoniques  qui  s'intégreront  toutes  en  même  temps  que 
l'équation  initiale.  De  plus,  si  l'on  sait  déterminer  les  solutions 
harmoniques  de  la  première  équation,  on  pourra  connaître  aussi, 
sans  aucune  intégration,  les  solutions  harmoniques  de  toutes  les 
autres.  Ces  résultats,  que  nous  avons  déduits  du  théorème  de 
Moutard,  peuvent  être  complétés  par  l'emploi  de  l'une  des  trans- 
formations générales  définies  au  n°  399. 

Etant  donnée  l'équation 

nous  avons  vu  (n°  399)  qu'il  existe  une  infinité  de  fonctions  de 
la  forme 

^  àz       ^  dz 

(21)  zl  =  Kz-h  P—  +  Q—  > 

dx  dy 

satisfaisant  également  à  une  équation  du  second  ordre  :  cherchons 
s'il  est  possible  de  déterminer  les  fonctions  H,  P,  Q  de  telle  ma- 
nière que  l'équation  nouvelle  soit  de  la  forme 

,      v  à^-zx         , 

(22)  ,      ,      =  At  Si- 
da? dy 

La  substitution  de  la  valeur  de  z{  dans  cette  équation  nous 
donne  un  résultat  de  la  forme 

dx  dy  dx  dy  \dy       dx  dy  }  dx 

/dH        d*Q       r,,\àz      dP  d*z      dQd*z      .„        ,  _dz      .   „dz 

\dx       dx  dy  /  dy      dy  dx1       dx  dy2  dx  dy 

Cette  relation  doit  être  vérifiée  identiquement  :  il  faut  donc  que 

l'on  ait  d'abord 

dP  _  dQ  _ 

dy         dx 


(t.  LXXX,  p.  729).  Le  savant  géomètre  y  établit,  par  une  méthode  toute  différente, 
un  résultat  équivalent  à  celui  que  nous  venons  d'énoncer  en  dernier  lieu,  mais  ce 
résultat  se  rapporte  exclusivement  aux  équations  différentielles  particulières  qui 
dérivent  de  l'équation  initiale  y"  =  o. 
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c'est-à-dire 

P  =  ?(*),        Q  =  ^(7)- 

Ne  nous  arrêtons  pas  au  cas,  dont  l'analyse  est  facile,  où  l'une 
des  fonctions  cd (jc),  'i(i')  serait  nulle  ;  on  peut  alors,  en  prenant 
comme  nouvelles  variables  x  el  y  les  fonctions 

r  dx  r  dy 

réduire  P  et  Q  à  l'unité.  Supposons  donc 

P  =  i,        Q  =  >; 
nous  aurons  encore  à  résoudre  le  système 

dl       dl  ....        d*H 

h  —  =  (  Aj  —  A  )  H  — 


dx        dy  dx  dy 

—  -  dU  -\   —\ 

dx         dy 

On  voit  que  H  doit  être  une  fonction  de  la  seule  variable  x  -\-y\ 
pour  la  commodité  des  calculs,  nous  poserons 

„  6'(a7  +  r) 

ri  =  —  o. • 

b(x-hy) 

Les  formules  précédentes  donnent  alors 

,  6"  6'*        dH 

(J  x)i         dx 

dk_  ^_  d\  dH        d»H 

dx    '    dj'  c*.r         cta?2 

Cette  dernière  équation  admet  la  solution  particulière 

X  -  —  —  L  — 
4        a  da? 

On  a  donc,  pour  la  valeur  générale  de  X, 

î  i  /  ,       H^        i  dH 

ou  encore 


A  =  7T7 s —  v(x  —  y)- 
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On  trouve  de  même  pour  X,  la  valeur  suivante  : 


Xi=0(jj  -<\>(x-y). 

Nous  sommes  ainsi  conduits  au  théorème  suivant  : 
Etant  donnée  V équation  aux  dérivées  partielles 

d-z 

O3)  -^JZ  =  [?(^+r)  —  ty(x  —  y)]z, 

on  déterminera  une  fonction  8  de  x  -j-  y  par  i équation 

fi" 
(24)  j  =  <?(x-hy)^-h; 

la  fonction 

,    ..  dz        dz  0' 

y  dx        dy  0 

formée    avec    V intégrale   générale    de   z   de   l'équation    aux 
dérivées  partielles,  satisfera  à  V équation  nouvelle 

e£  en  sera  évidemment  V intégrale  générale. 

411.  Cette  proposition  entraîne  un  grand  nombre  de  con- 
séquences. Nous  allons  montrer  tout  d'abord  qu'elle  conduit  aux 
résultats  que  l'on  a  déduits  plus  haut  du  théorème  de  Moutard. 

Si  l'on  change,  en  effet,  y  en  — y,  l'équation  ne  change  pas  de 
forme  et,  par  conséquent,  on  peut  obtenir  une  transformation 
nouvelle. 

Déterminons  une  fonction  n  de  x — y  par  l'équation 

la  fonction 

dz        dz        '2<j' 

(28)  s2=- z, 

dx        dy  a 

où  z  désigne  l'intégrale  générale  de  l'équation  (23),    sera   l'in- 
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légrale  générale  de  l'équation 

(»9)  £%=*[*(*+?)  + h~ 

Ainsi,  chaque  équation  harmonique  donne  naissance  à  deux 
séries  de  transformations  différentes,  les  unes  formées  avec  des 
fonctions  de  (.r  +  y),  les  autres  avec  des  fondions  de  (x —  y).  Il 
suffira,  évidemment,  de  les  appliquer  successivement  pour  obtenir 
la  transformation  que  nous  avons  définie  au  n°  407.  On  est  ainsi 
conduit  au  résultat  suivant  : 

Déterminons  deux  fonctions  h(x-[-y),  <j(x — y)  par  les 
équations  différentielles 

6"  a" 

(3o;  7-  =  o(x  -\-y)  -+-  h,  —  =  <b(x — y)  +  h; 

la  fonction 
(3i)    Z  =  4 

où  z  désigne  l'intégrale  générale  de  V équation (23),  sera  Vin- 
tégrale  générale  de  V équation 


0' 

26'  Idz 

e  v^  _ 

dz\ 

~ày)~ 

2 a'  fdz         dz\         d*z 

■j    \dx        dy  j        dxz 

à*-z 

ày'1 

(32) 


dx  dy 


% 


m 


C'est  la  proposition  du  n°  407,  mais  avec  une  remarque  com- 
plémentaire qui  ne  manque  pas  d'intérêt:  on  peut  passer  de 
V une  des  équations  à  l'autre  par  la  formule  (3i),  qui  ne  con- 
tient aucun  signe  de  quadrature. 

412.  Revenons  à  la  proposition  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ.  Les  deux  équations  (23)  et  (26)  qu'elle  transforme  l'une 
dans  l'autre  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

(*»)'  5^  =  =  [    \  -*(*-.r)-A]. 

On  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant  6  en  s; 'la  relation 
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entre  ces  deux  équations  est   donc    réciproque.   La  proposition 

nous  apprend  d'ailleurs  que,  s  étant  une  solution  de  la  première, 

la  fonction 

âO'  dz        dz 

(55)  Zi  — —  s  -t- i — — 

IJ  dx        <)y 

sera  une  solution  de  la  seconde.  Si  l'on  échange  les  deux  équa- 
tions, on  voit  donc  que  la  fonction 

_,  _  26'  _        dz,        dzi 

fj  dx         ôy 

sera  encore  une  solution  de  la  première.  En  remplaçant  z{  par  sa 
valeur  déduite  de  la  formule  (33),  on  trouve 

Z   =   — 1 2  (  C2  -+-  <l)  )  z  —  4  h  z . 

dx*        ôy1-  v  '         '  ;  ' 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Etant  donnée  V équation  harmonique 

à~z 
(34)  -j^  =  [?(^+7)  —  <M^  —  7)1-, 

une  solution  quelconque  z  de  cette  équation  donne  naissance  à 
une  solution  nouvelle  z!  par  V  emploi  de  la  formule 

d'1  z        à2z 

dx2        dy-  ' 

Nous  avons  déjà  donné  au  n°  3o0  des  propositions  analogues 
relatives  à  l'équation  E(  jâ,  (3');  mais  on  remarquera  que  la  formule 
précédente  contient  les  dérivées  secondes  de  z. 

413.  Les  équations  harmoniques  possèdent,  on  le  voit,  un 
grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  et  forment  un  groupe 
nettement  défini  par  ces  propriétés,  qui  les  distinguent  de  toutes 
les  autres  équations  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont 
égaux.  Etant  donnée  une  telle  équation 

il  est  donc  intéressant  de  rechercher  si  elle  appartient  au  groupe 
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des  équations  harmoniques.  Le  problème  peut  être  formulé  comme 
il  suit  : 

Si  l'équation  précédente  est  harmonique,  elle  peut  être  ramenée 
à  la  forme 

(3;)  ^p  =  [°(x'+y')-^(x'-y')]Z. 

Jl  faudrait  donc  que  l'on  puisse  déterminer,  pour  x' ,  une  fonction 
de  #,  et  pour  y'  une  fonction  dey,  telles  que  l'on  ait 

(38)  [?(^'  +  JK')  —  ty(x' —  y')]  dx'  dy'  =  X(a?,  y)  dx  dy. 

Cette  équation  admet  l'interprétation  géométrique  suivante  : 

Considérons  la  surface  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la 

formule 

ds*  =  X (x ,  y)  dx  dy 

et  introduisons  de  nouvelles  variables  u  et  c,  définies  par  les  for- 
mules 

x'  =  u  -+-  vi,       y'  =  u  —  vi  ; 

le  problème  proposé  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Reconnaître  si  V élément  linéaire  de  la  surface  peut  être 
ramené  à  la  forme 

(3g)  [*(»)•—  W(v)](duz-+-dv*). 

J.  Liouville,  en  suivant  les  méthodes  de  Jacobi,  a  montré  que 
l'on  peut  déterminer  par  de  simples  quadratures  les  lignes  géodé- 
siques  de  toutes  les  surfaces  dont  l'élément  linéaire  est  réductible 
à  la  forme  (3g).  La  question  d'Analyse  que  nous  avons  à  étudier 
donne  donc  la  solution  de  deux  problèmes  différents. 

Revenons  à  l'identité  (38);  on  peut  la  transformer  comme  il 
suit.  Posons 

/f  \  C dx  f  '  dy 

(4o)  *=jw        y=jw 

X  et  Y  étant  de  nouvelles  fonctions  de  x  et  de  y  respectivement 
que  l'on  substituera  à  a?'  et  à  y'  pour  la  commodité  des  calculs. 
L'identité  prendra  la  forme 

?(*-'-*-y)  —  ty(x'— y')  =  *0,  jk)v/^v/y. 
Il  suffira  évidemment  d'exprimer  que  le  second  membre  satis- 
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fait  à  l'équation 

Ox1'1         dy''1 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

.      ^(X/Xv/Y)=-^(X/X^. 

àx'2  \       V         Y  dy,  \       V         V        1 

En  remplaçant  dxf,  dy  par  leurs  valeurs  — —  •>  -^=.,  on  est  con- 
r    *  J    v  dx    y/Y 

duit  à  l'équation 

/xAn/xJ-(x^v/y)  =  /y//yA(x/x/y) 

oa?         ox  dy         dy 

qui,  développée,  prend  la  forme  suivante  : 

(4i)  2X-—  -4-  3\ hA\  --  •>.  Y h  3  Y h  A  Y  . 

ox 2  ox  oy-  ôy 

Ainsi,  la  question  proposée  se  ramène  à  la  suivante  : 

Rechercher  s'il  existe  une  fonction  X  de  x  et  une  fonction 
Y  de  y,  telles  que  V équation  précédente  ait  lieu  identiquement. 

La  forme  linéaire  de  cette  équation  nous  conduit  à  la  consé- 
quence suivante  : 

Si  l'équation  est  vérifiée  pour  deux  systèmes  différents  (X,,  Y() 
et  (X2,  Y2)  de  valeurs  de  X  et  de  Y,  elle  l'est  aussi  par  le  système 
(aX,  +  èXo,  aY, +  èY2).  Donc,  lorsqu'une  équation  est  ré- 
ductible de  deux  manières  distinctes  à  la  forme  harmonique, 
elle  l'est  d'une  infinité  de  manières  différentes. 

Lorsque  l'élément  linéaire  d'une  surface  est  réductible  de 
deux  manières  différentes  à  la  forme  de  Liouville,  il  l'est 
aussi  d'une  infinité  de  manières. 

La  véritable  origine  de  cette  proposition  apparaîtra  dans  la 
théorie  des  lignes  géodésiques. 

Une  autre  remarque  évidente  est  la  suivante  :  Si  l'équation  est 
vérifiée  par  une  valeur  de  Â,  elle  l'est  aussi  par  «À,  a  étant  une 
constante.  Si  elle  est  vérifiée,  pour  un  même  système  de  valeurs 
de  X  et  de  Y,  par  X,  X, ,  elle  l'est  aussi  par  aX  -f-  b\^ . 

414.    Comme     première     application,     choisissons    l'équation 
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d'Euler 

(42)  _*z_=m(i-m)s 

d  x  dy         (x  — y  Y 

L'équation  à  vérifier  prendra  la  forme 

(43)  ia(X  —  Y)  —  6(x  —  jk)(X'+  Y')-i-(a?—  jk)2(X"—  Y")  =  o. 

Si  l'on  différentie  deux  fois  par  rapport  à  a?  et  deux  fois  par 

rapport  à  y,  on  trouve 

\nv,  _  yiivi  • 

il  faut  donc  que  X(IV)  et  Y(IV)  soient  constants  et,  par  suite,  que 
X  et  Y  soient  des  polynômes  du  quatrième  degré.  D'après  l'équa- 
tion (43),  ces  polynômes  devront  être  égaux  quand  on  fera  x  =  y- 
On  pourra  donc  écrire 

(  X  =  a  xk  -+-  b  x3  ■+■  c  x- -+-  dx  -t-  e, 

(Mï  V  A3  2  ^ 

(   \  =  a  y*  -+-  byz  -y-  cy2  -+-  ay  -t-  e, 

et  l'on  reconnaîtra  que  les  constantes  a,  b,  c,  d,  e  ne  sont  assu- 
jetties à  aucune  condition.  Comme  on  a 


-•-fffe  v--Cdy 


et  comme  l'équation  ne  change  pas  lorsqu'on  effectue  sur  x  et  sur 
y  une  même  substitution  linéaire,  on  voit  que  l'on  pourra  tou- 
jours attribuer,  à  trois  racines  distinctes  du  polynôme  X,  telles 
valeurs  que  l'on  voudra.  Cette  remarque  permet  de  simplifier  la 
discussion. 

i°  Si  le  polynôme  X  a  toutes  ses  racines  égales,  on  peut  sup- 
poser infinie  la  valeur  commune  de  ces  racines.  On  a 

(44)«  x  =  Y  =  i,        x'=x,       y'  — y. 

La  forme  correspondante  de  l'équation  est 

d'-z  m(\  —  m) 

dx  ay  (x  — y  )2 

2°  Si  le  polynôme  X  a  une  racine  triple,  rendons-la  infinie  et 
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réduisons  à  zéro  la  racine  simple.  On  aura 

(44)A  X  =  4j7,     .  Y  =  47,       x  =  x'2,       y  —  y''1- 

La  forme  correspondante  de  l'équation  sera 

.  d^z  Y  m  (m —  i)        m(m  —  i)l 

(4D)6  dxTd/  =  [(x'+yf  ~  {x'-y'Y\z- 

3°  Si  le  polynôme  X  a  deux  racines  doubles,  on  pourra  les  ré- 
duire à  +  {  et  à  —  j;  on  aura 

(44  )c  X  =  (i-+-x-)'2,         x  —  tanga/,        y  =  tang^'. 

La  forme  correspondante  de  l'équation  sera 

d% z  .   _       m(\  — -m) 


(45. 


âx' dy'        sin2(a?' —  y') 


4°  S'il  y  a  une  seule  racine  double,  rendons-la  infinie  et  pre- 
nons o  et  i  pour  la  valeur  des  racines  simples.  On  aura 

(44)(/  X  =  4;zr(I  —  x)i         x  =  sinix',        y  =  siii2y' 

et  l'équation  aura  pour  forme  correspondante 

d2  z  ["    m(m-i)  m  (m  —  i  )  ■   ] 

dx'  dy'        \_s'm'2(x'  -\-y'  )        s\n2(x' — y')J 

5°  Enfin,  dans  le  cas  général,  Ja  substitution  dépendra  des 
fonctions  elliptiques.  On  pourra  prendre 

(44)e     X  =  4a?(i  —  x)(l—  k2x),        x—  sn2(a?'-t-iK'),        y  —  sn-y', 

et  l'équation  se  réduira  à  la  forme 

d'2  z 
(  45)e  ,  =  m{m  —  i)  [£2  sn2{x'  +  y')  —  £2  sn*(x'—y')]z. 

Telles  sont  les  cinq  formes  différentes  que  l'on  peut  obtenir.  La 
dernière  est  la  plus  générale  et  pourrait  donner  toutes  les  autres 
par  le  passage  à  la  limite.  La  détermination  des  solutions  harmo- 
niques correspondantes  à  cette  dernière  forme  se  ramène  à  l'inté- 
gration de  l'équation 

(46)  î£  =  [m(m  —  i)k*snU  +  hl 

D.  —  II.  i5 
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qui  est  une  équation  de  Lamé.  Le  rapprochement  ainsi  établi 
entre  cette  équation  différentielle  que  les  travaux  d'Hermite 
ont  rendue  célèbre  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  d'Euler 
mériterait,  croyons-nous,  d'être  étudié  avec  soin. 

Si  l'on  se  reporte  à  la  double  interprétation  que  nous  avons 
déjà  donnée  au  n°  413,  on  reconnaît  que  les  calculs  précédents 
donnent  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Ramener  Vêlement  d'une  sphère  à  la  forme  (39). 

La  solution  la  plus  générale  correspond  à  l'emploi  des  coor- 
données elliptiques. 

41o.  Nous  allons  maintenant  envisager  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  nouvelle  qui  se  rattache  directement  à  l'équation 
d'Euler.    Si,   dans   cette   équation,    on  change  successivement  x 

en  —  x.  en  -  ou  en ,  on  peut  lui  donner  différentes  formes  dans 

x  x         l 

1     d^z 
lesquels  le   quotient  — — —  prend  l'une  des  quatre   valeurs    sui- 

1  x  z  axdf  r  l 

vantes  : 

/»([  —  m)  m(i  —  m)       m(i —  m)  m(\ — m) 

O—  y)*  '         (^+r)2'     (i^-xy)*'         (1  —  xy)'1' 
Considérons  l'équation  suivante  : 

J)      z  dxdy        (x-+-y)*         {x  —  y)*         (i  —  xy)*        {i  +  xy)*9 

où  [A,  p.',  v,  v'  sont  des  nombres  quelconques.  Nous  allons  montrer 
que  cette  équation  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme  harmo- 
nique. 

Si  le  second  terme  existait  seul,  il  faudrait  prendre,  nous  ve- 
nons de  le  voir, 

X  désignant  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré.  Si  l'on 

/dx 
—=.  ne 
y/% 

change  pas  de  valeur  quand  on  change  x  en  —  a?  ou  en  -,  la  trans- 
formation correspondante  ramènera  évidemment  l'équation  (47) 
à  la  forme  harmonique. 
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Les  conditions  précédentes  exigent  que  X  soit  de  la  forme 
X  =  ax'*-+-  bx2-*!-  a. 


by* 


On  aura  alors 

,,  x      ,    r        dx  c         dy 

(49)     g-  =  /  -1=  ,    ,      y=  /  -= 

J  y/ a  (#*-+-  \)  -f-  bx*  J    ya(y'+-+-\.) 

Voici  le  moyen  d'introduire  les  fonctions  elliptiques  qui  nous  a 
paru  le  plus  commode  pour  la  suite. 

On  peut  résoudre  les  équations  (49)  par  l'emploi  de  la  fonction 
doublement  périodique  suivante  : 

k       T-(i-A-')sniK  /  K\        /  K\ 

(do)     q(u)=z  — =  fc  sn  \  a  h s  n  lu • 

v      '     lV    !        \  —  k'  1  — (1 +-/c  )sn2w  \  ij-     \  2/ 

Cette  fonction,  qui  se  réduit  à  un  sinus  amplitude  par  une  trans- 
formation du  second  degré,  satisfait  aux  équations  suivantes  : 


p  (  u  -+-  i  K'  )  = 


(50 


pO) 


»  p(«  +  K)=  —  ?(")i 


p(u  -+-  K-f-  î'K')  =  — 


>(k) 


Cela  posé,  prenons 

(5a)  x=p(x'),         y  = 

On  trouvera  facilement 
dx  dy 


pif) 


(53) 


(x—  y) 


-  =  k2[sn'2(x' —  y')  —  sn2 (x' -+- y' ')]  <£r'  dy'. 


Changeons  x'  enx'  -i-  i¥J '  ;  si  l'on  tient  compte  des  formules  (5i), 


on  aura 

(1  —  xy'y1        \        sn'2(x'- 


-y')    '    sn2(a/-f-y) 


dx  dy' . 


Remplaçons  enfin,  dans  les  deux  équations  (53),  (54),  x'  par 
x'-r-K.,  nous  trouverons 


,_,.            dx  dy               ,    rcn2(a;' — y' 
(  o5  ) ^—  =  —  là-  , — 


)         c\-\~{x'-\-  y') 


(x  -+-  y  y1  [_dn2(.r'  —  y')        do2  {x'  -f-  y'  )_ 

l(x'  —  y')        dn2  (  x' -+-  y') 


dx'  dy' . 


(56)    ;dxdy^  =  [~^ 

(i-^xyy-        |_cn2 


(a;'  —  y')         sn'1(x'  -^-  y 


31 


dx'  dy' . 
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En  tenant  compte  de  ces  relations,  on  peut  ramener  l'équa- 
tion (47)  à  la  forme 

(>7)  -z^H)/  =  ^x'+sï-^x'-y^ 

la  fonction  o(t)  étant  définie  par  la  formule 
.  k2  en2  t 

(58)  { 

n,,      ,  v(v  — 1)         „   ,        ,dn2; 

de  sorte  que  la  détermination  des  solutions  harmoniques  dépendra 
de  l'intégration  de  l'équation 

(59)  -u^  =»«)  +  *, 

analogue  à  l'équation  de  Lamé.  Nous  avons  déjà  remarqué 
[I,  p.  536]  que  cette  équation  s'intègre,  par  l'application  du  beau 
théorème  de  M.  Emile  Picard,  toutes  les  fois  que  p.,  p.',  v,  v'  sont 
des  nombres  entiers. 

416.  Ici  encore  se  maintient  la  correspondance  que  nous  avons 
déjà  signalée  à  propos  de  l'équation  d'Euler.  L'équation  (47)  est 
explicitement  intégrable,  comme  l'équation  linéaire  (09),  toutes 
les  fois  que  les  nombres  u.,  uJ,  v,  v'  sont  entiers.  Nous  établirons 
ce  résultat  en  faisant  connaître  une  transformation  singulière  de 
cette  équation. 

Introduisons  les  fonctions 

(  u  =  x  -+-  y,  w  =  xv  —  1, 

(60)  \ 

{   v  =  i{y  —  x),        p=(xy  +  i)i 

de  x  et  dey.  Si  l'on  considère  a?,  y  comme  les  coordonnées  symé- 
triques d'un  point  de  la  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  w,  v,  w, 
—  pi  seront  les  coordonnées  homogènes  du  même  point  [I,  p.  49]- 
On  a 

(   u  -+-  iv  =  2  x,         w  ■+■  ip  =  —  2, 
\   u  —  iv  =  2jK,         vo  —  ip  =  2a?JK, 
(62)  il* -+- V2 -h  W* -+- p*  =  o. 


(61) 


Au  moyen  de  ces  formules,   on  peut  toujours  exprimer  une 
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fonction  donnée  quelconque  de  x  et  dey,  F  (se,  y),  sous  une  infi- 
nité de  formes  différentes,  parmi  lesquelles  nous  distinguerons  les 

suivantes  : 

'  11  -+-  iv     u  —  i  v  ' 


F 


ip\n  u-\-iv 


2  1 

h 


F 


ip  w  -+-  ip 


dont  la  dernière  est  une  fonction  homogène  de  degré  quelconque  h, 
ne  contenant  w  et  p  que  dans  la  combinaison  w  -+-  ip. 

D'après  cela,  supposons  qu'une  fonction  Z  de  x  et  dey  ait  été 
exprimée  en  fonction  de  u,  v,  w,  p.  On  aura 

(  dZ       dZ        .dZ  ( dZ         .dZ\ 

\  -T-  =  -; l  i — 1- JK  (  -; 1-  1  —  )> 

\  aa7        du  dv  \  dw  dp  1 

(63)  ;  \  r/ 

v      '  )  dZ       dZ        .dZ  /  dZ        .àZ\ 

f  —  = \-  1- \-  cet h  l  —     • 

(   dy        du  dv  \dw  dp] 

La  multiplication  nous  donnera 

(64) 


dZ  dZ 
dx  dy 

(àzy     (dZY     (  dZY     (dZY 

~  [dû)   +  \àv)  +  \lw)   +  [dp) 

[dZ        .àZ\  1    dZ          dZ           dZ           àZ\ 
\dw          dp/  \    du           dv            dw           dp  J 

Si  donc  la  fonction  Z  a  été  ramenée  à  être  homogène  et  de 
degré  zéro,  ou  bien  si  elle  ne  contient  iv  et  p  que  dans  la  combi- 
naison w  -f-  ip,  on  aura  l'équation  suivante  : 

,.,,,  dZ  àz      (dzy     /dzy     /dzy     /dzy 

(6^  Tx  oJ  =  U)   +  [dï)   +  [dw)   +  [dp-)    ■ 

Calculons  de  même  - — — •  L'application  des  formules  (63)  nous 

donnera 

d"-Z     _à*Z        à*Z       à2Z        à*Z 

dx  dy        du2         dv2        dw-        dp2 
(65)  J 

àa  de  da  da 

du  dv  dw  dp 

en  posant,  pour  abréger, 

dZ         .dZ 

cr  = \-  i  - — 

dw  dp 

Donc,  si  l'on  adopte  les  mêmes  hypothèses  que  précédemment 
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sur  l'expression  de  Z,  on  aura 

d2Z  d2Z        d2Z        d2Z        d2Z 

(66) =  -— -  -+-  — -  -+■  -.—  -+-  3- —  =  AZ, 

ox  dy       ou-        ov-        awz        dp2 

et  l'équation  proposée  sera  ramenée  à  la  forme 

(67)   az  =  zi>^- i}  +  ^'r0  +  v(vt°  +  ^'r0! , 

H2  V-  W-  p- 

qui  est  parfaitement  symétrique  par  rapport  à  w,  p,  PP,  />.  Il  suffira 
de  rechercher  les  solutions  de  cette  équation  qui  sont  homogènes 
et  de  degré  zéro. 

Si  l'on  effectue  le  changement  de  variables  suivant  : 

(68)  Z  =  uV-vV-'wVp*Ù1 
on  sera  conduit  à  l'équation  nouvelle 

,„   .  2[jl  de        au'  de        av   t)6        av'  de 

(69)  Aen L  3- H —  -T-H ; 1 3-  =  o, 

u    du  v     dv         w   ow         p    dp 

dont  il  faudra  rechercher  les  solutions  homogènes  de  degré  —  5, 
s  désignant  la  somme 

(  70  )  s  —  <x-+-  [j/  -+-  v  -+-  v'. 

Une  dernière  transformation,  définie  par  les  formules 
(71)  u=\/â/,  v  =  s/v\  w  =  vA7,         p  =  s/p', 

ramènera  l'équation  à  la  forme 


(7*) 


qui  donne  naissance  à  des  formules  analogues  à  celles  que  nous 
avons  développées  au  n°  353  relativement  à  l'équation  E((3,  £}'). 
Si  l'on  désigne  par  9 (pi,  u.',  v,  v')  une  quelconque  des  solutions  de 
cette  équation,  on  aura 

à 

(73)  dïF^^'  IX''  v'  v'-)  =  6(fx"1"1'  **'*  v'  v')> 


d*e 

d«'2 

-+-  p' 

dv'' 

*"  + 

w' 

d2e 

ow  2 

,  d2e 

d/7^ 

-( 

p-t- 

1) 

de 

dtt' 

+ 

(W 

1) 

de 

d^' 

-( 

V    + 

=) 

de 

dtv' 

-+- 

(- 

;) 

de 
d7" 

», 
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et  des  formules  analogues  relatives  aux  dérivées  par  rapport  à  p', 
w',  p' .  En  revenant  aux  variables  w,  t>,  W,  p,  on  voit  que  l'on 
pourra  écrire  la  formule  générale 

(       =  ô(ij.  -+-  m,  (Jt'  — t—  m',  v  -+-  n,  v'-i-  n'), 

dans  laquelle  les  symboles  tels  que  f  — r-  )  désignent  l'opération 
— p  répétée  m  fois,  et  qui  est  analogue  à  la  formule  (23)  de  la 

page  64. 

On  aura,  en  particulier, 


B(m,  m',  n,  n') 
(75)    \  /     à     \m-l  (    d    V"'-1  /      à      \n~l  l     d     V*'-1, 

ii  dit 


.)"-74-)--'(  ')-'('  )"'-,e(,,, .,,,). 

:/  \v  dv  }  \w  dw  j        \p  dp  ) 


La  valeur  de9(i,  1,  1,  1  )  se  trouve  aisément.  En  remontant  aux 
équations  (66)  et  (67),  on  voit  que  l'on  peut  prendre 

(76)  6(i,i,  I)I)  =  _L^[F(a7)-t-F1(^)], 

F  et  F<  désignant  deux  fonctions  arbitraires.  Si  l'on  écrit  cette 
fonction  sous  forme  homogène,  on  aura 

(77)  6(1,  1,  1,  1)=  ^ ^—    F r-  )  4-  Fjf — ^)    ; 

il  suffira  de  prendre 

(78)  h  =  m  -+-  m.' -4-  n  -h  n' —  4i 

pour  obtenir  une  expression  de  0(m,  m',  w,  w')  qui  soit  homogène 
et  de  l'ordre  que  nous  avons  supposé.  La  substitution  de  cette 
expression  dans  la  formule  (75)  donnera  l'intégrale  cherchée. 

417.  Nous  terminerons  ce  Chapitre  en  indiquant  quelques 
sujets  de  recherches,  qui  se  rattachent  directement  aux  propositions 
précédentes  : 

i°  Nous  avons  indiqué  les  moyens  de  former  un  nombre  illi- 
mité d'équations  harmoniques  qui  s'intègrent  par  l'application  de 
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la  méthode  de  Laplace.  Il  y  aurait  intérêt  à  déterminer  l'ensemble 
des  équations  harmoniques  qui  possèdent  cette  propriété. 

2°  Les  équations  harmoniques,  admettant  une  infinité  de  solu- 
tions particulières  avec  lesquelles  on  peut  former  des  solutions 
plus  étendues,  se  prêtent  à  l'application  des  méthodes  de  Fourier. 
Il  semble  donc  que  l'on  pourrait  déterminer,  au  moins  dans  des 
cas  très  étendus,  la  fonction  w(.r,  y;  x0,  y0)  (n°  358)  relative  à 
ces  équations.  Telle  est,  d'ailleurs,  la  voie  suivie  par  Riemann 
dans  le  cas  particulier  de  l'équation  E((3,  [3'). 

3°  Il  résulte  enfin  des  calculs  du  n°  415  que  l'élément  linéaire 
défini  par  la  formule 

/x.7,TA  B  G  ®        1   ,      , 

(79)  ^^U^^^T^^  +  U=^^^ïP^^A^dy 

est  réductible  d'une  infinité  de  manières  à  la  forme 

[*(k)  —  W(i>)](du*--hdv*). 

La  recherche  de  toutes  les  formes  de  l'élément  linéaire  qui  pos- 
sèdent cette  propriété  entraîne  des  calculs  assez  longs  que  fait 
prévoir,  d'ailleurs,  l'étendue  de  la  solution  donnée  par  la  formule 
précédente.  Cette  recherche,  dont  nous  avions  signalé  l'intérêt 
dans  la  première  édition  de  ce  Volume,  a  été  effectuée  avec  un  plein 
succès  par  M.  G.  Kœnigs.  Le  lecteur  pourra  consulter  sur  ce  sujet 
la  Note  II  de  la  quatrième  partie  de  cet  Ouvrage  où  M.  Kœnigs  a 
résumé  le  résultat  de  son  beau  travail.  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet 
lorsque  nous  traiterons  des  lignes  géodésiques,  et  nous  nous  con- 
tenterons, à  présent,  de  renvoyer  le  lecteur  à  un  important  Mémoire 
de  S.  Lie,  Untersuchungen  liber  geodàtische  Curven,  inséré  en 
1882  aux  Mathematische  Annalen  (t.  XX,  p.  35^),  où  se  trouve 
indiquée  une  forme  de  l'élément  linéaire  qui  est  comprise  comme 
cas  particulier  dans  celle  que  nous  venons  de  signaler. 
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CHAPITRE  X. 

APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 


Détermination  de  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les  développables  d'une  con- 
gruence  donnée  interceptent  un  réseau  conjugué.  —  L'intégration  d'une  seule 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  permet  de  résoudre  ce  problème  pour 
une  suite  illimitée  de  congruences  rectilignes.  —  Problème  inverse:  Étant 
donné  un  système  conjugué  tracé  sur  une  surface,  trouver  toutes  les  congruences 
dont  les  développables  interceptent  sur  la  surface  ce  réseau  conjugué,  — Double 
solution  de  ce  problème  par  l'emploi  des  deux  équations,  ponctuelle  et  tangen- 
tielle,  relatives  au  système  conjugué.  —  Troisième  problème  :  Etant  donnés  une 
surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  sur  cette  surface,  déterminer  toutes  les  sur- 
faces (Sj)  telles  que  les  développables  d'une  même  congruence  inconnue  inter- 
ceptent sur  (S^  un  réseau  conjugué  et  sur  (S)  le  réseau  donné.  —  Relations 
géométriques  entre  les  deux  surfaces  (  S  )  et  (SJ.  —  Application  au  cas  parti- 
culier où  l'on  établit  une  correspondance  entre  deux  surfaces  quelconques  par  la 
condition  que  les  plans  tangents  aux  points  correspondants  se  coupent  suivant 
une  droite  située  dans  un  plan  fixe.  —  Cas  où  le  plan  fixe  est  rejeté  à  l'infini.  — 
Correspondance  de  Steiner.  —  Application  à  l'Optique  géométrique. 


418.  Les  principales  applications  géométriques  des  propositions 
que  nous  avons  démontrées  dans  les  Chapitres  précédents  se  déve- 
lopperont dans  la  suite  de  cet  Ouvrage.  Ces  propositions  jouent  un 
rôle  fondamental  dans  l'étude  de  la  déformation  infiniment  petite 
d'une  surface  quelconque  et  dans  la  recherche  de  toutes  les  surfaces 
qui  admettent  une  représentation  sphérique  donnée  pour  leurs 
lignes  de  courbure.  Nous  allons,  dès  à  présent,  faire  connaître 
quelques  résultats  très  simples,  qui  doivent  être  regardés  comme 
donnant  l'interprétation  géométrique  des  théorèmes  d'Analyse 
que  nous  avons  démontrés  au  Chapitre  VIK. 

Reprenons  les  notations  du  Chapitre  I;  soit 

.  .  ^e         do      ,  ae        . 

(i)  -5— ■ r \-a—-hb- hc9  =  o 

dp  api  dp  opj 
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l'équation  ponctuelle  relative  à  un  système  conjugué  tracé  sur  une 
surface  donnée  (S);  les  coordonnées  homogènes  x,  y,  Z,  t  d'un 
point  M  de  la  surface  seront  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion précédente. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z,  T  d'un  point  quelconque  P  pris 
sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  de  paramètre  p  seront  (n°  330) 

,r        dx        .  dy        ,  „        dz        .  _,         dt        . 

(2)  X=- hïx,       Y=f--t-Xj,       Z  =  - hX*,      T  =  - hh, 

e>pt  dp,  ^  dp,  dp, 

X  étant  une  arbitraire  dont  la  variation  donnera  tous  les  points  de 
la  tangente. 

Cela  posé,  envisageons  la  congruence  (G)  formée  par  l'ensemble 
des  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  p.  La  surface  focale  de 
cette  congruence  se  compose  de  deux  nappes,  la  surface  (S)  et  une 
surface  (S,)  que  l'on  obtiendrait  (n°  330)  en  attribuant  à  X  la 
valeur  a  dans  les  formules  (2).  Nous  allons  chercher  quelle  valeur 
il  faut  attribuer  â  cette  arbitraire  pour  que  les  développables  de  la 
congruence  (G)  découpent  sur  la  surface  (S)  décrite  par  le  point 
(X,  Y,  Z,  T)  un  système  conjugué.  Les  lignes  suivant  lesquelles 
la  surface  (S)  est  coupée  par  les  développables  de  la  congruence 
sont,  évidemment,  les  courbes  de  paramètre  p  et  p,  :  il  sera  donc 
nécessaire  et  suffisant  que  X,  Y,  Z,  T  soient  quatre  solutions 
particulières  d'une  même  équation  linéaire  du  second  ordre 

(3)  — — hA-+B- hC9=:o, 

dp  dp,  dp  dp, 

de  même  forme  que  l'équation  (1). 

Si  l'on  substitue,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  précé- 
dente, la  valeur  de  X,  par  exemple,  et  que  Ion  élimine  au  moyen 
de  l'équation  (1)  toutes  les  dérivées  de  x  prises  à  la  fois  par  rap- 
port à  p  et  à  p, ,  on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

„T  dx       _,  dx         _  d2  x 

Ma?4-N— --f-P-r H  Q-rv; 

dp  dp,  dp2 

et  cette  expression  devra  s'annuler,  ainsi  que  celles  que  l'on  obtient 
en  y  remplaçant  x  par  j',  z,  t. 


dx 

doc 

â^  x 

dp 

dpi 

dpi 

ày 
à? 

EL 

d*-y 

dz 

dz 

d*z 

dp 

dpi 

dp\ 

dt 

dt 

an 

dp 

à?  y 

àp\ 
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Si  M,  N,  P,  Q  n'étaient  pas  nuls,  on  aurait  nécessairement 


y      fz 


t      — 


Mais  alors,  d'après  an  résultat  donné  au  n°  116  [I,  p.  199], 
l'équation  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (S)  deviendrait 

àpi  =  o. 

La  surface  serait  développable  et  les  courbes  de  paramètre  p 
seraient  des  génératrices  rectilignes.  Nous  pouvons  écarter  cette 
hypothèse,  clans  laquelle  le  problème  proposé  n'aurait  aucun  sens. 
Il  faudra  donc  que  M,  N,  P,  Q  soient  tous  nuls,  c'est-à-dire  que, 
Dour  toute  solution  9  de  V  équation  (1),  la  fonction 

-^  +  xe 

àpx 

vérifie  une  équation  de  la  forme  (3). 

La  question  d'Analyse  à  laquelle  nous  sommes  conduits  est  une 
de  celles  que  nous  avons  examinées  au  Chapitre  VIII.  D'après  le 
théorème  du  n°  400,  le  problème  ainsi  posé  n'admet  que  deux 
solutions.  On  doit  prendre  X  =  a}  ce  qui  donnera  la  seconde 
nappe  (2f  )  de  la  surface  focale  de  la  congruence  (G),  ou 


(4) 


X=  — 


1   dO' 
W  dp~i 


9'  désignant  une  solution  quelconque  de  l'équation  (1).  Cette  der- 
nière valeur  de  X  donne  la  véritable  solution  du  problème  pro- 
posé. Si  on  la  porte  dans  les  formules  (2),  on  obtient  le  théorème 
suivant,  qui  a  été  donné  par  Lucien  Lévy  dans  le  Mémoire  que 
nous  avons  déjà  cité  (n°  400). 
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Les  formules 

X  = 

Y 

Z 

T 


(5) 


dpi 

de 

—  iP-r— 

api 

0^- 
dpi 

d6 

8^ 

dpi 

_  d0 

""  dp] 

dpi 

dO 

dp, 

o«  G  désigne  une  solution  quelconque  de  Véquation  (i),  «?e/?- 
nissent  la  surface  la  plus  générale  sur  laquelle  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  (G)  découpent  un  réseau  ou  système 
conjugué. 

La  Géométrie  explique  ainsi  très  bien  pourquoi  la  méthode  de 
Laplace  peut  être  considérée  comme  un  cas  limite  des  transforma- 
tions plus  générales  que  nous  avons  définies  :  parmi  les  surfaces 
sur  lesquelles  les  développables  d'une  congruence  découpent  un 
réseau  conjugué,  se  trouvent  évidemment  comprises,  comme  sur- 
faces limites,  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  de  cette  con- 
gruence. 

Si  Ton  combine  le  résultat  précédent  avec  l'application  de  la 
méthode  de  Laplace,  on  est  conduit  à  la  proposition  suivante  : 

Etant,  donnée  une  surface  (S)  sur  laquelle  on  connaît  un 
réseau  conjugué,  désignons  par 

...,     (G-O,     (G),     (G,),     ... 

la  congruence  (G)  formée  par  les  tangentes  aux  courbes  de 
paramètre  p;  et  toutes  celles  que  Von  en  fait  dériver  géométri- 
quement par  la  méthode  du  n°  329.  L'intégration  de  l'équa- 
tion linéaire  à  laquelle  satisfont  les  quatre  coordonnées  homo- 
gènes d: un  point  de  la  surface  permet] 

i°  De  déterminer  toutes  les  surfaces  (S/)  découpées  suivant 
un  réseau  conjugué  par  les  développables  de  V une  quelconque 
des  congruences  (G,)  ; 

?-°  De  résoudre  le  même  problème  lorsqu'on  substitue  à  (S) 
V une  quelconque  des  surfaces  (S;),  le  système  conjugué  tracé 
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sur  (Si)  étant  celui  qui  est  déterminé  par  les  développables 
de  (G/). 

Chaque  solution  de  V équation  linéaire  permet  de  déter- 
miner une  surface  (Si)  pour  chacune  des  congruences  (G;). 

•419.  La  dernière  partie  de  cette  proposition  peut  recevoir  l'ap- 
plication suivante  : 

Associons  au  point  P,  défini  par  les  formules  (5)  et  cpii  décrit 
la  surface  (S),  le  point  P,  défini  par  les  formules  analogues 

^       a  «te          àd  _,  dv         db 

dp  dp  dp       J  dp 

où  Ton  change  p,  en  p  en  conservant  la  même  solution  9.  Le  point 
P(  décrira  une  surface  (S_()  et  se  trouvera  sur  la  tangente  en  M  à 
la  courbe  de  paramètre  pt  tracée  sur  (S).  La  droite  PP<  est  donc 
située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  (S). 

Lorsque  p  et  pt  varient  d'une  manière  quelconque,  cette  droite 
engendre  une  congruence  rectiligne  :  nous  allons  montrer  que  P 
et  P,  sont  les  points  focaux  de  la  droite  PP.,.  En  d'autres 
termes,  (S)  et  (S_()  constituent  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  de  la  congruence  formée  par  toutes  les  droites  PP,. 

En  effet,  on  peut  toujours,  en  multipliant  les  solutions  de 
l'équation  (i)  par  une  fonction  de  x  et  dey,  réduire  9  à  l'unité; 
cette  équation,  devant  alors  admettre  la  solution  i,  se  réduira  à  la 
forme  simple 

àpdpi  dp  api 

et  les  coordonnées  des  points  P  et  P<  deviendront 


dx 

■A-    —  — —  5 

v         dy 
àpi 

z  -  dz 

àpi 

T  -  — 
dpi 

dx 

Ai  =  — -  j 

dp 

Y      d.r 
ïi  =  —  > 

dp 

z  -dz 

Ai  —   —, 

dp 

d? 

En  vertu  de  l'équation  (7),  on  aura,  par  exemple, 

-t—  =  —  aXi —  bX. 
dp 

et  les  équations  analogues  en  Y,  Z,  T.  Ces  équations  expriment 
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évidemment  que,  lorsque  p  varie  seul,  le  point  P  décrit  une 
courbe  tangente  à  la  droite  PP,  ;  ce  point  est  donc  un  des  points 
focaux  de  la  droite  PP(  ;  et  une  démonstration  analogue  prouverait 
de  même  que  P(  est  le  second  point  focal. 

420.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  inverse  du  pré- 
cédent. Supposons  que  l'on  demande  de  trouver  les  congruences 
rectilignes  dont  les  développables  découpent  sur  la  surface  (S)  le 
réseau  conjugué  considéré  (p,  pt).  Il  résulte  des  équations  (5)  et 
des  développements  précédents  que  le  problème  peut  être  formulé 
ainsi  : 

Etant  donnée  l'équation 

...  ^6  à<>        .  M 

(8)  — - ha-  +  5- hc6  =  o, 

dp  dpi  dp  dpi 

à  laquelle  satisfont  x,  j',  z,  £,  trouver  une  fonction  <r  définie  en 
fonction  de  9  par  une  équation  de  la  forme 

ft  ,  do  do' 

[jlO  =  o a  - — , 

dpi  dpi 

et  satisfaisant  à  une  équation  linéaire 

à2  o  do  do 


+  ar  +  Pxr+ïJ  =  0- 


dp  dpi  dp  dp 

dont  a-'  sera  une  solution  particulière. 

Nous  remarquons  d'abord  qu'on  peut  remplacer  a-  par  — ,?  ce  qui 
revient  à  supposer  oy=i.  On  aura  donc,  pour  déterminer  cr,  les 
deux  équations  plus  simples 

(9)  ne  =  * 

dpi 

,      -,  d2o  do        n  do 

(io)  -——^-a—^-p         _o; 

dp  dpi  dp        r  dpi 

d'où  l'on  déduit,  par  un  calcul  facile, 

d°  =  ~  \  \^àP~  +  Pfl°]  d?  +  ^  d?1' 

Il  faudra  que  le  second  membre  soit  une  différentielle  exacte  et 
que  a-  satisfasse,  quel  que  soit  G,  à  l'équation  (io). 
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Cette  question  est  un  cas  particulier  de  celle  que  nous  avons 
traitée  au  n°  402.  Les  résultais  que  nous  avons  obtenus  montrent 
que  l'on  aura 

[j.  étant  une  solution  quelconque  de   l'équation  adjointe  à  la  pro- 
posée (8). 

Ainsi,  si  l'on  se  propose  de  déterminer  toutes  les  congruences 
dont  les  développables  découpent  sur  une  surface  (2)  un  réseau 
conjugué  donné,  la  solution  de  ce  problème  dépendra  de  l'inté- 
gration de  l'équation  linéaire  adjointe  à  celle  que  vérifient  les 
quatre  coordonnées  homogènes  d'un  point  quelconque  de  (S). 
Si  ij.  désigne  une  solution  quelconque  de  cette  équation,  l'une  des 
nappes  (S)  de  la  surface  focale  de  la  congruence  cherchée  sera 
définie  par  les  équations 

Y=J[y^-a^d^l*(%-*~by)d?\ 

z  =fb  (^~aix)  <oi+ K^  +  bz) d?]  ■ 

et  il  résulte  des  remarques  présentées  au  n°  402  que  l'autre  nappe 
est  définie  par  des  équations  toutes  semblables,  où  l'on  conserve 
la  même  solution  de  l'équation  adjointe,  mais  où  l'on  échange  a 
et  b,  o  et  p, . 

D'après  les  remarques  qui  terminent  le  Chapitre  IV,  l'intégra- 
tion d'une  équation  linéaire  et  celle  de  son  adjointe  sont  deux 
problèmes  qui  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  à  quelque  point  de  vue 
que  l'on  se  place.  On  peut  donc  dire  que  la  résolution  des  deux 
problèmes  de  Géométrie  que  nous  venons  d'étudier  dépend  de 
l'intégration  d'une  même  équation  linéaire,  l'équation  ponctuelle 
relative  au  système  conjugué  tracé  sur  (S). 

421.  On  peut  encore  résoudre  les  deux  problèmes  précédents 
en  employant  l'équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué 


(ii) 
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et  obtenir  ainsi,  par  une  voie  purement  géométrique,  la  confirma- 
tion du  résultat  établi  au  n°  405  [p.  204],  relativement  aux  deux 
équations,  ponctuelle  et  tangentielle,  qui  se  rapportent  à  un  même 
système  conjugué. 

Considérons,  par  exemple,  le  second  problème,  celui  dans  lequel 
on  se  propose  de  déterminer  les  congruences  dont  les  dévelop- 
pables  interceptent  sur  (S)  un  réseau  conjugué  donné.  Soit 

.  d2(.o  àio        n  dm 

(12)  -r— Ha  —  +  p- hyw  =  o 

dp  dpt  dp  àpi        ' 

l'équation  tangentielle  relative  à  ce  système  conjugué.  Les  coor- 
données u,  v,  w,  p  du  plan  tangent  en  M  à  (S)  sont  des  solutions 
particulières  de  cette  équation.  La  tangente  à  la  courbe  de  para- 
mètre p(,  par  exemple,  sera  définie  par  les  deux  équations  v. 

(13)  ^X+^Y+^Z+^-T  =  o. 
\  dpi  opi  opi  opi 

L'une  des  développables  de  la  congruence  doit  contenir  cette 
courbe;  son  plan  tangent  en  M  sera  donc  défini  par  l'équation 

(i3  bis)  UX  +  VY  +  WZ+PT  =  o, 

où  l'on  a 

^pi  àp! 

Le  plan  défini  par  l'équation  (i3  bis)  doit  envelopper  une  des 
deux  nappes  de  la  surface  focale  de  la  congruence  cherchée;  et 
nous  savons  que,  sur  ces  nappes,  les  courbes  de  paramètres  p  et  pt 
doivent  tracer  un  réseau  conjugué.  Il  faudra  donc  que  U,  V,  W,  P 
considérées  comme  fonctions  de  p,  pt  satisfassent  à  une  équation 
linéaire  de  la  forme  (12);  et,  par  suite,  on  aura 

TT  du  àu> 

U  =  w u  - —  » 

dp!  dp! 

T.            dp  dta 

Y  =  w- v-— , 

àù\  dpi 

(»4)  , 

OW  OLù 

W=  w- iv- — , 

Opi  opi 

dp  ào> 

dpi  opi 
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10    désignant    une    solution    particulière    quelconque     de    l'équa- 
tion (12). 

•422.  Nous  allons  maintenant  résoudre  un  troisième  problème 
de  Géométrie  qui  se  rattache  directement  à  ceux  que  nous  venons 
d'étudier. 

Etant  donnés  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  tracé  sur 
cette  surface,  proposons-nous  de  déterminer  toutes  les  surfaces  (S,) 
telles  que  les  développables  d'une  même  congruence,  d'ailleurs 
inconnue,  interceptent  sur  (S<)  un  réseau  conjugué  et  sur  (S)  le 
réseau  donné  a  priori. 

La  solution  de  ce  nouveau  problème  s'obtient  évidemment  par 
la  combinaison  de  celles  que  nous  avons  fait  connaître  dans  les 
numéros  précédents.  On  déterminera  d'abord  toutes  les  con- 
gruences  dont  les  développables  interceptent  sur  (S)  le  réseau 
donné;  et  il  n'y  aura  plus  ensuite  qu'à  chercher  les  surfaces  (S,) 
sur  lesquelles  les  développables  de  chaque  congruence  obtenue 
interceptent  un  réseau  conjugué. 

Désignons  par  x,  y,  z,  t  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
M  de  (S);  ces  coordonnées  seront  des  solu lions  particulières  de 
l'équation  ponctuelle 

(io)  — — \~a--hb- hc9  =  o, 

dp  api  dp  opl 

relative  au  système  conjugué  tracé  sur  (S).  La  surface  focale  (S) 
d'une  congruence  dont  les  développables  interceptent  sur  (S)  le 
réseau  conjugué  donné  sera  déterminée  par  les  formules  (n),  où 
u.  désigne  une  solution  déterminée,  mais  quelconque,  de  l'équation 
adjointe;  et  nous  savons  (n°  402)  que  l'équation  linéaire  dont  X, 
Y,  Z,  T  sont  des  solutions  particulières  admettra  pour  solution 
générale 

(i6)      '=/K^-^)rfp,+,i(?+6eH' 

9  étant  la  solution  générale  de  l'équation  (i5). 

D'après  le  théorème  du  n°  418,  la  surface  (S,)  la  plus  générale 
sur  laquelle  les  développables  de  la  même  congruence  découpent 
D.  —  II.  16 
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un  réseau  conjugué  sei*a  définie  par  les  formules 

,  g     dX  a     dY 

(17)  Xl=\ —  — —  >  Vi=\ : r—  }  •••' 

v      '  àrs     dpi  J  Oa     dpi 

dpi  dpi 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a,  d'après  les  formules  (1 1)  et  (1^), 

.  àd  /dp  \  dX  (d{± 

(18)  - —  =  0     — au.),  - —  =  x    — - au. 

à?i  \dpi  '  /  dpi  \dpi  ^ 

on  pourra  écrire 

/        \  v  SX  ffV 


et  l'on  déduira  de  là 


<->-•£= M 

s— ) 

-'£( 

:ï) 

a? 

et  de  même 

(,0  ^  =  *( 

'lr-a,iy 

,-fe, 

fit 

\0pi 

«  JJL 

dp 


-'•")-^-)ç(f) 


d     /a? 

dôTlï 


Ti 


037  ! 

"dp" 

dp 

Op 

\dy 

àzt 

~àp 

àtx 

,   àt 

~dp~ 

dp 

àx{ 

da: 

àp~! 

_      dpi 

ày\ 

dy 
—  11  _ii_ , 

dpi 

1    <W 

dz\ 

dz 

dpi 

dpi 

dtt 

àt 

dp. 

=  ^' 

On  voit  donc  que,  si  l'on  multiplie  x,  y:  z,  t  par  9,  les  relations 
entre  les  deux  surfaces  (S)  et  (S4)  appartiennent  au  type  suivant: 


.(M) 


Réciproquement,  toutes  les  fois  qu'il  y  aura,  entre  les  points 
correspondants  M  et  M(  de  deux  surfaces  quelconques  (S)  et  (Sj), 
des  relations  de  la  forme  précédente,  quelles  que  soient  d'ailleurs 
les  valeurs  de  \  et  de  u,  ces  surfaces  auront  entre  elles  la  relation 
que  nous  nous  proposons  d'étudier. 

Si  l'on  élimine,  en  effet,  xt  entre  les  deux  premières  équations, 
on  obtient  l'équation 

,  n.  à    L  dx\         à   I     àx\ 

(20)  dpT(xdp-j-dp-^dW=°' 
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qui  est  encore  vérifiée  quand  on  remplace  x  par  y,  z  et  t.  Par 
suite,  les  courbes  de  paramètre  p  et  pt  déterminent  sur  (S)  un 
système  conjugué. 


La  relation  analogue 


(24)  dfiVklf 


montre  qu'il  en  est  de  même  pour  la  surface  (S,). 

D'ailleurs,  le  point  P  (  fiç.  '62)  de  coordonnées  —  >  --■ ,  —  »  t—  se 

r  w   o  y  f)p      ^p       ^p      ^p 


trouve  sur  la  tangente  à  la  courbe  de  paramètre  p,  tracée  sur  (S); 
et,  comme  il  est  identique,  d'après  les  formules  (22),  au  point  de 

,  ,       àx,     dy,     dz,     dt,  ,  ,    , 

coordonnées-—-»  -4— ?  -—  >  -—  qui  se  trouve  sur  la  tangente  a  la 

dp        dp        dp       dp     J  ° 

courbe  correspondante  tracée  sur  (S(),  on  reconnaît  immédiate- 
ment que  ces  deux  tangentes  se  rencontrent  toujours.  De  même, 
les  deux  tangentes  aux  courbes  de  paramètre  p  se  coupent  en  un 

•    ,  7-.       1                !                  dx      dy     dz       dt 
point  P, ,  de  coordonnées  -r — ,  -^- ,  - — , 

àp\     Cpi     dpi     opi 

D'après  cela,  déplaçons-nous  sur  une  courbe  de  paramètre  0,  par 
exemple. 

La  surface  réglée  engendrée  par  la  droite  MM,,  admettant  en  M 
le  plan  tangent  PfMM,  et  en  M,  le  même  plan  tangent  P,  M,  M, 
sera  nécessairement  développable.  Comme  on  peut  faire  le  même 
raisonnement  pour  les  courbes  de  paramètre  p1?  on  reconnaît 
ainsi  que  les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  la 
droite  MM,  interceptent  effectivement  sur  les  deux  surfaces  les 
deux  réseaux  conjugués  considérés. 

423.    Nous  allons  maintenant  établir  la  propriété  la  plus  essen- 
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tielle  de  cette  théorie  et  montrer  que  les  développables  de  la 
congruence  engendrée  par  la  droite  PP(  correspondent  à  celles 
de  la  congruence  engendrée  par  MM,  ;  et,  de  plus,  que  P  et  P, 
sont  les  points  focaux  de  la  droite  PP<. 

Nous  avons,  en  effet,  déterminé  dans  le  raisonnement  précédent 
les  coordonnées  des  points  P  et  P,.  Elles  sont 

pour  P, 

pour  Pj. 

Ecrivons  l'équation  (28)  sous  la  forme  suivante  : 

dl  d\x 

d    f dx\  dp,      dx  dp       dx 

(25) 


dx 

dy 

dz 

dt 

w 

w 

dp' 

W 

dx 
àpv 

ày_ 

dpi 

dz 
dp  j 

dt 
dpi 

dpi  \dp  I         \x  —  X   dp         [J.  —  X   dpi 

Cette  relation,  où  l'on  pourrait  remplacer  x  par  y,  z,  t,  exprime 
que  le  point  P  décrit,  lorsque  p,  varie  seul,  une  courbe  dont  la 
tangente  est  la  droite  PP, .  En  effet,  si  l'on  remplace  dans  le  second 
membre  x  par  x,y,  z,  t,  on  a  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
droite  PP,.  On  verra  de  même  que  le  point  P,  décrit,  lorsque  p 
varie  seul,  une  courbe  dont  la  tangente  est  PP,.  La  proposition 
que  nous  avions  énoncée  est  ainsi  complètement  démontrée. 

Si  on  la  transforme  par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  on 
obtient  le  théorème  suivant  : 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (St)  qui  se  correspondent 
point  par  point,  soient  M  et  M,  deux  points  correspondants  sur 
les  deux  surfaces  et  soit  PP,  la  droite  d'intersection  des  plans 
tangents  en  ces  points.  Elle  engendre  une  congruence  recti- 
ligne  et  nous  désignerons  par  P,  P4  ses  deux  points  focaux.  Si 
les  droites  MP,  MP,  sont  des  tangentes  conjuguées  de  (S),  et  de 
même  les  droites  M,P,  M^i  des  tangentes  conjuguées  de  (S(), 
les  développables  de  la  congruence  engendrée  par  la  droite  MM, 
correspondent  à  celles  de  la  congruence  formée  par  les 
droites  PP(  ;  et  elles  découpent  sur  les  deux  surfaces  les  réseaux 
conjugués  formés  des  courbes  admettant  en  M  les  tangentes 
MP,  MP,  et  en  M,  les  tangentes  M,  P,  M,  P,. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  théorème  que  la  relation  entre 
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les  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  est  dualistique.  On  pourra  donc 
joindre  aux  formules  (22)  les  équations  analogues,  relatives  aux 
coordonnées  tangentielles  des  plans  tangents  en  M  et  en  M,, 

I  diii        , ,  du  diii  ,  du 


dp  dp  dpi  dpi 

àvv     _\idv  dvi  ,  àv 

dp  dp  dpi  dpi 


(26) 

'   àiV[  -\'dw  àw>i  ,dw 

dp  dp  dpi  dp^' 

^El  =\'?P,        ÊEl  =  n'  EL. 

dp  dp  dpi  àp^ 

4^24.  Les  propositions  que  nous  venons  de  développer  pour- 
raient être  démontrées  par  la  Géométrie;  pour  ne  pas  étendre 
notre  exposition,  nous  nous  contenterons  d'appliquer  la  méthode 
géométrique  à  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Étant  donnée  une  correspondance  entre  deux  surfaces  (S) 
et  (S,),  soient  {fig.  32)  M,  M,  les  points  correspondants  et  PP, 
l'intersection  des  plans  tangents  en  M  et  M,.  Si  les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  [G)  formée  par  la  droite  MM,  corres- 
pondent aux  développables  de  la  congruence  (K)  engendrée 
par  la  droite  PP,,  et  si,  de  plus,  les  points  focaux  P  et  P,  de  la 
droite  PP,  sont  dans  les  plans  focaux  de  la  droite  MM,  (c'est- 
à-dire  dans  les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui 
contiennent  MM,),  chaque  point  focal  se  trouvant  dans  le  plan 
focal  qui  ne  lui  correspond  pas,  les  deux  surfaces  (S)  et  (S,) 
sont  dans  la  relation  que  nous  venons  de  définir,  c' est-à-dire 
que  les  développables  de  la  congruence  (G)  interceptent  sur 
(S)  et  (S|)  des  familles  de  courbes  conjuguées. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  plans  focaux  de  la  droile  MM,. 
Ils  rencontrent  les  deux  plans  tangents  suivant  des  droites  MP  et 
M,P,  MP,  et  M,  P,  qui  se  coupent  deux  à  deux  aux  points  P 
et  P,  ;  et  ces  points  sont,  d'après  l'hypothèse,  les  points  focaux  de 
la  droile  PP, . 

Lorsque  la  droite  MM,  se  déplacera  infiniment  peu  en  décrivant 
un  élément  de  développable  dans  le  plan  MPM,  par  exemple,  la 
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droite  PP,  décrira  aussi  un  élément  de  développable  et  tournera, 
d'après  l'hypothèse,  autour  du  point  P,. 

Soit  M' M',  la  position  nouvelle  de  MM,.  Il  est  aisé  d'établir  que 
les  quatre  plans  tangents  aux  deux  surfaces  en  M,  M,,  M',  M', 
viennent  se  couper  au  point  P,.  En  effet,  les  deux  premiers  plans 
se  coupent  suivant  la  droite  PP(,  les  deux  autres  suivant  la  posi- 
tion infiniment  voisine  de  cette  droite,  qui,  par  hypothèse,  ren- 
contre PP|  en  P,.  Prenons  maintenant  les  quatre  plans  dans  un 
autre  ordre.  L'intersection  des  plans  tangents  en  M  et  M'  est  la 
tangente  conjuguée  de  MP;  cette  tangente  viendra  nécessairement 
passer  par  le  point  P,.  Les  droites  MP,  MP,  sont  donc  des  tan- 
gentes conjuguées,  et  il  en  est  de  même  de  M,P,  M(P,.  C'est  la 
proposition  que  nous  avons  énoncée. 

425-.  Les  différents  résultats  que  nous  venons  d'établir  sont 
dune  grande  généralité  et  interviennent  comme  éléments  essen- 
tiels dans  beaucoup  de  recherches  géométriques.  Nous  allons,  dès 
à  présent,  en  indiquer  une  application  très  simple. 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (S^  et  un  plan  (P),  par  toutes 
les  droites  (d)  du  plan  (P)  on  mène  des  plans  tangents  à  (S)  et 
à  (S,),  et  l'on  établit  ainsi  une  correspondance  entre  les  points 
des  deux  surfaces.  Nous  allons  montrer  que  les  développables  de 
la  congruence  formée  par  l'ensemble  des  droites  qui  joignent  les 
points  correspondants  interceptent  sur  (S)  et  sur  (S<)  deux  réseaux 
conjugués. 

Soient,  en  effet,  M,  M,  les  points  correspondants  de  (S)  et 
de  (S4).  Les  plans  tangents  en  M  et  en  M,  se  coupent  suivant  une 
droite  (d)  du  plan  (P);  construisons  sur  cette  droite  les  deux 
points  Q,  Qi  qui  divisent  harmoniquement  l'angle  des  deux  tan- 
gentes asymptotiques  de  (S)  en  M  et  l'angle  des  deux  tangentes 
asymplotiques  de  (S,)  en  M,.  Les  points  Q,  Q,  peuvent  être  consi- 
dérés, au  même  titre  que  tous  les  autres  points  de  la  droite  (d), 
comme  les  points  focaux  de  la  congruence  engendrée  par  cette 
droite.  Par  suite,  comme  les  droites  MQ,  MQ,  sont  des  tangentes 
conjuguées  de  (S)  et  les  droites  M,Q,  Mf  Q,  des  tangentes  conju- 
guées de  (S,),  il  résulte  des  théorèmes  du  numéro  précédent  que 
la  droite  MM|  appartient  à  une  congruence  dont  les  développables 
découpent  des  réseaux  conjugués  sur  (S)  et  sur  (S,).  Et,  de  plus, 
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les  plans  QMM,,  Q,MM,  seront  les  plans  focaux  de  MM,,  c'est- 
à-dire  les  plans  tangents  aux  deux  développables  de  la  con- 
gruence qui  contiennent  MMt . 

Il  est  clair  que  ces  développables  ne  pourront  pas  être  détermi- 
nées en  général;  pour  les  obtenir,  il  faudra  chercher  dans  le 
plan  (P)  les  courbes  qui  sont  tangentes  aux  différentes  droites  (d) 
en  un  des  points  Q,  Qi,  c'est-à-dire  les  courbes  dont,  les  tangentes 
admettent  pour  point  de  contact  l'un  de  ces  deux  points. 

Imaginons,  par  exemple,  que  les  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  soient 
du  second  degré.  Si  l'on  mène  une  droite  (d)  dans  le  plan  (P),  les 
points  focaux  de  cette  droite  seront  les  extrémités  du  segment  qui 
est  divisé  harmoniquement  par  les  deux  surfaces.  On  les  obtient, 
comme  on  sait,  en  menant  par  les  quatre  points  communs  à  (S)  et 
à  (S,)  situés  dans  le  plan  (P)  les  deux  coniques  tangentes  à  la 
droite  (d).  Si  l'on  considère  une  quelconque  de  ces  coniques, 
chacune  de  ses  tangentes  admettra  son  point  de  contact  comme 
point  focal;  et,  par  suite,  les  développables  de  la  congruence 
seront  formées  des  droites  MM,  qui  correspondent  aux  diverses 
tangentes  d'une  même  conique.  On  peut  donc  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Si,  par  toutes  les  droites  d'un  plan  (P),  on  mène  des  plans 
tangents  à  deux  surfaces  (S),  (S,),  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  engendre  une  congruence  dont  les  dévelop- 
pables découpent  sur  (S)  et  sur  (S,)  des  réseaux  conjugués. 
Si  (S)  et  (S,)  sont  du  second  degré,  ces  développables  peuvent 
être  déterminées  algébriquement.  Les  droites  qui,  dans  le 
plan  (P),  correspondent  à  leurs  génératrices  rectilignes  sont  les 
tangentes  cVune  même  conique  qui  passe  par  les  quatre  points 
communs  à  (S)  et  à  (S,)  situés  dans  le  plan  (P). 

Les  plans  tangents  aux  deux  développables  qui  contiennent  une 
même  droite  MM,  coupent  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces 
suivant  des  droites  conjuguées.  Ils  sont  donc  conjugués  à  la  fois 
par  rapport  aux  deux  surfaces  (S)  et  (S,),  c'est-à-dire  que  chacun 
d'eux  contient  le  pôle  de  l'autre. 

Si  les  deux  surfaces  sont  homofocales,  les  plans  conjugués  par 
rapport  aux  deux  surfaces  sont  nécessairement  rectangulaires  ;  par 
suite,  les   deux  familles  de  développables   se  couperont   à   angle 
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droit.  Nous  verrons  que  cette  propriété  caractérise  les  congruences 
formées  des  normales  à  une  surface.  Nous  sommes  ainsi  conduits 
à  l'élégant  théorème  suivant,  que  Laguerre,  notre  ami  regretté,  a 
obtenu  comme  conséquence  de  ses  études  sur  les  divers  modes  de 
génération  des  cyclides  (')  : 

Étant  données  deux  surfaces  homofocales  du  second  degré 
et  un  plan  (P),  si  l'on  mène,  par  les  droites  du  plan  (P),  des 
plans  tangents  aux  deux  surfaces,  les  droites  qui  joignent  les 
points  de  contact  correspondants  seront  normales  à  une  famille 
de  surfaces  parallèles. 

426.  Nous  allons  maintenant  envisager  d'autres  applications  en 
supposant  que  les  surfaces  (S)  et  (S|)  demeurent  quelconques, 
mais  que  le  plan  (P)  s'éloigne  à  l'infini.  On  a  alors  le  théorème 
suivant  : 

Si  Von  mène  à  deux  surfaces  (S)  et  (St)  des  plans  tangents 
parallèles,  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  correspon- 
dants M,  M,  engendre  une  congruence  dont  les  développables 
interceptent  sur  (S)  et  sur  (Sj)  un  réseau  conjugué. 

Si  l'on  choisit  pour  variables  p  et  p ,  les  paramètres  des  courbes 
conjuguées  qui  se  correspondent  sur  (S)  et  sur  (S{),  les  équa- 
tions (22)  prennent  ici  la  forme 


(27) 


x,y,  z  et  xx,y{,  z{  désignant  les  coordonnées  cartésiennes  des 
points  M  et  M,,.   Ces  équations  sont  évidentes  :  elles  expriment 


(')  Laguerre,  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  anallagmatiques  {Bul- 
letin de  la  Société philomathique,  p.  17;  1868).  Parmi  les  surfaces  auxquelles 
sont  normales  toutes  les  droites  de  la  congruence,  se  trouve  toujours  une  cyclide 
[I,  p.  259]  si  le  plan  (P)  ne  passe  pas  par  le  centre  commun  des  deux  surfaces 
homofocales.  Cette  cyclide  se  construit  par  points  de  la  manière  suivante  :  soit  (6) 
la  droite,  perpendiculaire  au  plan  (P),  qui  contient  les  pôles  de  ce  plan  parrap- 
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simplement  que  les  tangentes  aux  courbes  correspondantes  des 
deux  réseaux  conjugués  sont  parallèles. 

Le  mode  de  correspondance  précédent  a  été  considéré  par 
Steiner(i).  Il  comprend  comme  cas  particulier  la  représentation 
sphérique  de  Gauss;  il  suffit  de  supposer  que  la  surface  (S()  se 
réduit  à  une  sphère.  Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  dévelop- 
pables  qui  contiennent  la  droite  MM,  coupent  le  plan  tangent  en  M, 
à  la  sphère  suivant  des  droites  conjuguées,  c'est-à-dire  rectangu- 
laires. Les  tangentes  conjuguées  de  la  surface  (S)  en  M,  étant 
parallèles  aux  précédentes,  sont  nécessairement  rectangulaires;  le 
système  conjugué  se  réduit  donc  à  celui  qui  est  formé  par  les 
lignes  de  courbure.  Les  formules  (27)  deviennent  identiques  à 
celles  d'Olinde  Rodrigues  [I,  p.  201]  qui  jouent  un  rôle  si  impor- 
tant dans  la  théorie  des  lignes  de  courbure. 

Revenons  au  cas  général  où  la  surface  (S,)  est  quelconque,  et 
imaginons  que  cette  surface  grandisse  indéfiniment  en  demeurant 
homothétique  à  sa  position  initiale  par  rapport  à  un  point  fixe  O. 
Le  système  conjugué  tracé  sur  (S)  demeurera  invariable;  on  le 
reconnaît  immédiatement,  caries  systèmes  conjugués  tracés  sur  (S) 
et  sur  (S))  peuvent  aussi  être  définis  par  la  condition,  indépen- 
dante de  toute  congruence,  que  les  langentes  aux  courbes  corres- 
pondantes des  deux  systèmes  tracés  sur  les  deux  surfaces  soient 
toujours  parallèles;  et  cette  propriété  subsiste  évidemment  lorsque 
(S|)  est  remplacée  par  une  surface  homothétique.  A  la  limite, 
lorsque  (S,)  aura  grandi  indéfiniment,  la  droite  MM,  se  confondra 
avec  la  parallèle  menée  par  le  point  M  au  rayon  primitif  OM,. 
Ainsi, 

Etant  données  deux  surfaces  (S),  (S,),  on  leur  mène  des 
plans  tangents  parallèles  (P),  (P,).  Si,  par  le  point  de  contact 


port  aux  deux  surfaces  homofocales  ;  et  soit  (cï)  la  droite  du  plan  qui  correspond 
à  une  droite  quelconque  (d)  de  la  congruence.  Le  plan  mené  par  (5)  perpendi- 
culairement à  (d'}  coupe  la  droite  (d)  au  point  où  elle  est  normale  à  la  cyclide 
cherchée.  Si  le  plan  (  P  )  passe  par  le  centre  commun  des  deux  surfaces,  les  droites 
deviennent  normales  à  des  surfaces  de  quatrième  classe,  corrélatives  des  cyclides, 
que  nous  rencontrerons  plus  loin  (Chap.  XIV  et  XV). 

(')  Steiner,  Ueber  Lehrsàtze  von  welchen  die  bekannten  Sàtze  ùber  paral- 
lèle Curven  besondere  Fâlle  sind  {Journal  de  Crelle,  t.  22,  p.  75,  1846,  et 
/.  Steiner's  gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  36i). 
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de  (P)  et  de  (S),  on  mène  une  parallèle  au  rayon  vecteur  qui 
joint  un  point  fixe  de  V espace  au  point  de  contact  de  (P<)  et 
de  (Sj),  cette  parallèle  appartient  à  une  congruence  dont  les 
développables  découpent  sur  (S)  un  réseau  conjugué.  Ce  réseau 
correspond  à  un  réseau  conjugué  de  (St). 

C'est  une  généralisation   de  la  propriété  Lien  connue  des  nor- 
males à  une  surface. 


4-27.  Nous  avons,  au  n°  81  [I,  p.  i3h],  indiqué  quelques  pro- 
priétés des  surfaces  qui  sont  engendrées  par  la  translation  d'une 
courbe  de  forme  invariable.  L'étude  du  mouvement  d'une  surface 
qui  se  déplace  en  conservant  son  orientation  conduit  à  des  propo- 
sitions analogues.  Etant  donnés  une  surface  quelconque  (S()  et 
un  point  O  dans  l'espace,  supposons  que  ce  point  O  soit  invaria- 
blement lié  à  (S()  et  déplaçons  cette  surface  parallèlement  à  elle- 
même,  en  assujettissant  le  point  O  à  décrire  une  surface  fixe  (S). 
Les  positions  successives  de  (S4)  dépendent  des  deux  paramètres 
qui  fixent  la  position  du  point  O  ;  cette  surface  aura  donc  une  enve- 
loppe qu'elle  touchera  en  un  nombre  limité  de  points.  Soient  (S\) 
une  position  de  (S<)  et  O'  la  position  correspondante  de  O  sur  la 
surface  (S).  Il  est  évident,  géométriquement,  que  les  points  où  la 
surface  (S',)  touche  l'enveloppe  sont  ceux  où  le  plan  tangent  à  (S\) 
est  parallèle  au  plan  tangent  à  (S)  en  O'.  On  aura  donc  la  cons- 
truction suivante  de  l'enveloppe  : 

Menons  aux  deux  surfaces  (S)  et  (S,)  deux  plans  tangents  paral- 
lèles quelconques  et  soient  M,  Mt  leurs  points  de  contact.  Le 
rayon  vecteur  de  l'enveloppe  sera  la  résultante  ou  la  somme  géo- 
métrique des  deux  rayons  vecteurs  OM,  OM,  ;  et  le  plan  tangent 
à  l'extrémité  de  ce  rayon  vecteur  sera  parallèle  aux  plans  tangents 
en  M  et  en  M,. 

Cette     construction    montre    immédiatement    que    l'on    peut 
échanger  (S)  et  (S().  L'enveloppe  demeurera  la  même  si,  au  lieu 
de  déplacer  (S,),  on  déplace  (S)  de  telle  manière  que  le  point  O 
décrive  la  surface  (S)).  On  a  ainsi  une  généralisation  de  la  pro 
prié  té  du  n°  81. 

Reprenons  la  construction  précédente,  mais  en  substituant  suc- 
cessivement à  la  surface  (S.()   toutes    les  surfaces    homolhétiques 
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de  (S()  par  rapport  au  centre  O.  On  obtiendra  une  série  d'enve- 
loppes (2),  (S7),  (£v),  .  .  .  qui  constitueront  une  famille  dont  la 
surface  (S)  fera  partie.  Soient  M,  [a,  u',  .  .  .  les  points  qui  se  cor- 
respondent sur  (S),  (S),  (S'),  ....  Tous  ces  points  seront  en 
ligne  droite',  les  plans  tangents  en  ces  points  seront  tous  paral- 
lèles; et  enfin  les  développables  de  la  congruence  engendrée 
par  la  droite  Mu,u/  .  .  .  découperont  sur  toutes  les  surfaces  un 
réseau  conjugué,  correspondant  à  un  réseau  conjugué  tracé 
sur  (S,).  Il  suffit  de  supposer  que  cette  surface  (S,)  se  réduit  à 
une  sphère  pour  retrouver  les  propriétés  essentielles  et  bien  con- 
nues des  surfaces  parallèles. 

•428.  L'étude  de  la  famille  de  surfaces  que  nous  venons  de  définir 
trouve  une  application  immédiate  et  très  intéressante  dans  l'Op- 
tique géométrique  des  milieux  homogènes  (  '  ).  Admettons,  en  effet, 
que  (S()  soit  la  surface  d'onde  caractéristique  d'un  tel  milieu, 
c'est-à-dire  qu'elle  soit  le  lieu  des  points  atteints  après  l'unité  de 
temps  par  un  ébranlement  parti  de  O.  D'après  la  définition  même 
des  milieux  homogènes,  le  lieu  des  points  atteints  après  un  temps 
quelconque  par  le  mouvement  vibratoire  sera  la  surface  homothé- 
tique  de  (S,)  par  rapport  à  O,  le  rapport  de  similitude  étant  égal 
au  temps  écoulé.  Cela  posé,  imaginons  que  la  seconde  surface  (S) 
soit  une  surface  d'onde,  c'est-à-dire  qu'elle  soit  le  lieu  des  points 
atteints  au  même  instant  par  un  mouvement  vibratoire  lumineux 
qui  a  son  origine  dans  une  source  unique,  mais  qui  peut  avoir 
subi  un  nombre  quelconque  de  réflexions  ou  de  réfractions.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  les  positions  successives  que  prendra 
Tonde  (S)  qui  se  propage  dans  le  milieu.  D'après  le  principe  de 
Hujgens,  il  faudra  construire  les  surlaces  d'onde,  toutes  égales, 
qui  ont  pour  centres  les  différents  points  de  (S)  et  qui  correspon- 
dent à  la  même  durée  :  leur  enveloppe  sera  la  position  nouvelle 
de  (S).  Il  résulte  de  celte  construction  que  les  positions  succes- 
sives de  l'onde  (S)  sont  précisément  les  surfaces  (S),  (S'),  . ..  que 
nous  venons  de  définir.  Les  droites  Map.' . ..  sont  les  rajons  lumi- 


C1)  Pour  Lout  ce  qui  concerne  ce  sujet,  consulter  la  solide  étude  de  Lévistal, 
Recherches  d'Optique  géométrique,  insérée  en  1867  au  Tome  IV  (iro  série)  des 
Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  p.  jo5). 
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neux.  La  lumière  se  propage  avec  une  vitesse  uniforme  sur  chaque 
rayon;  mais,  comme  elle  met  le  même  temps  à  passer  de  l'une  à 
l'autre  des  positions  de  l'onde,  la  vitesse  est  différente  sur  les  diffé- 
rents rayons.  Elle  ne  dépend,  d'ailleurs,  que  de  la  direction  de  ces 
rayons  et  demeure  la  même  pour  tous  les  rayons  parallèles,  dans  le 
même  milieu.  Si  le  milieu  est  isotrope,  la  surface  (S()  est  une 
sphère;  les  rayons  lumineux  sont  normaux  à  l'onde  (S)  et  à  ses 
positions  successives.  Convenablement  transformée,  celte  pro- 
priété subsiste  pour  tous  les  milieux  homogènes  :  dans  chacun  de 
ces  milieux,  il  y  a,  entre  la  direction  du  rayon  lumineux  et  celle 
du  plan  tangent  en  un  de  ses  points  à  l'onde  qui  se  propage,  une 
relation  constante  qui  dépend  uniquement  de  la  constitution  du 
milieu  et  demeure  la  même  quelle  que  soit  la  forme  de  l'onde  (S). 
Cela  est  évident,  car  le  rayon  lumineux  est  parallèle  à  un  certain 
rayon  OM,  de  la  surface  d'onde  caractéristique  du  milieu  décrite 
de  O  comme  centre,  et  le  plan  tangent  de  l'onde  est  toujours  paral- 
lèle au  plan  tangent  en  Mt  à  cette  surface  (S,). 

Dcins  le  cas  des  milieux  isotropes,  les  développables  formées  par 
les  rayons  lumineux  interceptent,  sur  les  différentes  positions  de 
l'onde,  un  réseau  conjugué  ;  cette  propriété  s'étend  aussi  aux 
milieux  homogènes  quelconques.  Les  développables  formées  pai 
les  rayons  lumineux  découpent,  sur  les  positions  successives  de 
Vonde,  un  réseau  conjugué  qui  correspond  à  un  réseau  con- 
jugué tracé  sur  la  surface  d'onde  caractéristique  du  milieu. 

Pour  les  milieux  isotropes,  la  surface  caractéristique  étant  une 
sphère,  le  réseau  conjugué  se  réduit  nécessairement  à  celui  qui  est 
formé  parles  lignes  de  courbure. 
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CHAPITRE   XL 

LES    SURFACES    A    LIGNES    DE    COURBURE    ISOTHERMES. 

Problème  de  Christoflel.  —  Recherche  de  tous  les  cas  dans  lesquels  la  corres- 
pondance par  plans  tangents  parallèles  établie  entre  deux  surfaces  détermine 
un  tracé  géographique  de  l'une  sur  l'autre.  —  Différentes  solutions  déjà  connues 
de  ce  problème;  les  surfaces  homothétiques,  deux  surfaces  minima  quelconques. 
—  Solution  nouvelle.  —  Elle  est  fournie  par  des  surfaces  à  lignes  de  courbure 
isothermes.  —  Théorème  de  Bour  et  de  Christoflel.  —  Application  aux  sur- 
faces minima.  —  Les  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  ont  leurs 
lignes  de  courbure  isothermes,  c'est-à-dire  elles  sont  isothermiques.  —  On 
peut  faire  dériver  de  toute  surface  isolhermique  une  infinité  de  surfaces  iso- 
thermiques nouvelles.  —  Formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
quatrième  ordre  qui  caractérise  les  surfaces  isothermiques.  —  Seconde  pro- 
priété caractéristique  :  L'équation  ponctuelle  relative  au  système  conjugué 
formé  par  les  lignes  de  courbure  doit  avoir  ses  deux  invariants  égaux.  —  Ap- 
plications. 


429.  On  peut  rattacher,  aux  propositions  que  nous  avons 
données  dans  le  Chapitre  précédent,  l'étude  d'une  intéressante 
question  qui  a  été  posée  et  résolue  par  Christoffel  (').  Proposons- 
nous  de  rechercher  tous  les  cas  dans  lesquels  la  correspondance 
par  plans  tangents  parallèles  établie  entre  deux  surfaces  (S),  (S() 
peut  donner  une  représentation  conforme  ou  un  tracé  géographique 
de  l'une  des  surfaces  sur  l'autre. 

Soient  x,  y,  z\  sci} yt,  Z\  les  coordonnées  cartésiennes  rectan- 
gulaires des  points  correspondants  sur  les  deux  surfaces  (S) 
et  (S().  Prenons  comme  variables  indépendantes  p  et  p,  les  para- 
mètres des  deux  familles  conjuguées  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  surfaces  (2).  Les  formules  (27)  du  Chapitre  précédent  nous 


(')  E.-B.  Christoffel,  Ueber  einige  allgemeine  Elgeaschaften  der  Mini- 
mums flàchen{  Journal  de  Crelle,  t.  57,  p.  218-228;  1867). 

(2)  Nous  écartons,  on  le  voit,  le  cas  exceptionnel  où  ces  deux  familles  vien- 
draient se  confondre  et  se  réduiraient  à  une  famille  de  lignes  asymptotiques.  Le 
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donneront  d'abord 

àx\        .  dx  dyi        -  ày  dzx  „  dz  > 

do  ' dp  ào  do  do  do' 

(O  <    ■  ■  ' 

da?,  ^  o^!  d^  <?-i  <?~ 

dp  !        '   dpi  '  dpi  dp!  *  dpi  dpt  ' 

et  il  faudra  que  l'on  ait 

(  2  )  tfkr  {  -h  dy]  -+-  dz']  =  A-2 (  dx% -+-  o?jk2  -+-  o?s2  ), 

À-  désignant  une  fonction  quelconque  de  p  et  de  p,.  Les  équations 
(i)  et  (a)  expriment  toutes  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
les  deux  surfaces  (S)  et  (S,). 

Introduisons,  pour  abréger,  les  quantités  E,  F,  G  définies  par 
la  formule 

(  3 )  -  dx*-h  dy"- -+-  dz"-  =  E  df  -+-  2  F  dp  dpl-±-Gdp\. 

L'équation  (2),  dans  laquelle  on  remplacera  les  dérivées  de  xK, 
yK,  zK  parleurs  valeurs  déduites  des  formules  (1),  sedécomposera 
dans  les  trois  relations  suivantes  : 

(4)  ().2— /:2)E  =  o,         (Xjx—  À-2)F=  o,         (;a2  —  A2)G  =  o, 

qui  devront  être  vérifiées  toutes  les  trois. 

Les  différentes  solutions  de  ce  système  de  trois  équations  simul- 
tanées appartiennent  à  l'un  des  types  suivants  : 


1° 

E  =  0, 

G  =  0, 

X[jl  —  A2  =  0  ; 

'2° 

E  =  0, 

IJ."-—  /v2=0, 

F  =  o; 

3° 

E  =  o, 

[ji2  —  k-  =  0, 

Xu  —  k-  =  0; 

4° 

X2_  £2=0, 

ij.2  —  A"2  =  0 , 

Xfx  —  k  -  =  0  ; 

5° 

X2—  /t2  =  o, 

;jl2  —  /c2  =  0, 

F  =  o. 

Dans  la  première  solution,  E  et  G  étant  nuls,  les  deux  familles 
conjuguées  seront  formées  de  lignes  de  longueur  nulle;  (8)61(8)) 
seront  donc  (n°  186)  des  surfaces  minima.  Deux  surfaces  minima 
quelconques  nous  donnent,  en  effet,  une  solution  du  problème 
proposé;  cela  a  été  démontré  au  n°  214  [I,  p.  386]. 

lecteur  traitera  facilement  cette  hypothèse;  elle  conduit  seulement  à  deux  sur- 
faces homothétiques  ou  aux  surfaces  imaginaires,  considérées  dans  la  Note  du 
n°  121  [I,  p.  209],  et  dont  l'élément  linéaire  est  un  carré  parfait. 
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La  deuxième  solution  conduit  à  ces  surfaces  imaginaires  pour 
lesquelles  l'élément  linéaire  est  un  carré  parfait.  Nous  pouvons  la 
négliger. 

La  troisième  et  la  quatrième  entraînent  la  relation 

X  =    [JL. 

Alors  les  formules  (i)  nous  donnent 

dxi  =  X  dx,         dyx  =  X  dy,         dz^  =  \dz: 

X  ne  peut  être  qu'une  constante:  les  deux  surfaces  (S)  et  (S() 
sont  homothétiques.  Cette  solution  était  évidente  a  priori. 

430.  Il  nous  reste  donc  seulement  à  examiner  la  dernière  solu- 
tion, qui  nous  donne,  en  écartant  l'hypothèse  déjà  examinée  X  =  [x, 

(5)  X  =  Â-,         jjl  =  —  A ,         F  =  o. 

La  dernière  équation  exprime  que  les  deux  familles  de  courbes 
conjuguées  (p)  et  (o,)  se  coupent  à  angle  droit  sur  les  deux  sur- 
faces. Ainsi,  le  système  conjugué  (p),  (p,)  est  formé  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  (S)  et  (S,  ).  Nous  allons  étudier  cette  solu- 
tion, qui  est  la  seule  véritablement  nouvelle. 

Toutes  les  relations  entre  les  deux  surfaces  sont  exprimées  par 
les  formules  suivantes  : 


(6) 
(7) 


dont  nous  allons  examiner  les  nombreuses  conséquences. 
On  pourrait  d'abord  éliminerai ,  y{ ,  zt .  On  a,  en  effet, 

dx,  =  X  (  — —  dp  - : —  dpi  ) , 


dx  dx 
dp   dpi 

dy  dy        àz   dz 
dp   dpi        dp  dpi 

=  °j 

dx\ 

-dp~- 

..  dx 

-       À— , 
dp 

àyx  _       ^ày_ 
dp                 dp 

dzx 

~dp    = 

ldz 

dp 

dxi 
~àp~i    = 

..   dx 

-  —  À  - — ? 
dpi 

àpi                dpi  ' 

dzi 
dpi 

,   dz 
—  A  - — > 
dpi 
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et  il  suffira  d'exprimer  que  les  seconds  membres  sont  des  diffé- 
rentielles exactes.  On  trouvera  ainsi  que  x,  y,  z  doivent  être  des 
solutions  particulières  de  l'équation 

(9)  2^"T— : h  t~  3 — I- j — ï —  =  °- 

dp  dpi         dpy  dp        dp  opt 

Cette  équation  n'est  autre  que  l'équation  ponctuelle  relative  au 
système  conjugué  formé  des  lignes  de  courbure  de  (S).  Elle  a 
d'ailleurs  la  forme  la  plus  générale  des  équations  dont  les  inva- 
riants sont  égaux.  Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante, sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin  : 

Pour  qu'une  surface  (S)  soit  une  solution  du  problème  pro- 
posé, il  faut  et  il  suffit  que  V équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  relative  au  système  conjugué  formé  par  ses  lignes 
de  dourbure  ait  ses  invariants  égaux. 

431.  Cette  propriété  purement  analytique  peut  recevoir  une 
interprétation  géométrique  très  simple. 

Remarquons,  d'une  manière  générale,  que  l'équation  ponctuelle 

(10)  — — ha-+i-=o, 

dp  dpi  dp  dpi 

relative  à  tout  système  conjugué  tracé  sur  une  surface,  peut 
toujours  être  déterminée  quand  on  connaît  l'élément  linéaire  de 
cette  surface.  Soit,  en  effet, 

(11)  dsz  =  E  dp- -h  2  F  dp  dpi-v-  G  dp\ 

l'expression  de  cet  élément  linéaire.  Si  l'on  multiplie  le  premier 
membre  de  l'équation  (10)  par  —  et  si  l'on  ajoute  ensuite  les  trois 
résultats  que  l'on  obtient  en  remplaçant  9  successivement  par  x, 
y,  z,  on  obtiendra  la  première  des  deux  équations 


I 

■2 

dE 
dpi 

-+-«E 

-+- 

b¥ 

I 
2 

dG 

dp 

-+-  aF 

-+- 

bG 

(12) 

i    I    «(;  „ 

o, 

qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  l'échange  de  p  et  de  p(  et 
qui  feront  connaître  a  et  b. 
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432.  Appliquons  cette  proposition  à  l'équation  (9)  en  re- 
marquant que  l'on  a  ici  F  =  o.  Les  équations  (12)  prendront  la 
forme 

dE        E    dl  _  ()G        Gâ_ 

dpi         X  dpt  dp         X   àp 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant, 

/•  désignant  une  fonction  de  p  et  /%  une  fonction  de  pu.  L'élément 
linéaire  de  (S)  sera  donc  exprimé  par  la  formule 

(i3)  efa2  =  r- (7- <fp2-!- /'i  <fpf  ), 

X 

qui  caractérise  les  systèmes  isothermes.  La  surface  (S)  aura  donc 
ses  lignes  de  courbure  isothermes;  et  il  en  sera  de  même,  évidem- 
ment, delà  surface  (S,)  dont  l'élément  linéaire,  en  vertu  de  la 
formule  (2),  aura  pour  expression 

(14 )  ds\  =  X(r  dp--+-  n  dp\  ). 

En  réunissant  tous  les  résultats  précédents,  on  obtient  le 
théorème  suivant  : 

A  toute  surface  (S)  dont  les  lignes  de  courbure  sont  iso- 
thermes et  dont  r élément  linéaire  est  déterminé  par  la  for- 
mule 

ds-  =  r-  ( r  dp^  -+-  /-j  dp\  ), 
X 

on  peut  faire  correspondre  une  seconde  suif  ace  (Sj)  dont 
l'élément  linéaire  a  pour  expression 

ds\  —  X(  r  dp2 -+-  7*1  dp\  ), 

et  dont  les  lignes  de  courbure  sont  aussi  isothermes. 

De  plus,  on  peut  toujours  placer  les  deux  surfaces  de  telle 
manière  que  les  plans  tangents  et  les  tangentes  principales 
aux  points  correspondants  soient  parallèles. 

433.  Bour  avait  déjà  établi  la  première  partie  de  ce  théorème 
D.  —  II.  17 
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dans  son  Mémoire  sur  la  déformation  des  surfaces  (').  Les 
considérations  par  lesquelles  il  l'a  établie  offrent  la  plus  grande 
analogie  avec  celles  que  Moutard  a  employées  pour  démontrer 
son  théorème  fondamental.  Le  fait  s'explique  aisément  :  à  chacune 
des  surfaces  (S)  et(St)  correspond  une  équation  linéaire  à  inva- 
riants égaux;  on  passe  de  l'une  à  l'autre  précisément  par  l'emploi 
de  la  méthode  de  Moutard.  D'ailleurs,  le  système 

de,       dt        ^,  de 

(  1 5  )  — _  =  A  — ,  — -  =  —  X  — , 

dp  dp  dpi  dpx 

qui  est  vérifié  par  les  coordonnées  correspondantes  x  et  xt,  ou  y 
et  ri,  ou  z  et  zt,  des  points  des  deux  surfaces,  est  identique  à  celui 
que  nous  avons  étudié  au  n°  391. 

En  appliquant  le  théorème  précédent  à  la  sphère,  qui  peut  être 
regardée  d'une  infinité  de  manières  comme  une  surface  à  lignes 
de  courbure  isothermes,  Bour  a  montré  que  l'on  retrouve  les  sur- 
faces minima  les  plus  générales;  et  nous  avons  déjà  indiqué  cette 
application  au  n°  205  [I,  p.  3^o].  On  peut  retrouver  immédiate- 
ment le  théorème  de  Bour  par  l'interprétation  géométrique  du 
système  (7). 

Soient  c,  c' ,  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  un  quel- 
conque des  points  correspondants  des  deux  surfaces  (S)  et  (S,). 
Soient  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S),  R<  et 
R',  ceux  de  (S()  au  point  correspondant.  Les  formules  d'Olinde 
Rodrigues  nous  donnent 

!   dx        _,    de  àx\        _,     de 

r+Rr=o,  — -  +  R,  r    =0, 

}   à~j               do  do                do 

(16)  S 

I  dx  de  dXi        _,    de 

!a H  R  7T-  =  °>  1 hR't-r—  =  0. 

L  dpi  dpi  dpi  dp  y 

En  substituant  les  dérivées  de  x  et  de  x{  dans  les  formules  (7), 
on  trouve 

(17)  R,=  XR,        R',=  — XR' 
et,  par  suite, 

(.8)  It  +  I-- 


(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXIX0  Cahier,  p.  118;  1862. 
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Si  la  surface  (S)  est  une  sphère,  on  aura  R  =  R/  et,  par  suite, 
R,  +  R,  =o;  (St)  sera  une  surface  minima.  Si,  au  contraire,  (S) 
est  une  surface  minima,  on  aura  R  =  —  R'  et,  par  suite,  R(  =  R,  ; 
(S|)  sera  une  sphère.  On  peut  donc  faire  dériver  de  la  sphère 
toutes  les  surfaces  minima;  et  les  remarques  précédentes  cons- 
tituent une  véritable  intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles de  ces  surfaces. 

Proposons-nous  maintenant  de  rechercher  tous  les  cas  dans  les- 
quels la  surface  (S,)  est  parallèle  à  (S).  Il  suffira  évidemment 
d'exprimer  que  les  équations  (7)  sont  vérifiées  quand  on  y  rem- 
place .r,,  y,,  ;,  respectivement  par 

x  -+-  ac,    y  -h  ac' ,     z  -+-  ac" , 

a  désignant  une  constante.  On  obtiendra  ainsi  des  relations  telles 
que  les  suivantes  : 

dx  de       .  dx  dx  de  .    dx 

-+«-=À-, \-a-—  =  —  X  —  • 

dp  dp  dp  op!  dpi  dpi 

En  éliminant— j  —  au  moyen  des  équations  d'OlindeRodrigues, 
on  trouve 

Il  suffira  donc  que  l'on  ait 

1        1         1 
a  =  R  +  R7" 

Ainsi,  la  surface  (S)  devra  avoir  sa  courbure  moyenne  con- 
stante ;  et  réciproquement  à  toute  surface  (S)  à  courbure 
moyenne  constante  correspondra  une  surface  (S,)  qui  sera 
parallèle  à  (S).  La  relation  entre  les  deux  surfaces  étant  réci- 
proque, (Sj)  sera,  elle  aussi,  à  courbure  moyenne  constante. 

Si  1  on  rapproche  cette  proposition  des  résultats  précédents,  on 
peut  conclure  que  toute  surface  à  courbure  moyenne  constante 
a  nécessairement  ses  lignes  de  courbure  isothermes.  Nous  re- 
viendrons sur  ce  résultat,  qui  est  dû  à  O.  Bonnet  ('  ). 


(')  0.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surf  aces  applicables  sur  une  sur- 
face donnée  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  XLIIe  Cahier,  p.  77;  1867). 


l6o  LIVRE   IV.    —    CHAPITRE   XI. 

-434.  Après  avoir  signalé  les  propriétés  géométriques  qui  se 
rattachent  à  l'étude  du  problème  de  Chris  toffel,  nous  allons 
indiquer  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  la  recherche  des  surfaces 
à  lignes  de  courbure  isothermes.  Cette  recherche  constilue  certai- 
nement un  des  problèmes  les  plus  difficiles  de  la  Géométrie;  elle 
dépend,  nous  le  verrons,  de  l'intégration  d'une  équation  non  li- 
néaire du  quatrième  ordre.  Les  surfaces  du  second  degré,  les  cy- 
clides,  les  surfaces  de  révolution,  les  cônes  et  les  cylindres,  cer- 
taines surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  qui 
dépendent  d'une  fonction  arbitraire  (1),  les  surfaces  minima  et, 
plus  généralement,  les  surfaces  à  courbure  moyenne  constante,  ont 
leurs  lignes  de  courbure  isothermes.  Toutes  ces  surfaces,  aux- 
quelles on  peut  ajouter  celles  qu'on  en  déduit  par  l'inversion  la 
plus  générale,  ne  constituent,  cependant,  que  des  solutions  extrê- 
mement particulières  du  problème  proposé,  qui  doit  conduire  à 
des  surfaces  contenant  quatre  fonctions  arbitraires  dans  leur 
équation.  Bour,  qui  a  considéré  le  premier  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  isothermes,  annonce,  dans  la  partie  de  son  Mémoire  que 
nous  avons  citée  plus  haut,  que,  de  toute  surface  à  lignes  de  cour- 
bure isothermes,  on  peut  déduire  une  infinité  de  surfaces  ana- 
logues, contenant'dans  leur  équation  deux  fonctions  arbitraires; 
mais  on  reconnaîtra  aisément  que  le  raisonnement  de  l'éminent 
géomètre  manque  de  généralité  et  s'applique  à  la  sphère  seule- 
ment. 

Il  existe  toutefois  un  moyen  de  déduire,  de  toute  surface  à 
lignes  de  courbure  isothermes,  une  infinité  de  surfaces  nouvelles 
contenant  dans  leur  équation  autant  de  constantes  arbitraires  qu'on 
le  veut.  Il  suffit,  pour  tcela,  de  combiner  les  propositions  précé- 
dentes avec^l'application  de  l'inversion. 

Désignons,  pour  abréger,  sous  le  nom  de  surface  isothermique 
toute  surface  à  lignes  de  courbure  isothermes.  A  toute  surface 
isolhermique  (I),  dont  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

(19)  •  ds*  =  I(rrfp*-+-  n  dpi), 


(l)  G.  Darboux,  Détermina  tion{d'une  classe  particulière  de  surf  aces  à  lignes 
de  courbure  planes  dans^un  système  et  isothermes  {Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  2e  série,  t.  VII,  p.  207;  i883). 
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l'inversion  fera  correspondre  une  nouvelle  surface  isothermique  (F) 
dont  l'élément  linéaire  aura  pour  expression 

/      x  7  ,,  r  do^-h  r,  dp? 

(20)  as 2 = 


X[(x  —  a)*+(y  —  &)>+_(*  _C)>]*' 


x,  y,  z  désignant  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  la 
surface  (I)  et  a,  b,  c  celles  du  pôle  de  l'inversion. 

Or,  d'après  la  proposition  de  Bour  et  de  Christoffel,  on  peut, 
par  de  simples  quadratures,  déduire  de  la  surface  (F)  une  surface 
isothermique  nouvelle  (I")  dont  l'élément  linéaire  aura  pour 
expression 

(21)  ds"'2  =  \[(x  —  a)* -h  (y  —  6)»-+-  (z  —  c)2]2(> dp*-+-  rt  dp2). 

Si  l'on  recommence,  avec  celte  surface  (T"),  les  opérations  que 
nous  avons  appliquées  àla  surface  primitive  (I),  on  introduira  trois 
constantes  nouvelles.  On  pourra  donc,  en  répétant  indéfiniment 
ces  opérations,  faire  apparaître  autant  de  constantes  arbitraires 
qu'on  le  voudra. 

L'expression  de  l'élément  linéaire  de  (l")  est  entière  par  rap- 
port aux  constantes  a,  b,  c.  La  même  propriété  appartient  aussi 
aux  coordonnées  x",  y",  z"  du  point  de  (I").  Si  l'on  pose,  en  effet, 

(22)  6  =  (x  —  a)- -h  (y  —  by--+-(z  —  c)2, 
on  verra  facilement  que  l'on  a 

(23)  x" =  f     A0    —  dp —doi)  —  /Jx—.a)(—da dpj       , 

J    L      \d?  d?i        1  \dP  d?i        II 

et  des  expressions  analogues  pour  y",  z" '.  Ces  formules  mettent  en 
évidence  la  propriété  annoncée.  Si  on  les  applique,  par  exemple, 
aux  surfaces  de  révolution,  on  sera  conduit  à  une  classe  de  sur- 
faces dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes  dans  un  système.  Les 
plans  de  ces  lignes  enveloppent  un  cylindre,  et  ces  lignes  elles- 
mêmes,  qui  sont  rectifîables,  sont  identiques  de  forme  à  celles  que 
nous  avons  considérées  à  la  fin  du  n°  206  [I,  p.  372]. 

L'application  des  méthodes  précédentes  semble  être  subor- 
donnée à  la  détermination  préalable  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface  5  mais  nous  démontrerons  plus  loin  qu'une  surface  isother- 
mique étant  donnée  d'une  manière  quelconque,  on  peut  toujours , 
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par  de  simples  quadratures,  intégrer  V équation  différentielle 
des  lignes  de  courbure. 


435.  Dans  un  élégant  article  publié  en  i885,  J.  Weingarten  (') 
a  montré  que  les  surfaces  isothermiques  peuvent  être  définies  par 
une  équation  du  quatrième  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  une  des 
trois  coordonnées  rectangulaires,  considérée  comme  fonction 
des  deux  autres;  et  il  a  indiqué  un  moyen  de  former  cette 
équation.  L'emploi  du  système  de  coordonnées  tangentielles 
étudié  au  Livre  TI  [I,  p.  296]  permet  d'obtenir  un  résultat 
équivalent  et  d'écrire  sous  une  forme  assez  simple  l'équation 
du  quatrième  ordre  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  surfaces  iso- 
thermiques. 

Employons,  par  exemple,  le  système  défini  au  n°  16o  [1,  p.  296] 
et  dans  lequel  l'équation  du  plan  tangent  est 

(24)  (a+p)X  +  i(P  —  a)Y-|-(ap  —  i)Z-4-Ç  =0, 

\  étant  une  fonction  de  a  et  de  j3.  Si  nous  conservons  toutes  les 
notations  de  ce  numéro,  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  sera 

(25)  rda?—  td$*=o,\ 

et  l'élément  linéaire  de  la  surface  se  présentera  sous  la  forme 

(  dsi=  (z  dx-h  dq)(z  d^-+-  dp) 

(26)  < 

(         =  [(z  -+-  s)  da.  -+-  t  d^]  [(z  -+-  s)d$  -+-  r  du], 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

£  —  pu.  —  q  p 

Les  paramètres  u  ei  v  des  lignes  de  courbure  seront  définis  par 
des  équations  telles  que  les  suivantes  : 

(27)  du  —  }.(\/rdy.  —  \/ldfi),  dv  =  \J-(\/r  da  -+-  Jl  c?3), 


(*)  J.  Weingarten,  Ueber  die  Differentialgleichugen  der  Oberflàchen 
welche  durch  ihre  Krùmmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  getheilt 
werden  kônnen  {Sitzungsberichte  der  K.  P.  Akademie  der  Wissenschaflen  zu 
Berlin,  t.  II,  p.  u63;  i883). 
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X  et  a  devant  être  choisis  de  telle  manière  que  les  seconds  membres 
soient  des  différentielles  exactes;  et  il  faudra  exprimer  que  l'élé- 
ment linéaire  de  la  surface  peut  être  ramené  à  la  forme 

(28)  dsn-=  Eidu^^r-  c/v2). 

En  portant  dans  cette  formule  les  valeurs  de  du  et  de  c/e,  et  en 
écrivant  que  l'expression  obtenue  est  identique  à  celle  qui  est 
fournie  par  la  formule  (26),  on  obtient  trois  équations 

Er(X2+;j.2)  =  /■(.  + s), 

Et(l*--h  {x>-)=  t(z -¥-*), 

1 E  \J rt  (  fi.2  —  X2  )  =  (  z  ■+■  s  )2  -+-  rt, 

qui  se  réduisent  à  deux,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  et  nous 
donnent 


Tt  \frt 

Si  donc  on  pose,  pour  plus  de  simplicité, 

K*9)  4^ — — > 

02  \J  rt 

on  aura 

c  0  0 


X  = 


sjrt  z  -+-  *  —  y/r7 


et  toute  la  difficulté  se  réduira  à  exprimer  que,  pour  une  même 
valeur  de  8,  les  deux  expressions 

v/r  dv.  —  1/?  <r/[3  /r  dy.  ^-  \/t  d$ 

U ^_  ,       « ^_ 

^  +  i  +  y/1  z  H-  s  —  y  rt 

sont  des  différentielles  exactes.  Considérons,  par  exemple,  la 
première;  en  écrivant  la  condition  d'intégrabilité,  nous  obtenons 
le  résultat  suivant  : 

wJlogO         ^-dlogO        d.\fr        d\ft 


d\i  ôcc  dp  dz 

—r-Iogl  3  -+-  s  -+  y  rt) 

àrà      bX  v      '        y     d% 


v/',^1og(-  +  ^-^  v/^")  —  v^-HogU  +  sH-yA'O  =  0. 


Pour  en  déduire  la  condition  d'intégrabilité  relative  à  la  seconde 
expression,  il  suffira  de  changer  le  signe  de  y  t.  On  est  ainsi  con- 
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duit  à  deux  équations  qui  permettent  de  calculer  les  deux  dérivées 
et,  par  suite,  la  différentielle  totale  de  logB.  On  trouve  ainsi 


•id  lo; 


s/iz  +  s)*-rt 


da  dri       r 


y  t  d'à 


'ri 


Vr 


't    à 


\Jrt 


/Ft\ 


d% 


z  -+-  s  —  s/t'tj 


d$\ 


et  il  suffira  d'exprimer  que  le  second  membre  est  une  différentielle 
exacte  pour  obtenir  l'équation  cherchée  sous  la  forme 


(3o) 


d2             7-         d 

da  d[ï      ~  t         da 

ft    à   , 

1  / lo« 

y     7-  da 

à 

+  d]î 

V^10' 

/7 


\f~ri  J  _ 


y/Tt     \ 


On  voit  que  cette  équation  est  du  quatrième  ordre  et  qu'elle  est 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  cet  ordre.  Toutes  les  fois 
qu'elle  sera  vérifiée,  on  pourra  déterminer  G,  h,  v  par  des  quadra- 
tures et,  par  suite,  obtenir  les  lignes  de  courbure.  Ce  résultat  est, 
d'ailleurs,  un  simple  corollaire  d'une  proposition  générale  sur 
laquelle  nous  aurons  l'occasion  de  revenir. 

L'équation  précédente,  qui  n'est  irrationnelle  qu'en  apparence, 
donne  lieu  à  quelques  remarques  intéressantes.  D'abord  il  n'y 
apparaît  que  deux  fonctions  des  dérivées  de  \ 


-     et 
t 


s/77. 


s  —  s/rt' 


et  ces  deux  fonctions  ont  une  signification  très  simple.  La  pre- 
mière fait  connaître  les  deux  valeurs  du  rapport  -~  relatives  aux 
lignes  de  courbure.  La  seconde  représente,  d'après  les  formules  du 
n°  165  [I,  p.  297],  le  rapport  des  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux de  la  surface.  On  peut  ainsi  vérifier  immédiatement  que 
les  surfaces  minima  sont  isothermiques.  Le  premier  membre  de 
l'équation  (3o)  se  réduit  alors  au  seul  terme 


dadp 
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qui  est  nul,  comme  on  le  reconnaît  en  substituant  les  valeurs  de  r 
et  de  t  qui  ont  été  calculées  au  n°  194  [I,  p.  3/jq]. 

436.  La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  former  l'équation 
aux  dérivées  partielles  des  surfaces  isothermiques  peut  être  rem- 
placée par  la  suivante,  qui  nous  donnera  quelques  résultats  nou- 
veaux. 

Si,  entre  les  deux  équations  d'Olinde  Rodrigues, 


dx        _  de 

dx        -r^.dc 

—  -+-  R—  =  o, 

— -  +  R'  —  =  o 

du            du 

dv             dv 

on  élimine  c,  on  trouvera  l'équation 

d2x  dp   dx        do'  dx 


(?-?') 


du  dv        de  du        du   dv 


où  l'on  a  désigné,  pour  plus  de  netteté,  par  p  et  p'  les  inverses  de 
R  et  R',  c'est-à-dire  les  courbures  principales.  L'équation  linéaire 
précédente  est  celle  qui  correspond  au  système  conjugué  formé 
par  les  ligues  de  courbure.  Pour  exprimer  que  la  surface  est  iso- 
thermique, il  suffira  donc  d'écrire  que  l'équation  a  ses  deux 
invariants  égaux,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

dp  dp' 

d        dv  d       du 


du  p  —  p'        dv  p'  —  p 
En  d'autres  termes,  l'expression 

-r1-  dv r-  du 

,_   .                                                    dv             du 
(3l)  ; 

p  —  p 

devra  être  une  différentielle  exacte  dû.  On  peut  donner  des  formes 
très  différentes  à  cette  condition.  Si  l'on  retranche  -  dlog(p  —  p'), 

on  aura 

d(p  -+-  p')    ,  d(o  +  p')    , 

— — — ■ —  dv  — ■  :— — — -  du 

,„         ,,      ,            ,.               dv                           du 
i  diî  —  d  log(p  —  P  )  =  ; • 

p  ■ —  p 

En    exprimant    le    second  membre    au    moyen   des    coordonnées 
tangentielles  (a,  [3,  £)  employées  plus  haut,  on  trouvera,  après  un 
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calcul  que  nous  omettons,  que  l'expression 


(?-?'rl 


t   d(p  -+-  p') 


ô-j. 


cm 


t/1 


à(? 


d? 


d; 


doit  être    une   différentielle  exacte.   On  est  ainsi   conduit   à  une 
forme  nouvelle 


(32) 


Wl 


d(p-t-p') 


dOL 


d 

d3 


d(p  -+-  o') 


de  l'équation  (3o). 

Nous  signalerons  enfin  une  dernière  transformation  de  la  diffé-    , 
rentielle  dû,  qui  a  été  donnée  par  Weingarten.  Multiplions,  dans 
l'expression  (3i),  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier 
membre  par  p  —  p',  afin  de  rendre  le  dénominateur  rationnel,  nous 

trouverons 

,  à(p-i-p') 


(33)     rf[Û-log(p-p')]  = 


rfPf 


d(P^  ?')  j 
p  — —. — ! —  du 
du 


àv 


dv 


(P-P'ï2 


Cette  relation  permet  d'écrire,  en  coordonnées  ponctuelles, 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  isothermiques, 
Supposons,  en  effet,  la  surface  définie  par  une  équation  de  la  forme 
la  plus  générale 

<?(&,?,  z)  =  o. 

Des  formules  bien  connues  permettent  d'exprimer  pp',  p-^p', 
(p  —  p')2  en  fonctions  rationnelles  des  dérivées  de  ©  par  rapport 
à  x,  y,  z.  Or,  si  l'on  désigne  par  <r  une  fonction  quelconque  de 
x,  y,  z,  les  formules  d'Olinde  Rodrigues  conduisent,  par  un 
calcul  facile,  à  la  relation  suivante  : 


da    ,  ,à(jy 

p  -—  du  -+-  p  —  dv 
1  du  l    dv 


dx 


de 


da     .  ,        da    ,  „ 

—-de —  de  . 

dy  àz 


En  remplaçant  cr  par  p-j-p'et  en  se  reportant  à  l'équation  (33), 
on  reconnaît  immédiatement  que  d[û  —  log(p  —  p')]  prend  la 
forme 

T  d(p-t-p')  à(p-{-p')    ,,       d(p-hp')    ,  ,,"|  ,  ,s   „ 


s 
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Supposons  l'expression  précédente  ramenée  à  la  forme 

P  d x  -+-  Q  dy  h-  R  rfs. 

Pour  exprimer  qu'elle  est  une  différentielle  exacte    lorsqu'on  se 
déplace  sur  la  surface,  on  écrh^a  la  condition 

/twx        do  /dQ       dK\        du  /dR        0P\        dy/dP_àQ\_ 

dx  \  dz         dy  /        dy  \  dx         dz  )        dz  \dy        dx  / 

qui  devra  être  vérifiée  pour  chaque  point  de  la  surface.  Telle  est 
l'équation  obtenue  par  J.  Weingarten. 

437.  De  quelque  manière  qu'on  la  forme,  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  précédente  paraît  être  d'une  intégration  difficile. 
Mais  il  résulte  des  propositions  que  nous  avons  établies  une  mé- 
thode nouvelle  de  recherche  des  surfaces  isothermiques  qui  peut 
conduire  sans  effort  à  un  grand  nombre  de  ces  surfaces.  Elles  sont 
caractérisées,  nous  l'avons  vu,  par  la  condition  que  l'équation 
ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de 
courbure  ait  ses  invariants  égaux.  Si  l'on  écrit  cette  équation  sous 
la  forme  la  plus  générale  en  y  remplaçant  9  par  pt.Q,  on  obtient 
(n°  154)  [I,  p.  272]  l'équation  à  laquelle  satisfont  les  cinq  coor- 
données pentasphériques  d'un  point  de  la  surface,  considérées 
comme  fonction  des  paramètres  p  et  p,  des  lignes  de  courbure. 
En  rapprochant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  donc  énoncer  les 
propositions  suivantes  : 

Les  cinq  coordonnées  pentasphériques  cV un  point  de  toute 
surface  isothermique  considérées  comme  fonctions  des  para- 
mètres p  et  p(  des  lignes  de  courbure  satisfont  à  une  équation 
linéaire  du  second  ordre  dont  les  invariants  sont  égaux. 

Inversement,  si  une  équation  de  la  forme 

m   =  xo. 


dp  dpt 


ou,  plus  généralement,  une  équation  à  invariants  égaux, 
admet  cinq  solutions  particulières  xK,  x2,  ...,  x5  liées  par 
l'équation 
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les  quantités  Xi  sont  les  coordonnées  pentasphériques  qui  défi- 
nissent une  surface  isothermique  rapportée  à  ses  lignes  de 
courbure  (1  ). 

Cette  proposition  permet,  par  exemple,  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  cyclides,  pour  lesquelles  les  cinq  coordonnées  xL 
sont  définies  par  les  formules 


-.=  /- 


a)  (ai—  p)(az-  —  pi) 


où  nous  conservons  les  notations  du  n°  154  [I,  p.  272],  sont  des 
surfaces  isothermiques.  Car  les  cinq  cordonnées  précédentes  sont 

des  solutions  particulières  de  l'équation  E  (  — -> )    (nos  345 

et  356)  dont  les  invariants  sont  égaux. 

Pour  donner  une  application   du  théorème  précédent,   consi- 
dérons l'équation 

rPO 

=  O, 


dp  dp 


qui  est  la  plus  simple  de  toutes  celles  dont  les  invariants  sont  égaux. 
Son  intégrale  générale  étant  de  la  forme 

/(p)  +  ?(pi)i 

on  voit  que  l'on  obtiendra  une  surface  isothermique  si  l'on  peut 
trouver  cinq  fonctions  fi(p)  et  cinq  fonctions  cp,-(p,),  telles  que 

l'on  ait 

5 

2h/Kp)  +  ^(pi)]2  =  o. 

1 

Les  équations  de  ce  genre  contenant  des  fonctions  arbitraires 
d'arguments  différents  se  rencontrent  souvent  en  Géométrie.  Nous 
laisserons  au  lecteur  le  soin  de  résoudre  la  précédente,  nous  con- 
tentant d'indiquer  le  résultat,  qui  donne  les  cônes  généraux,  les 


(i)  Rapprocher  cette  proposition  des  résultats  obtenus  par  Cayley  dans  une 
Note  Sur  les  surfaces  divisibles  en  carrés  par  leurs  courbes  de  courbure  et 
sur  la  théorie  de  Dupin,  insérée  en  1872  au  Tome  LXXIV  des  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  p.  i4^5.  Consulter  aussi  l'Article  Sur  un  point  de 
la  théorie  des  surfaces,  publié  à  la  page  1617  du  même  Tome  par  E.  Combescure. 
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surfaces  de  révolution  et   les  transformées  par  inversion   de  ces 
deux  séries  de  surfaces  (  '  ). 

Lorsqu'on  aura  obtenu  une  solution  du  problème,  c'est-à-dire 
déterminé  cinq  fonctions  Xi  satisfaisant  à  l'équation 

(35)  ^-=>^, 

àp  dpi 

on  en  pourra  déduire  une  infinité  de  solutions  nouvelles.  Il  suffira 
d'introduire  la  solution  particulière 

CO  =  jV     CtiOSi, 

où  les  constantes  ai  sont  liées  par  la  relation 

2u  a)  =  o, 

et  d'employer  cette  solution  co  pour  passer,  en  suivant  la  méthode 
de  Moutard,  à  une  nouvelle  équation  de  la  forme  (35)  qui  donnera 
à  son  tour  de  nouvelles  surfaces  isothermiques.  Ce  procédé 
analytique,  que  nous  signalons  rapidement,  n'est  autre  que  la 
traduction  des  opérations  géométriques  indiquées  plus  haut,  au 
n°  434. 


(1)  On  sait  que,  si  l'on  néglige  toute  distinction  entre  le  réel  et  l'imaginaire, 
on  peut,  par  deux  inversions,  transformer  une  surface  cle  révolution  en  un  cône 
et  vice  versa. 

Considérons,  en  effet,  une  surface  de  révolution  (S).  Ses  plans  méridiens  la 
coupent  tous  à  angle  droit.  Une  première  inversion  la  transforme  donc  en  une 
surface  (S')  qui  est  coupée  à  angle  droit  par  toutes  les  sphères  (S)  transformées 
des  plans  principaux  de  (S).  Or,  ces  sphères  (S)  passent  toutes  par  un  cercle  (C) 
qui  est  le  transformé  de  l'axe  de  révolution  de  (S).  Si  l'on  fait  une  deuxième 
inversion  dont  le  pôle  sera  le  centre  d'une  des  sphères  de  (rayon  nul  passant 
par  (C),  les  sphères  (S)  se  transformeront  en  sphères  concentriques  (S'),  et  la 
surface  (S"),  transformée  de  (S'),  devant  être  coupée  à  angle  droit  par  les 
sphères  (S),  sera  nécessairement  un  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  commun 
de  ces  sphères. 

Les  opérations  inverses  transformeraient  en  une  surface  de  révolution  tout 
cône  ayant  pour  sommet  le  centre  commun  des  sphères  (S'). 
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TRAJECTOIRES    ORTHOGONALES    D  UNE    FAMILLE    DE    SURFACES. 

Condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence  définie  par  deux  équations 
différentielles  du  premier  ordre  soient  normales  à  une  famille  de  surfaces. 
—  Interprétation  géométrique  de  la  relation  analytique  à  laquelle  on  est  con- 
duit. —  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  les  normales  d'une  surface.  —  Propriétés  relatives  aux  deux  nappes 
de  la  surface  des  centres  de  courbure.  —  Intégrale  première,  obtenue  par  la 
Géométrie,  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  une 
surface  du  second  degré.  —  Étude  du  cas  où  l'une  des  nappes  de  la  surface  des 
centres  se  réduit  à  une  courbe.  —  Surface  à  lignes  de  courbure  circulaires; 
cyclide  de  Dupin.  —  Condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence  admet- 
tent une  famille  de  surfaces  trajectoires  orthogonales  lorsque  l'on  connaît  les 
équations  en  termes  finis  qui  définissent  chaque  courbe  de  la  congruence. 


438.  Nous  allons  maintenant  continuer  l'élude  des  congruences 
des  courbes  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue  nouveau.  Nous 
chercherons  la  condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence 
donnée  soient  les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  sur- 
faces. 

Considérons  d'abord  une  famille  de  surfaces  définie,  en  coor- 
données rectangulaires,  par  l'équation 


(0 


«  =  f(x,y,  *); 


si  Ton  se  propose  de  déterminer  leurs  trajectoires  orthogonales, 
on  aura  à  intégrer  le  système  d'équations  différentielles 


(a) 


Les  deux  intégrales  de  ce  système  contiendront  deux  constantes 
arbitraires  et  détermineront,  par  conséquent,  une  congruence  de 
courbes  qui  couperont  à  angle  droit  les  surfaces  considérées. 

Donnons-nous  maintenant  une  congruence  de  courbes,  et  sup- 


dx 

dy 
àf 

dz 

~àj 

dx 

dy 

dz 
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posons  d'abord  que  les  courbes  qui  la  composent  soient  définies 

seulement    par   leurs    équations  différentielles,   qui   seront  de  la 

forme 

dx        dy        dz 
(3)  _  =  _  =  _, 

X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  S'il  existe  une 
surface  (S)  coupant  à  angle  droit  toutes  les  courbes,  on  aura, 
pour  chaque  point  de  cette  surface, 

/M  X  Y 

p  et  q  désignant  les  dérivées  de  z  considérée  comme  fonction  de  x 
et  de  r. 

On  voit  qu'il  n'existe  pas,  en  général,  de  surface  normale  à 
toutes  les  courbes  de  la  congruence;  car  les  deux  équations  (4) 
peuvent  être  envisagées  comme  deux  équations  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  doit  satisfaire  une  même  fonctions  de  x  et  dey, 
et  deux  telles  équations  n'ont  pas,  en  général,  de  solution  com- 
mune. C  est  ce  que  montre,  du  reste,  le  raisonnement  suivant  : 

S'il  existe  une  fonction  z  satisfaisant  aux  deux  équations  (4),  les 

valeurs  de-^->  ~>  obtenues  en  différentiant  ces  deux  équations, 
dy     dx  ^ 

devront  être  égales;  on  devra  donc  avoir 

d   /.X\        d   /X\      __^_/Y\        d_  / Y 


dy\Z  )        dz  \  Z  /  1        dx\Z  J        dz  \Z 

En  développant  et  en  remplaçant/?  et  q  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (4),  on  trouve 

,.  Y/dY       dZ\       v/àZ        dX\  /dX       d\ 

Supposons  d'abord  que  cette  condition  ne  soit  pas  vérifiée 
identiquement.  Alors  elle  fera  connaître  z,  et  il  faudra  chercher  si 
les  valeurs  de  ;  qu'elle  détermine  satisfont  aux  équations  (4). 
Gela  peut  arriver;  mais  il  n'est  pas  démontré,  et  il  n'est  pas  vrai, 
en  général,  que  les  valeurs  de  z  définies  par  l'équation  (5)  soient, 
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en  totalité  ou  en  partie,  des  solutions  communes  des  équations  (4). 
Ainsi  : 

Quand  V équation  (5)  n'aura  pas  lieu  identiquement,  les 
courbes  de  la  congruence  ne  pourront  être  normales  qu'à  un 
nombre  limité  de  surfaces  fournies  par  les  valeurs  de  z  qui 
satisfont  à  cette  équation  ;  mais,  si  aucune  de  ces  valeurs  de  z 
n'est  solution  commune  des  équations  (4),  il  n'y  aura  aucune 
surface  coupant  à  angle  droit  toutes  les  courbes  de  la  con- 
gruence. 

Considérons,  par  exemple,  Je  système  d'équations  différen- 
tielles 

dx  dy  dz 

x  -T-  bz  — ■  cy        y  -+-  ex  —  az        z  ■+-  a  y  —  bx 

La  condition  (5)  se  réduit  ici  à  la  suivante  : 

ax  -h  by  -+-  cz  =  o., 

et  il  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (4)  ne  sont  pas  vérifiées 
lorsqu'on  y  substitue  la  valeur  de  z  qui  est  définie  par  cette  équa- 
tion. 

439.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (5)  soit  identique- 
ment vérifiée  ;  dans  ce  cas,  les  deux  équations  (4)  admettront  une 
solution  commune  qui  contiendra  une  constante  arbitraire. 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  répéter  un  raisonnement  déjà 
fait  au  Livre  I.  Considérons  une  fonction  quelconque  z  satisfai- 
sant à  la  première  des  équations  (4)-  Elle  ne  vérifiera  pas,  en  géné- 
ral, la  seconde  de  ces  équations.  En  tenant  compte  de  la  pre- 
mière et  de  l'identité  (5),  on  sera  conduit  à  la  relation 

^(^i)=-Tz(i:)(^i) 

qui  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y.  On  déduit  de  là 

^z=(*  +  z)0c 

Y 

l'indice    o  indiquant  la  valeur  de   (7  +  — pour  x  =  x0.   On   voit 
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donc  que,  si  le  binôme  q  +  ^  est  nul  pour  x  =  x0  quel  que  soitj', 
il  sera  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y.  Ainsi  : 

Toute  fonction  z  satisfaisant  à  la  première  des  équations  (4) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y,  et  à  la  seconde  de  ces 
équations  pour  x  =  x0,  satisfera  aussi  à  cette  dernière  équation 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y. 

D'après  cela,  faisons  x  =  x0  dans  la  seconde  équation  (4),  et 
déterminons  ]a  fonction  £(  dey  qui  satisfait  à  cette  équation  et  se 
réduit  à  z0  pour  y  =y0.  Cette  fonction  s,  contiendra  la  constante 
arbitraire  z0.  Puis  déterminons  une  fonction  z  satisfaisant  à  la 
première  équation  (4)  et  se  réduisant  à  Z\  pour  x  =x0.  En  vertu 
de  la  proposition  précédente,  cette  fonction  z,  qui  dépend  de  la 
constante  ^0,  satisfera  également  aux  deux  équations  (4)« 

Toutes  les  fois  que  l'équation  (5)  sera  identiquement  vérifiée, 
il  y  aura,  on  le  voit,  une  famille  de  surfaces  coupant  à  angle  droit 
toutes  les  courbes  de  la  congruence  considérée.  Soit 

l'équation  de  cette  famille  de  surfaces.   On  pourra  déterminer  la 
fonction  f(x,  y,  z)  par  les  trois  équations 

<6>  £=«■     |=^.     %=™- 

En  égalant  les  différentes  valeurs  de  - — —- ,  . . .  que  l'on  peut  dé- 
duire de  ces  équations,  on  verra  que  X  doit  satisfaire  aux  trois 
équations 


dl  _      diX       ,  fdX       dY\ 
dy  àx 


,    fdX        dY\ 


.  ]       Ôk        „d\  (dY        dZ\ 

Z^-X-+a(---Uo 
\       dx  dz  \dx        dz  / 

On  retrouverait  la  condition  (5)  en  ajoutant  ces  équations  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  Z,  X,  Y. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

X  =  o(x),        Y  =4(7),        Z  =  l(z). 
D.  —  II.  18 
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Les  formules  (6)  nous  montrent  tout  de  suite  que  l'on  pourra 
prendre  X  =  i ,  et  l'on  aura 

f{v,y,  ~)  =   /  y{x)dx+j  <b(y)dy  —  j  y{z)  dz. 

440.  Après  avoir  obtenu,  sous  la  forme  (5),  la  condition  pour 
que  les  courbes  dune  congruence  admettent  des  surfaces  trajec- 
toires orthogonales,  il  nous  reste  à  interpréter  celte  condition  et  à 
la  traduire  par  une  relation  géométrique  équivalente.  Pour  cela, 
nous  allons  faire  usage  d'une  proposition  démontrée  par  Malus  au 
début  de  son  Mémoire  sur  l'Optique  inséré  au  14e  Cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique .  On  peut  la  présenter  comme 
il  suit. 

Envisageons  les  courbes  (C)  définies  par  les  équations  différen- 
tielles déjà  données 

dx        dy        dz 

Leurs  tangentes  forment  un  ensemble  qui  dépend,  en  général, 
de  trois  paramètres.  Soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace,  par 
lequel  passe  une  courbe  (C).  La  tangente  en  M  à  cette  courbe 
aura  l'un  quelconque  de  ses  points  défini  par  les  équations 

(9)  x'  =p  x  -H  XX,  '        y'  =  y+\X,         z'=z-h\Z, 

où  X  désigne  un  paramètre  arbitraire.  Prenons  un  point  M'  infi- 
niment voisin  de  M  et  cherchons  la  condition  pour  que  la  tangente 
à  la  courbe  (C)  qui  passe  en  M'  forme  avec  la  tangente  en  M  un 
élément  de  surface  développable.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra 
que  l'on  puisse  joindre   aux  trois   équations  précédentes  (9)  les 

suivantes  : 

!o  =  dx  -+- X  dX  -+-  X  d\, 
o  =  dy  -+-  X  dY  -+-  Y  d\, 
o  =  dz  -+-  X  dZ  -\-Z  dX, 

obtenues  en  les  différentiant  totalement.  La  valeur  de  X  qui  figure 
dans  ces  deux  systèmes  de  formules  définira  alors  le  point  d'inter- 
section des  tangentes  infiniment  voisines. 

Si,  entre  les  équations  précédentes  (10),  on  élimine  X  et  dX,  on 
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sera  conduit  à  la  relation 


(h) 


X     dx 

dX 

Y     dy 

dX 

Z     dz 

dZ 

o» 


qui  définit  les  directions  dans  lesquelles  il  faut  se  déplacer  pour 
obtenir  des  éléments  de  surface  développable.  Comme  cette  relation 
est  du  second  degré  par  rapport  aux  différentielles  dx,  dy,  dz, 
elle  définit  un  cône  du  second  degré,  auquel  nous  donnerons  le 
nom  de  cône  de  Malus. 

Comme  il  était  évident  a  priori,  le  cône  de  Malus  relatif  au 
point  M  contient  toujours  la  tangente  à  la  courbe  de  la  congruence 
qui  passe  en  ce  point  ;  car  l'équation  précédente  est  vérifiée  lorsque 
dx,  dy,  dz  sont  pris  proportionnels  à  X,  Y,  Z. 

L'équation  développée  du  cône  de  Malus  est 


dy 


dX 
dy 


dX' 

~dz 


o, 


•les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  deux  précédents  par  des 
permutations  circulaires. 

La  proposition  de  Malus  est  tout  à  fait  générale.  Voyons  quelle 
forme  elle  prend  lorsque  les  courbes  (C)  admettent  des  surfaces 
trajectoires  orthogonales  (F).  Alors  le  cône  relatif  àun  point  quel- 
conque M  de  l'espace  contiendra  les  trois  arêtes  d'un  trièdre 
trirectangle  à  savoir  :  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  et  les 
deux  tangentes  principales  de  la  surface  (F)  qui  passe  en  M.  Ainsi, 
dans  ce  cas  spécial,  le  cône  de  Malus  sera  un  cône  équilatère,  con- 
tenant, comme  on  sait,  une  infinité  de  trièdres  trirectangles. 

Si.  pour  exprimer  que  le  cône  de  Malus  est  équilatère,  on  écrit, 
suivant  la  condition  bien  connue,  que  les  coefficients  de  dx2,dy2,  dz2 
dans  l'équation  de  ce  cône  ont  une  somme  nulle,  on  retrouve 
l'équation  (5).  Ainsi,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  courbes 
de  la  congruence  admettent  des  surfaces  trajectoires  orthogo- 
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nales  est  que  le  cône  de  Malus  relatif  à  tout  point  de  l'espace 
soit  équilatère  (  '  ). 

441.  Pour  montrer  par  des  exemples  l'utilité  de  la  proposition 
précédente,  supposons  que  l'on  connaisse  deux  familles  de  sur- 
faces orthogonales  se  coupant  mutuellement  suivant  des  lignes  de 
courbure  communes.  Si  l'on  considère  la  congruence  formée  par 
toutes  ces  lignes  de  courbure,  la  condition  précédente  sera  évi- 
demment vérifiée,  car  le  cône  de  Malus  relatif  à  un  point  M  con- 
tiendra les  tangentes  principales  des  deux  surfaces  qui  se  croisent 
en  M  :  il  existera  donc  une  troisième  famille  de  surfaces  coupant 
à  angle  droit  les  lignes  d'intersection  et,  par  conséquent,  les 
surfaces  des  deux  premières  familles.  Ainsi  : 

Lorsqu'on  a  deux  familles  de  surfaces  se  coupant  mutuelle- 
ment à  angle  droit,  et  suivant  des  lignes  de  courbure  com- 
munes, il  existe  nécessairement  une  troisième  famille  de  sur- 
faces qui  forme,  avec  les  deux  premières,  un  système  triple 
orthogonal. 

Supposons  encore  que  la  congruence  soit  formée  de  droites.  Le 
cône  de  Malus  relatif  à  un  point  M  d'une  droite  (d)  de  la  con- 
gruence sera  formé  des  plans  tangents  aux  développables  de  la 
congruence  qui  contiennent  (d).  Pour  qu'il  soit  équilatère,  il  faudra 
que  ces  deux  plans  soient  rectangulaires.  Donc 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  droites 
d' une  congruence  soient  les  normales  d'une  surface  est  que 
les  développables  de  la  congruence  se  coupent  à  angle  droit. 


(x)  On  peut,  en  employant  le  cône  de  Malus,  proposer  une  autre  interprétation 
géométrique  de  la  condition  d'orthogonalité.  Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de 
démontrer  la  proposition  suivante  : 

Étant  donnée  une  congruence  quelconque,  les  surfaces  engendrées  par  les 
courbes  de  la  congruence  qui  sont  assujetties  à  contenir  l'une  de  ces  courbes  (  K  ) 
et  à  admettre,  en  un  de  ses  points  M,  la  tangente  MT  à  la  courbe  comme 
direction  principale,  for ment  deux  séries  distinctes  et  sont  tangentes  à  deux 
plans  différents.  Ces  deux  plans  sont  ceux  qui,  passant  par  MT,  contiennent 
l'une  des  deux  génératrices  rectilignes  du  cône  de  Malus  normales  à  MT. 

Pour  que  les  courbes  de  la  congruence  admettent  des  surfaces  trajectoires 
orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  plans  précédents  soient  toujours 
rectangulaires. 
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C'est  là  une  proposition  très  importante  au  point  de  vue  géo- 
métrique (')  et  dont  il  sera  utile  de  développer  les  conséquences. 

Nous  savons  que  les  droites  d'une  congruence  sont,  en  général, 
tangentes  à  deux  surfaces  (2),  (S').  Des  deux  familles  de  dévelop- 
pables,  les  unes  ont  leurs  arêtes  de  rebroussement  (C)  sur  la  pre- 
mière surface  et  touchentla  seconde  surface  suivant  des  courbes(D'); 
les  autres  touchent  la  première  surface  suivant  des  courbes  (D) 
conjuguées  des  courbes  (C)  et  ont  leurs  arêtes  de  rebrousse- 
ment (C),  conjuguées  des  courbes  (D'),  sur  la  seconde  surface.  Si 
donc  les  deux  séries  de  développables  se  coupent  à  angle  droit, 
les  courbes  (G)  et  les  courbes  (C)  auront,  en  chaque  point,  leur 
plan  oscillateur  normal  à  la  surface  sur  laquelle  elles  sont  tracées. 

Les  lignes  qui  sont  tracées  sur  une  surface  et  qui  satisfont  à 
cette  condition  que  leur  plan  oscillateur  soit  toujours  normal  à  la 
surface  ont  reçu  le  nom  de  lignes  géodésiques.  Il  résulte  donc  de 
ce  qui  précède  la  proposition  suivante  : 

Quand  des  droites  sont  normales  à  une  surface,  les  arêtes  de 
rebroussement  des  développables  formées  avec  ces  droites  sont 
des  lignes  géodésiques  de  celle  des  nappes  de  la  surface  focale 
sur  laquelle  elles  sont  tracées. 

Réciproquement,  les  tangentes  à  une  famille  de  lignes  géo- 
désiques tracées  sur  une  surface  sont  les  normales  d'une  autre 
surface.  Dans  ce  cas,  en  effet,  les  plans  focaux  de  chaque  tan- 
gente sont  le  plan  tangent  à  la  surface  et  le  plan  oscillateur  de  la 
ligne  géodésique;  et  ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  d'après 
la  définition  même  des  lignes  géodésiques. 

Ces  propositions  sont  immédiatement  applicables  dans  l'étude 
des  lignes  de  courbure.  Comme  conséquence  des  remarques  pré- 
cédentes, nous  obtenons  les  résultats  suivants. 

Soient  (S)  une  surface  donnée,  (2)  et  (2')  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  (S).  Toute  normale  en  un 
point  M  de  (S)  est  tangente  en  un  point  C  à  (2),  en  un  point  Q 


(')  Elle  était  connue  de  Malus  et  de  Dupin  :  mais  elle  a  été  établie  pour  la 
première  fois,  d'une  manière  complète,  par  J.  Bertrand,  dans  le  Mémoire  sur 
la  théorie  des  surfaces,  inséré  en  i8^4  au  Journal  de  Liouville  (irc  série,  t.  IX, 
p.  i33). 
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à  (2')  ;  C  et  C  sont  les  centres  de  courbure  principaux.  Parmi  les 
surfaces  réglées  engendrées  par  des  normales  de  (S),  toutes  celles 
qui  contiennent  la  normale  en  M  sont  tangentes  en  Cala  nappe  (S) 
et  en  (C)  à  la  nappe  (S').  Les  plans  tangents  en  C  et  en  C  sont 
rectangulaires;  ce  sont  les  plans  principaux  de  (S)  pour  le  point  M. 

Si  l'on  se  déplace  sur  une  des  lignes  de  courbure,  la  normale  à 
la  surface  engendrera  une  surface  développable  dont  l'arête  de 
rebroussement,  lieu  du  point  G  par  exemple,  sera  une  ligne  géo- 
désique  de  (S);  cette  développable  sera  tangente  à  la  nappe  (S') 
en  tous  les  points  de  la  courbe  (D')  décrite  par  le  point  C.  Si  Ton 
se  déplace  de  même  sur  l'autre  ligne  de  courbure,  le  centre  de 
courbure  correspondant  C  décrira,  sur  la  nappe  (S'),  une  ligne 
géodésique,  arête  de  rebroussement  de  la  développable  engendrée 
par  la  normale;  cette  développable  touchera  la  première  nappe 
(S)  eh  tous  les  points  d'une  courbe  (D)  décrite  par  le  point  C. 

Si,  plaçant  l'œil  en  un  point  quelconque,  on  regarde  dans  la 
direction  de  l'une  des  normales  de  (S),  les  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  paraîtront  se  couper  à  angle  droit. 

Réciproquement,  étant  données  deux  surfaces  (S),  (S'),  s'il 
existe  des  tangentes  communes  à  ces  deux  surfaces,  formant 
une  congruence  et  telles  que  les  deux  surfaces  paraissent  se 
couper  à  angle  droit  lorsqu'on  regarde  dans  la  direction  de 
V une  de  ces  droites,  ces  tangentes  communes  seront  les  nor- 
males d' une  surface. 

442.  Cette  dernière  proposition  trouve  une  application  très 
intéressante  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré.  On  sait, 
en  effet,  qu'étant  données  deux  surfaces  homofocales  du  second 
ordre  (S),  (S'),  elles  paraissent  se  couper  à  angle  droit  quand  on 
les  regarde  d'un  point  quelconque  de  l'espace;  en  d'autres  termes, 
les  cônes  de  même  sommet  circonscrits  aux  deux  surfaces  sont 
orthogonaux.  Il  suit  de  là  que  les  tangentes  communes  à  deux 
surfaces  homofocales  quelconques  sont  les  normales  d'une 
famille  de  surfaces  parallèles.  Les  arêtes  de  rebroussement  des 
développables  formées  par  ces  tangentes  communes  seront  donc 
des  lignes  géodésiques  de  celle  des  surfaces  (2),  (2')  sur  laquelle 
elles  sont  tracées. 

Ces  simples  remarques  donnent  immédiatement  l'intégrale  pie- 
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mière  de  l'équation  différentielle  du  second  ordre  qui  caractérise 
les  lignes  géodésiques  dans  le  cas  des  surfaces  du  second  degré. 
Adjoignons,  en  effet,  à  la  surface  donnée  (S)  une  surface  homo- 
focale  (S').  L'équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  définit 
les  lignes  de  (S)  dont  les  tangentes  sont  aussi  tangentes  à  (2') 
sera,  évidemment,  une  intégrale  première  de  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  géodésiques;  car  elle  contient  une  constante  qui 
dépend  du  choix  de  (S').  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet 
au  Chapitre  XIV,  et  nous  montrerons  que  les  remarques  précé- 
dentes conduisent  à  la  détermination  complète  des  lignes  géodé- 
siques pour  les  surfaces  du  second  degré. 

443.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  se  rapportent 
au  cas  où  la  congruence  formée  par  les  normales  admet  une  véri- 
table surface  focale.  Il  peut  arriver  que  les  nappes  de  la  surface 
focale  se  réduisent  à  des  courbes;  on  obtient  sans  difficulté  la 
définition  géométrique  des  surfaces  correspondantes. 

Supposons,  en  effet,  que  les  normales  à  une  surface  rencontrent 
toutes  une  courbe  (C).  Alors  il  en  passera  une  infinité  par  chaque 
point  M  de  (G);  et,  comme  toutes  ces  normales  forment  un  cône, 
qui  est  une  surface  développable,  leurs  pieds  décriront  une  ligne 
de  courbure  de  la  surface;  de  plus,  elles  seront  toutes  de  même 
longueur.  La  sphère  décrite  du  point  M  avec  un  rayon  égal  à  la 
longueur  d'une  de  ces  normales  sera  donc  tangente  à  la  surface 
considérée  en  tous  les  points  d'une  courbe;  et,  par  suite,  cette 
surface  est  l'enveloppe  d'une  sphère  de  vryon  variable  dont  le 
centre  décrit  une  courbe  (C).  Réciproquement,  il  est  évident  que 
toute  surface  susceptible  de  ce  mode  de  génération,  c'est-à-dire 
toute  surface  ayant  une  famille  de  lignes  de  courbure  circulaires, 
jouira  de  la  propriété  indiquée. 

Dans  ce  cas,  l'une  des  nappes  de  la  surface  focale  se  réduit  à 
une  courbe;  l'autre  nappe  est,  en  général,  une  véritable  surface 
dont  on  peut  donner  la  génération  suivante. 

Considérons  une  sphère  variable  dont  le  centre  (x, y,  z)  décrit 
une  courbe  (C)  et  dont  le  rayon  R  est  une  fonction  de  la  position 
du  centre  sur  la  courbe  (C).  Elle  enveloppera  une  surface  (S) 
dont  on  obtiendra  l'équation  en  éliminant  le  paramètre  variable 
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entre  les  deux  équations 

j  (X.-*)«-+-(Y--.r)*  +  .(Z-*)«=R«, 

1  (X  —  x)dx-+-(Y  —  y)dy-h(Z  —  z)dz+  R  dR  =  o. 

Ces  deux  équations,   prises  simultanément,    représentent   une 
des  lignes  de  courbure  circulaires  de  la  surface.  L'équation 


(14)  (X-aO*+(Y-.r)»+(Z  — *)* 


=  [<x-*  >2K  +  <T-*> 


dy       ,7         ,dz~ 

dH^{L~~}dH 


que  l'on  obtient  en  les  combinant  et  qui  est  homogène  par  rap- 
port à  X —  x,  Y — y,  Z  —  z,  représente  évidemment  le  cône  de 
révolution  formé  par  les  normales  en  tous  les  points  de  celte  ligne 
de  courbure  circulaire.  Par  suite,  en  prenant  l'enveloppe  de  ce 
cône,  on  devra  retrouver  la  deuxième  nappe  de  la  surface  des 
centres  de  courbure.  Associons  à  l'équation  précédente  sa  dérivée 
par  rapport  au  paramètre;  nous  aurons 

[,  dx       ,_.  dy        ,„         .  dz~\ 

r         dx* -4-  c?v2 -+-  dz*        ,v  v    d    [  dx\  "1 

XLJ A- +(X-ar>3R"(5R)+"-J  =  0- 

Le  premier  facteur,  égalé  à  zéro,  nous  donne  une  surface 
imaginaire  qui  est  l'enveloppe  d'un  plan  tangent  à  la  courbe  (C) 
et  au  cercle  de  l'infini;  le  second 

.   rs  .'„  ,    d    I  dx\  dx- -+-  dy% -+-  dz% 

(,5)  (X-")^r(ïïr)+---+i 2rï =  ° 

fait  connaître  la  courbe  de  contact  du  cône  avec  la  surface  des 
centres  ou  le  lieu  des  centres  de  deuxième  courbure  correspon- 
dants à  tous  les  points  de  la  ligne  de  courbure  circulaire;  ce  lieu, 
on  le  voit,  sera  une  conique. 

Ainsi,  la  deuxième  nappe  de  la  surface  des  centres  est  une  sur- 
face engendrée  par  des  coniques  et  telle  que  le  plan  tangent  en 
tous  les  points  de  chaque  conique  enveloppe  un  cône  de  révo- 
lution. 

444.  La  proposition  précédente  permet  de  définir  immédiate- 
ment la  surface  dont  les  normales  rencontrent  deux  courbes  (C) 
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et  (C).  En  effet,  (C)  devra  contenir  les  centres  de  courbure  prin- 
cipaux situés  sur  toutes  les  normales  passant  par  un  point  de  (G). 
Donc  (C)  sera  une  conique,  il  en  sera  de  même  de  (C);  et  chacune 
de  ces  deux  coniques  devra  être  le  lieu  des  sommets  des  cônes 
de  révolution  passant  par  l'autre. 

On  sait,  qu'il  existe  deux  coniques  satisfaisant  à  ces  conditions  : 
ce  sont  \es  focales  de  Dupin.  Si  nous  nous  contentons  d'étudier 
le  cas  le  plus  général,  la  première  est  une  ellipse,  qu'on  peut 
définir  par  les  équations 

(l6)  *=°:      7^+at  =  i; 

a1        ol 
l'autre  est  une  hyperbole 

x1 


fa)  r  =  o,       _£L-_£-  =  I. 


Prenons  un  point  quelconque  M'  (#',  y')  sur  la  première,  un 
point  quelconque  M"  {x" ,  z")  sur  la  seconde.  On  trouvera  faci- 
lement 

v/a2_è2 


M' M"   =      i x 


\J a"- —  b'1 


et,  par  suite,  les  deux  sphères  qui  ont  leurs  centres  respectivement 
sur  les  deux  focales,  et  qui  sont  définies  par  les  équations 

(18)  (X-x'y+(Y-y)*+z*  =  (^a*-btx'  +  k 

(19)  (X-x"y-+Y*-  +  (Z-z")*=(        "_x"+k 

sont  constamment  tangentes  l'une  à  l'autre,  la  distance  de  leurs 
centres  étant  toujours  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  leurs 
rajons.  Elles  enveloppent,  par  conséquent,  la  même  surface;  et 
cette  surface  répond  évidemment  aux  conditions  posées  :  par  suite 
de  son  double  mode  de  génération,  ses  normales  rencontrent 
nécessairement  Jes  deux  coniques  (4). 

La  variation  de  la  constante  k  fera  connaître  toutes  les  surfaces 
parallèles  dont  les  normales  rencontrent  les  deux  coniques. 

Le  moyen  le  plus  simple  de  définir  la  surface  précédente  à 
laquelle  Dupin  avait  donné  le  nom   de  cyclide,  mais  que   nous 

(')  Nous  avons  déjà  employé  ces  propositions  de  Dupin  au  n°  113  [I,  p.   187]. 
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nommerons  cyclide  de  Dapin  pour  la  distinguer  des  cyclides  les 
plus  générales,  consiste  à  employer  les  coordonnées  tangentielles. 
L'équation  tangentielle  de  la  première  sphère  est 


\/«2  —  &2    , 
ux  -+-  vy  -+-  p  ■=■  x  -t-  />:, 

en  supposant 

L'enveloppe  sera  donc  définie  par  l'équation 


(•20)  a*[ll—— —   )     +  62P2=(p  —  /-)2. 


On  trouverait  de  même,  en  employant  la  seconde  sphère,  l'équa- 
tion 

évidemment  équivalente  à  la  précédente;  car,  en  la  retranchant  de 
cette  équation,  on  obtient  l'identité 

è2(a2+  p2-+-  (v3 —  1)  =  o. 

■445.  Jusqu'ici,  nous  avons  défini  les  courbes  de  la  congruence 
par  leurs  équations  différentielles.  Supposons  maintenant  que  l'on 
connaisse  leurs  équations  en  termes  finis;  et  commençons  par  le 
cas  le  plus  simple,  celui  où  ces  équations  sont  résolues  par  rapport 
aux  constantes  arbitraires. 

Soient 

(  «  =  /0,  r,  *)> 


(21) 


les  équations  des  courbes  de  la  congruence.  On  déduit  de  là  par  la 
différentiation 

dx  dy  dz 


àa  àb        àa  àb        àa  àb        àa  db        àa  db        àa  db 
dy  àz        dz  dy        dz  dx        dx  àz        dx  ày        dy  dx 

Appliquons  l'équation  (5)  en  y  remplaçant  X,  Y,  Z  par 

àa  db        da  db        àa  àb        àa  àb        àa  àb        àa  àb 
ày  dy        dz  dz        dz  dx        dx  dz        dx  dy        ày  àx' 
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nous  trouverons  ainsi 

Ida  db       da  àb\  \d    Ida  èb       da  db\         à    Ida  ôb        da  âb\~\ 

\dy  dz       dz  dy)  \dz  \dz  dx       dx  dz/        dy  \dx  dy        dy  àxj  J 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  des  permu- 
tations. La  relation  paraît  compliquée,  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  assez  élégante 

da    7db        da    ,db        da    ,àb        àb    7da        àb    ,da        db    ,da 

(22)     ■T-d—--+--T-d--'i--rd—=—-d- \--r-d- h—  d—  , 

dx     dx        dy     dy        dz      dz        dx     dx        dy     dy        dz      dz 


les  différentielles  totales  d  se  rapportant  à  un  déplacement  effectué 
sur  la  courbe  même  de  la  congruence. 

Soit,  par  exemple,  une  congruence  définie  par  les  formules 

(23) 


a=   o(x)-h  /(r)-t-   ty(z)} 
b  =  <pi(fl7)H-/i(^)+4»i(^>. 


L'équation  à  laquelle  il  s'agira  de  satisfaire  sera 

(?>î  -  ?"?i) dx  +  (ffl-f"A)dy  -+-  (<K<K  —  Y¥i)dz  =  o. 
Il  faudra  donc  que  la  fonction 

/(?'?  "i  ~  ?Yi)  dx  +f  (/'/'[  -f"A)dy  +J(  ¥K  -  YYi)  dz 

soit  constante  en  tous  les  points  de  chacune  des  courbes;  ce  qui 
exige,  on  s'en  assure  aisément,  qu'elle  soit  une  combinaison 
linéaire  à  coefficients  constants  des  seconds  membres  des  équa- 
tions (23). 

On  obtient  ainsi  les  équations  de  condition 

où  m  et  n  sont  deux  constantes,  et  qui  feront  connaître  les  fonc- 
tions cp,,/^,  <ht  lorsqu'on  se  donnera  arbitrairement/",  ©,  <!;. 

Ces   équations    sont  vérifiées  si    l'on   considère   la  congruence 
définie  par  les  formules 

a=    o{x)   -4-  f(y)    h-  ty{z), 
b  =  cc  »(a?)  -t-  $f{y)  +  Y  ty(z)7 
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il  suffît  de  remplacer  m  et  n  par  zéro.  Alors  les  surfaces  trajec- 
toires orthogonales  auront  pour  équation 


u-rt/Vê)-^-»/ 


dy 


f(y) 


■+-(« 


»/Ver 


const. 


446.   Écrivons  maintenant  les  équations  de  la  congruence  sous 
la  forme  plus  générale 

j  f(x,7,z,a>  b)  =  o, 
\  o(x,y,z,  a,b)  =  o. 


(ï5) 


On  calculera  successivement  les  dérivées  de  a  et  de  b  par  rap- 
port à  #,  à  y  et  à  z;  et  on  les  portera  dans  l'équation  (22).  On 
obtient  ainsi  le  résultat  suivant  : 


dx 


dx 

4 

àa 

4b 

dx     dx 

,  ào 
da 

db 

F 

àa 

àf 

db 

— 

E 

da 

àf 
àb 

G 

do 
da 

ào 
àb 

F 

do 
da 

do 
Jb 

(26) 


où    les   différentiations    se    rapportent   encore  à  un  déplacement 
effectué  sur  la  courbe  et  où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


(27) 


ulto 


Sàf   do 
dx  dx 


S 


dx 


le  signe  S  indiquant  toujours  une  somme  étendue  aux  trois  coor- 
données. 

La  forme  delà  condition  (26)  nous  conduit  à  une  remarque  ana- 
logue à  celle  qui  a  été  développée  aun°322.  Supposons;,  pour  fixer 

les  idées,  que  les  courbes  de   la  congruence  soient  algébriques; 

df     df     do     do  1         /•  •  1        1         ,     i  r  •     , 

v->  -fr*  -r->  -rr    seront   des    fonctions  de  degré  détermine  et,  par 

da    àb     àa    àb  D  l 

suite,  le  nombre  des  points  de  chaque  courbe  de  la  congruence 
qui  satisfont  à  la  relation  (26)  dépendra  de  la  nature  de  la  courbe 
plutôt  que  de  la  manière  dont  a  et  b  entrent  dans  les  coefficients. 
Soit/>  le  nombre  des  points  ainsi  obtenus;  on  pourra  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Les  courbes  de  la  congruence  ne  peuvent  être  normales  à 
plus  de  p  surfaces  sans  être  normales  à  toute  une  famille  de 
surfaces. 
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Supposons,  par  exemple,  que  les  courbes  de  la  congruence 
soient  planes  et  de  l'ordre  m.  Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan 
qui  contient  l'une  des  courbes  et  supposons  que  la  première  équa- 
tion f=  o  représente  le  plan  de  la  courbe.  On  aura  des  résultais 
de  la  forme  suivante  : 

/  =  *, 
àf  df 

da  j         1  àfj 


m  x  -4-  n  y  -+-  q 


Si  l'on  suppose  que  la  seconde  équation  de  la  courbe  représente 
le  cylindre  qui  la  projette  sur  le  plan  des  xy,  a,  —  =  çpi3  -J-  =  ©2 
seront  trois  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y.  L'équation  (26) 
prendra  alors  la  forme  suivante  : 


(28) 


[dx) 


^YIL^+B^  +  C 
dy)   J  |_     dx  ây 


(àv 


?i 


dx 
dco 
dx 

à®i 
dx 

<9cp2 
dx 


y 


à<ç>  cîcp 

dy 
dtp 
dy 

()y 

dy 


)] 


A,  B,  C  étant  trois  constantes  qui  dépendent  de  m,n,q\  m',  n',  g'. 
L'application  du  théorème  des  fonctions  homogènes  permet  de 
réduire  cette  équation  au  degré  3  (m  —  1).  On  aura  donc  ici 

p  =  3  m  {m  —  1). 
Pour  les  congruences  de  cercles,  on  peut  prendre 

ce  =  x--+-  y- —  r2, 

et  0, ,  C52  se  réduisent,  on  le  verra  aisément,  à  des  fonctions  du 
premier  degré.  On  a  alors 


'-m— 


et  le  déterminant  qui  figure  dans  la  relation  (28)  peut  se  ramener 
au  premier  degré;  le  premier  membre  de  cette  relation  se  réduit 
donc  au  premier  degré  et  l'on  a 
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On  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  cercles  cVune  congruence  sont  normaux  à  plus 
de  deux  surfaces,  ils  coupent  à  angle  droit  toute  une  famille 
de  surfaces, 

qui  a  été  donné  par  Ribaucour  et  que  nous  démontrerons  plus 
loin,  avec  tous  les  développements  qu'il  comporte,  par  une  analyse 
plus  élégante. 

Lorsque  les  fonctions  y  et  o  sont,  l'une  et  l'autre,  de  degré  supé- 
rieur à  i ,  on  peut  encore,  en  introduisant  les  coordonnées  homo- 
gènes^;,^, z,  t,  abaisser  le  degré  de  la  condition  (26).  Si,  pour 
abréger,  on  désigne  par  (P,  Q)  le  déterminant  fonctionnel  des 
quatre  fonctions  P,  Q,  /',  o,  considérées  comme  dépendant  des 
variables  homogènes  x,  y,  z,  t,  on  pourra  mettre  l'équation  (26) 
sous  la  forme  suivante  : 

dx  \  dx       /         dy  \  dy       /         dz  \  dz       / 
dx\dx       /         dy  \  dy        ]         dz  \dz       / 

+2F[(&'£)-(^'d!)J 

m  -+-  n  „  /  dcp     do  \      ,  m  -+-  n       I  df     df 

il  '     risi        rifi    I  lit  \    rin        r) h 


da     db  J  m  \da     db 

m  et  n   étant  les  degrés  de  f  et  de  o,  et  A  désignant  le  déter- 
minant 

df  do        df  do 
da  db        db  da 

Le  premier  membre  de  l'équation  précédente  est  du  degré 
3  [m  +  n  —  2)  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z,  t.  Par  suite, 
si  une  congruence  est  formée  des  courbes  qui  sont  l'intersec- 
tion complète  de  deux  surfaces  d'ordres  m  et  n,  les  courbes  de 
la  congruence  ne  pourront  être  normales  à  plus  de 

'6mn(m  -+-  n  —  1) 

surfaces  distinctes,  à  moins  qu'elles  ne  soient  les  trajectoires 
orthogonales  d' une  famille  de  surfaces. 

Pour  n  =  1 ,  on  retrouve  la  proposition  indiquée  plus  haut,  et 
qui  a,  d'ailleurs,  été  déjà  énoncée  par  Ribaucour. 
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CHAPITRE  XIII. 

DROITES  NORMALSE  A  UNE  SURFACE. 

Théorie  directe  pour  les  congruences  rectilignes.  —  Condition  pour  que  des 
droites  partant  des  différents  points  d'une  surface  soient  normales  à  une  autre 
surface.  —  Remarque  d  Hamilton.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  d'une 
famille  de  surfaces  parallèles.  —  Applications.  —  Théorème  de  Malus.  —  Pro- 
positions de  Dupin  relatives  aux  cas  où  les  développables  formées  par  les  rayons 
incidents  ne  sont  pas  détruites  par  la  réflexion.  —  Définition  des  axes  optiques 
d'une  surface.  —  Pour  que  des  rayons  incidents  normaux  à  une  surface  aient 
leurs  développables  conservées  par  la  réflexion,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  déve- 
loppables découpent  sur  la  surface  réfléchissante  un  réseau  conjugué. —  Ombilics 
catoptriques  de  Dupin. —  Exemples  particuliers. —  Cas  où  les  rayons  incidents 
émanent  d'un  point  unique.  —  Cas  où  la  surface  réfléchissante  est  du  second 
degré. 


447.  Dans  le  Chapitre  précédent,  nous  avons  rattaché  la  théorie 
des  congruences  rectilignes  à  des  propositions  qui  s'appliquent 
aux  congruences  les  plus  générales.  On  peut  aussi  la  traiter  direc- 
tement de  la  manière  suivante  : 

Traçons  dans  l'espace  une  surface  quelconque  (S),  assujettie  à 
l'unique  condition  de  ne  pas  être  engendrée  par  des  droites  de  la 
congrtience.  Les  cosinus  directeurs  u,  <•,  <v  de  l'une  quelconque 
des  droites  de  cette  congruence  sont  des  fonctions  déterminées  des 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  du  point  où  cette  droite  ren- 
contre la  surface  (S).  Nous  allons  montrer  que  la  condition  néces- 
soire  et  suffisante  pour  que  les  droites  soient  normales  à  une  même 
surface  est  que  Y  expression 

u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  différentielle  exacte,  pour  tous  les  déplacements  qui 
s"1  effectuent  sur  la  surface  (S). 

Cette  condition  est  nécessaire  ;  car  elle  est  remplie  toutes  les 
fois  que  les  droites  sont  normales  à  une  surface  (S).  Soient,  en 
effet,  X,  Y,  Z  les   coordonnées  du  point  où  la  droite  de  la  con- 
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gruence  est  normale  à  (S).  On  aura,  pour  tous  les  déplacements 
considérés, 

(i)  u  dX  -+-  v  dX  -h  w  dZ  =  o. 

D'ailleurs  on  peut  écrire 
(2)  X=x  —  «p,  Y  =  y —  vp,         Z  =  z — wp, 

p  désignant  la  distance  des  deux  points  (x,y,  s),  (X,  Y,  Z).  Si 
l'on  remplace  X,  Y,  Z  par  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  on 
trouve 

(  3  )  dp  =  u  dx  -t-  v  dy  -+-  w  dz  ; 

le  second  membre  est  donc  la  différentielle  de  la  fonction  p. 

Réciproquement,  si  le  second  membre  est  la  différentielle  exacte 
d'une  certaine  fonction  p,  le  point  défini  par  les  équations  (2)  véri- 
fiera la  relation  (1);  et  toutes  les  droites  de  la  congruence  seront 
normales  à  la  surface  lieu  du  point  (X,  Y,  Z).  La  proposition  que 
nous  avions  énoncée  se  trouve  ainsi  établie. 


La  démonstration  précédente  conduit  par  une  voie  natu- 
relle aux  remarques  suivantes,  qui  sont  dues  à  Hamilton. 

Imaginons  que,  par  chaque  point  (x,  y,  z)  de  l'espace,  on  mène 
une  droite.  Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  sont  des  fonc- 
tions données,  mais  quelconques,  de  x,  y,  z  ;  et  Ja  droite  dépend, 
en  général,  de  trois  paramètres.  Dans  le  Mémoire  que  nous  avons 
déjà  cité  (n°  440),  Malus  a  considéré  pour  la  première  fois  de  tels 
assemblages  de  droites,  qui  sont  bien  connus  depuis  les  travaux 
de  Pliïcker  et  qui  ont  reçu  le  nom  de  complexes.  Ces  définitions 
étant  admises,  voici  en  quoi  consiste  la  proposition  d'Hamilton  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pou?'  que  les  droites 
forment  une  congruence  [au  lieu  de  former  un  complexe)  et 
soient  normales  à  une  surface  est  que  V expression 

u  dx  -+-  v  dy  -+-  w  dz 

soit  une  différentielle  exacte  pour  tous  les  déplacements  pos- 
sibles du  point  (x,y,  z). 

La  condition  est  nécessaire;  il   suffit,  pour  le  reconnaître,  de 
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répéter  la  démonstration  que  nous  venons  de  faire;  il  reste  donc 
à  prouver  seulement  qu'elle  est  suffisante. 
Puisque  Ton  a,  par  hypothèse, 

(  4  )  u  dx  -f-  \>  dy  -f-  w  dz  =  d%, 

on  pourra  écrire 

d%  dO  dB 

(  0  )  u=  —  ,  v  =  —,  «,  =  __, 

dx  dy  dz 

ce  qui  donnera 

La  proposition  d'Hamilton  se  ramène  donc  à  la  suivante,  qui  est 
hien  connue  : 

Étant  donnée  une  fonction  9  satisfaisant  à  l'équation  précé- 
dente, les  surfaces 

(7)  6  =  const. 

sont  toutes  parallèles  ci  V  une  d1  elles. 

Au  reste,  on  peut  démontrer  directement  cette  proposition  de 
la  manière  suivante  :  Menons  aux  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion (-j)  des  plans  tangents  parallèles;  les  points  de  contact  de  ces 
plans  seront  distribués  sur  les  courbes  représentées  par  les  deux 
équations 

d%  dû 

(8)  ;/  =  —-=  const.,         v  =  — —  =  const. 

ox  oy 

Ces   courbes,   on  le   reconnaît  immédiatement,   sont  des   trajec- 
toires orthogonales  de  la  famille  de  surfaces  (7).  On  a,  en  effet, 

d8     d*8         dd     d2G 
dy  dx  dy        dz  àx  dz 

car  le  second  membre  n'est  autre  que  la  dérivée  par  rapport  à  x  du 
premier  membre  de  l'équation  (6). 

Comme  le  plan  tangent  a  une  direction  invariable  aux  points  où 
toutes  les  surfaces  (7)  sont  coupées  par  les  lignes  (8),  ces  trajec- 
toires orthogonales  se  réduisent  nécessairement  à  des  droites;  et, 
D.  -  IL  19 


à®   du        àd   du        àd   du 

db   ^8 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 

dx  dx'1 
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par  suile,  l'équation  (7)  représente  une  famille  de  surfaces  paral- 
lèles. D'ailleurs,  la  droite  menée  par  un  point  quelconque  de 
l'espace  et  définie  par  les  cosinus  directeurs  a,  v,  w  est  évidem- 
ment la  normale  à  celle  des  surfaces  parallèles  qui  passe  par  le 
point;  et  elle  est,  par  conséquent,  normale  commune  à  toutes  les 
surfaces.  La  remarque  d'Hamilton  se  trouve  ainsi  complètement 
justifiée. 

449.  Les  propositions  précédentes  sont  d'un  emploi  très  com- 
mode dans  les  applications.  Supposons,  par  exemple,  que  les 
équations  d'une  droite  soient  écrites  sous  la  forme 

(  x=  az-±-p, 

(  y  =  bz  +  q, 

«,  b,  p,  q  étant  des  fonctions  de  deux  paramètres;  si  l'on  consi- 
dère le  point  de  la  droite  qui  se  trouve  dans  le  plan  des  xy  et  qui 
a  pour  coordonnées  /),  q,  o,  on  aura  ici 

.  ,  a  dp  -+-  b  dq 

(10)  u  dx  -+-  v  dy  -f-  w  dz  =  J  , 

s/a-^-b'1-^  1 


et  cette  expression  devra  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes 

les  congruences  de  normales. 

Si  la  droite  est  définie  de  la  manière  la  plus  générale  par  les 

équations 

i    bz  —  cy-{-a'=o, 

(il)  <      CX —  «3  4-6'=0, 

(  ay  —  èa;  +  c'  =  o, 

données  au  n°  139  [I,  p.  246],  on  aura 
u       v        w  1 


a        b        c        ^/a2  _+.  £2  +  C2 

En  substituant  à  l'expression 

u  dx  -+-  v  dy  -\-"w  dz 
la  suivante  : 

x  du  -+-  y  dp  -+-  z  dw, 

qui  est,  en  même  temps  que  la  première,  une  différentielle  exacte, 
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on  sera  conduit  à  l'expression 
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(12) 


(a2  +  62-t-c2)    - 


da  db  de 
abc 
a'       b'       c' 


qui  devra  être  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  congruences 
de  normales. 

450.  On  peut  déduire  des  résultats  précédents  un  théorème 
célèbre,  dont  la  première  idée  revient  à  Malus,  mais  qui  n'a  été 
complètement  établi  que  par  les  efforts  combinés  de  Dupin,  de 
Gergonne,  de  Quételet.  En  voici  l'énoncé  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  surface,  ils  ne 
cessent  pas  de  conserver  cette  propriété  après  un  nombre  quel- 
conque de  réflexions  et  de  réfractions. 

Il  suffit  évidemment,  la  réflexion  pouvant  être  assimilée  à  une 
réfraction  d'indice  —  1 ,  de  démontrer  le  théorème  pour  le  cas  de 
la  réfraction.  Voici  comment  on  peut  énoncer  la  loi  de  Descartes. 

Portons  sur  le  rayon  incident  {fig.  33)  une  longueur  MA=  1, 


et  sur  le  rayon  réfracté  une  longueur  MB  =  /i,  n  désignant  l'indice 
de  réfraction.  Composons  MA,  MB  suivant  la  loi  du  parallélo- 
gramme, la  résultante  MC  sera  normale  à  la  surface  dirimante.  En 
effet,  dans  le  triangle  MBC,  on  aura 


BC 


MB 


sinBMG        sinMGB 
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ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(i3)  sinAMK  =  wsinBMH. 

C'est  la  loi  connue  de  la  réfraction. 

Soient  a,  3,  y,  u,  ^,  «',  u' ,  v' ',  w'  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  la  surface,  du  rayon  incident  et  du  rayon  réfracté.  En 
égalant  la  projection  de  MC  à  la  somme  des  projections  MA,  MB, 

on  a 

1    «w'-f-  u  =  Xa, 

04)  nf>'+«;=Xpf 

'   nu>'  -+-  w  =  Xy, 

X  désignant  la  longueur  MC.  Soient  x,y,  z  les  coordonnées  rec- 
tangulaires de  M.  On  a,  pour  tout  déplacement  de  M  sur  la  surface 
diri  niante, 

(i5)  a  dx  -+-  [3  dy  -+-  y  dz  =  o, 

ou,  en  éliminant  a,  [3,  y  au  moyen  des  équations  précédentes, 

(16 )  u  dx  -h  v  dy  -+-  w  dz  =  —  n{  a  dx  -h  v'  dy  -+-  w'  dz). 

Cela  posé,  supposons  que  les  rayons  incidents  soient  normaux 
à  une  surface  (S).  Le  premier  membre  sera  la  différentielle  d'une 
fonction  p  qui  est,  nous  l'avons  vu  plus  haut,  la  distance  du  point 
M  au  point  P  où  le  rayon  coupe  normalement  la  surface  (2).  En 
vertu  de  la  formule  précédente, 

u'  dx  -+-  v'  dy  -t-  w'  dz 

sera  aussi  une  différentielle  exacte    — cl  (  —  ) ,    et,  par  suite,  les 

rayons  réfractés  seront  aussi  normaux  à  une  surface  (S').  On 
obtiendra  le  point  P'  où  le  rayon  réfracté  coupe  normalement  (S') 

en  portant  la  longueur  —  —,  dans  le  sens  déterminé  par  son  signe, 

sur  le  rayon  réfracté.  On  verra  facilement  que  les  plans  normaux 
aux  deux  rayons,  incident  et  réfracté,  en  P  et  en  P',  vont  se  couper 
suivant  une  droite  située  dans  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface 
dirimante;  cette  relation  entre  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces 
est,  d'ailleurs,  évidente  dans  le  système  des  ondulations.  On  en 
déduit  que,  si  p,p'  et  o  désignent  les  termes  tout  connus  dans  les 
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équations  des  plans  tangents  en  P,  P'  et  M  aux  surfaces  (S),  (S') 
et  à  la  surface  dirimante,  on  a 

(i4)'  «/>'-+-/>  =X8, 

À  ayant  la  même  valeur  que  dans  les  formules  (i4)« 

Les  surfaces  normales  aux  rayons  réfractés  ont  reçu  le  nom 
d' anticaustiques;  les  résultats  précédents  peuvent  donc  s'énoncer 
ainsi  : 

Si  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  surface  (S), 
considérons  cette  surface  comme  V enveloppe  de  sphères  ayant 
leurs  centres  sur  la  surface  dirimante.  Pour  obtenir  V anti- 
caustique relative  aux  rayons  réfractés,  il  faut  prendre  P  en- 
veloppe de  toutes  les  sphères  que  Von  obtient  enJ réduisant  le 
rayon  des  précédentes  dans  le  rapport  de  l  unité  à  V indice  de 
réfraction  (*). 

Il  résulte  de  cette  construction  qu'il  sera,  en  général,  impossible 
de  séparer  analytiquement  les  deux  systèmes  de  rayons  réfractés 
qui  correspondent  à  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de 
l'indice  de  réfraction. 


(l)  Voici  quelques  indications  au  sujet  de  la  découverte  de  celte  belle  propo- 
sition. Dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité  au  n°  440,  Malus  démontre 
d'abord  la  proposition  que  nous  avons  établie  dans  ce  numéro.  L'illustre  physicien 
étudie  ensuite  les  assemblages  de  droiles  qui  dépendent  de  deux  paramètres  :  c'est- 
à-dire  les  congruences ;  et  il  montre  que  l'on  peut,  en  général,  distribuer  les 
droites  de  la  congruence  en  deux  systèmes  différents  de  surfaces  développables. 
Il  cherche  la  condition  pour  que  ces  deux  familles  de  développables  se  coupent  à 
angle  droit,  et  il  reconnaît  qu'elle  est  remplie  lorsque  les  droites  sont  les  nor- 
males d'une  surface. 

Faisant  ensuite  l'application  de  ces  principes  généraux  à  l'Optique,  Malus 
démontre  que,  lorsque  des  rayons  incidents  émanés  d'un  point  fixe  se  réfléchissent 
sur  une  surface  quelconque,  ils  demeurent,  après  la  réflexion,  normaux  à  une 
surface. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  Mémoire,  insérée  à  la  page  84  du  même  Cahier 
du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  Malus  étend  cette  proposition  au  cas  d'une 
réfraction  unique,  et  il  essaye  (  p.  101)  de  l'étendre  aussi  au  cas  de  plusieurs  réfrac- 
tions; mais,  trompé  par  une  faute  de  calcul,  il  croit  que  les  rayons  lumineux 
cessent,  en  général,  après  une  deuxième  réfraction,  d'être  normaux  à  une  surface. 

C'est  à  Dupin  que  revient  le  mérite  d'avoir  énoncé,  pour  la  première  fois,  dans 
un  Mémoire  sur  les  routes  de  la  lumière  que  nous  citons  plus  loin,  le  théorème 
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4ol.  Dans  son  étude  du  théorème  précédent,  qu'il  a  démontré 
seulement  pour  le  cas  de  la  réflexion,  Dupin  s'était  proposé  la 
question  suivante,  qui  donne  naissance  à  des  recherches  intéres- 
santes. 

Si  les  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  surface,  on  peut  les 
assembler  en  deux  familles  de  développables  orthogonales.  La 
réflexion  sur  une  surface  donnée  transforme,  en  général,  ces  déve- 
loppables en  surfaces  gauches.  Dupin  donne  de  belles  propositions 
relatives  aux  cas  où  les  rayons  incidents  formant  une  développable 
se  réfléchissent  suivant  des  rayons  formant  également  une  dévelop- 
pable ;  et  il  a  reconnu  que  les  traces  des  deux  séries  de  dévelop- 
pables sur  la  surface  réfléchissante  doivent  former  un  système 
conjugué.  Les  démonstrations  de  Dupin  reposent  sur  les  pro- 
priétés de  l'indicatrice  et  sur  celles  des  surfaces  de  révolution  du 
second  degré  (').  On  peut  leur  substituer  les  suivantes,  qui  nous 
donneront  d'ailleurs  des  résultats  nouveaux. 

Commençons  par  considérer  des  rayons  lumineux  formant  une 


général,  et  d'en  avoir  donné  une  démonstration  géométrique  très  simple,  mais 
pour  le  cas  de  la  réflexion  seulement.  D'ailleurs,  comme  l'indique  Dupin,  Cauchy, 
dans  un  Rapport  fait  à  l'Académie  des  Sciences,  avait  repris  et  corrigé  les  calculs 
de  Malus,  de  sorte  qu'aucun  cloute  ne  subsistait  plus  sur  la  portée  et  la  généra- 
lité du  théorème.  Dupin  s'est  contenté  de  le  regarder,  dans  le  cas  de  la  réfrac- 
tion, comme  un  simple  corollaire  des  propositions  qu'il  avait  données  dans  sa 
théorie  des  déblais  et  des  remblais  ;  cette  vue  était  exacte,  mais  les  théorèmes  sur 
lesquels  s'appuyait  Dupin  étaient  incomplètement  démontrés. 

Quelques  années  plus  tard,  Quételet  a  introduit  une  idée  neuve  dans  cette 
théorie  en  substituant  aux  caustiques,  dont  la  détermination  est  très  pénible,  les 
caustiques  secondaires  ou  mieux  les  anticaustiques  qui  sont  normales  aux  rayons 
réfléchis  ou  réfractés.  C'est  grâce  à  ses  efforts  et  à  ceux  de  Gergonne  que  le  théo- 
rème a  été  enfin  simplement  et  complètement  démontré.  (Voir  le  Tome  I  de  la 
Correspondance  mathématique  et  physique,  1825,  le  Tome  XVI  des  Annales  de 
Gergonne  et  les  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  t.  III  et  IV, 
1826  et  1827,) 

Dans  l'étude  que  nous  avons  citée  [p.  287],  Lévistal  a  étendu  le  théorème  de 
Malus  et  de  Dupin  au  cas  de  la  double  réfraction. 

Le  Rapport  de  Cauchy  sur  le  Mémoire  de  Malus  a  été  publié  au  Tome  VI  des 
Procès-verbaux  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  p.  i83,  séance  du  lundi 
5  mai  1817. 

(')  Consulter,  dans  les  Applications  de  Géométrie  et  de  Mécanique,  le  Qua- 
trième Mémoire  intitulé  :  Sur  les  roules  suivies  par  la  lumière  et  par  les  corps 
élastiques,  en  général,  dans  les  phénomènes  de  la  réflexion  et  de  la  réfrac- 
tion. (Présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  22  janvier  1816.) 
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seule  développable,  et  cherchons  la  condition  pour  que  les  rayons 
réfléchis  engendrent  également  une  surface  développable. 

Soit  AA'  . . .  une  ligne  de  courbure  de  la  développable  formée 
par  les  rayons  incidents.  Les  génératrices  qui  passent  aux  points 
A,  A',  ...  rencontrent  la  surface  réfléchissante  (S)  en  M,  M',  .  .  . 
et  se  réfléchissent  suivant  des  rayons  MB,  M'B',  ....  Prenons 
MB  =  MA,  M'B' =  M'A',  ....  La  courbe  BB'  . . .  sera  une  trajec- 
toire orthogonale  des  rayons  réfléchis  et,  par  suite,  elle  sera  néces- 
sairement une  ligne  de  courbure  si  ces  rayons  réfléchis  forment, 
eux  aussi,  une  développable.  Les  sphères  de  centres  M,  M',  ...  et 
de  rayons  MA,  MA',  ..  .  enveloppent  une  surface  (S)  à  lignes  de 
courbure  circulaires,  et  les  deux  courbes  AA',  . . .,  BB',  . . .  devront 
être  des  lignes  de  courbure  non  circulaires  de  cette  surface.  Par 
suite,  les  tangentes  à  ces  deux  lignes,  aux  points  correspondants  A 
et  B,  seront  deux  génératrices  d'un  cône  de  révolution  circonscrit 
à  la  surface  (S)  suivant  un  cercle,  et  elles  se  rencontreront  néces- 
sairement. Considérons  maintenant  la  surface  réglée  (A)  engendrée 
par  la  droite  AB  ;  d'après  la  propriété  que  nous  venons  de  démon- 
trer, ce  sera  une  surface  développable,  puisqu'elle  admet  le  même 
plan  tangent  aux  deux  points  distincts  A  et  B.  Soient  AB,  A'B' 
deux  positions  consécutives  de  AB  ;  comme  elles  sont  respective- 
ment perpendiculaires  aux  deux  plans  tangents  en  M  et  en  M'  à  la 
surface  réfléchissante  (2),  elles  seront  aussi  perpendiculaires  à 
l'intersection  de  ces  deux  plans  Wlt:  qui  est  la  tangente  conjuguée 
de  MM'.  Ainsi  : 

La  développable  (A)  engendrée  par  la  droite  AB  a,  à  chaque 
instant,  son  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  tangente  Mt. 

Par  suite,  le  plan  normal  mené  par  MA  à  la  développable  des 
rayons  incidents,  plan  qui  est  évidemment  perpendiculaire  à  la 
tangente  en  A  à  la  ligne  de  courbure  AA'  ...  de  cette  développable, 
coupera  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  réfléchissante  suivant  la 
droite  qui  est  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A,  c'est-à-dire  sui- 
vant la  tangente  M  t.  En  d'autres  termes,  le  plan  tangent  à  la 
développable  suivant  le  rayon  incident  et  le  plan  normal  qui 
contient  ce  rayon  doivent  couper  le  plan  langent  à  la  surface 
réfléchissante  suivant  deux  droites  conjuguées. 

Cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante;  il  suf- 
fira, pour  le  reconnaître,  de  reprendre  dans  un  ordre  inverse  les 
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raisonnements  précédents.  On  en  déduit  la  conséquence  suivante  : 
La  tangente  à  la  courbe  d'incidence  et  sa  tangente  conjuguée  se 
trouvent  dans  deux  plans  rectangulaires  contenant  le  rayon  inci- 
dent; ces  deux  plans  sont  évidemment  des  plans  diamétraux  con- 
jugués de  tout  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  le  rayon 
incident.  Par  suite,  les  droites  considérées  sont  des  diamètres  con- 
jugués de  la  section  de  ce  cylindre  par  le  plan  tangent  en  M. 

D'après  cela,  si  l'on  se  donne  un  rayon  incident  quelconque 
coupant  la  surface  réfléchissante  en  M,  il  n'y  aura  que  deux  direc- 
tions possibles  pour  la  tangente  à  la  courbe  d'incidence  en  M  :  ce 
seront  celles  des  deux  diamètres  conjugués  communs  à  l'indica- 
trice de  la  surface  et  à  la  section  du  plan  tangent  par  le  cylindre 
de  révolution  dont  l'axe  est  le  rayon  incident. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  théorie  avec  celle  des  lignes 
de  courbure;  au  reste,  les  deux  théories  se  confondent  si  l'on  sup- 
pose le  rayon  incident  normal  à  la  surface  réfléchissante  ('). 

452.  La  construction  précédente  nous  conduit  à  considérer  une 
classe  de  droites  qui  possèdent  des  propriétés  optiques  remar- 
quables. Supposons  que  les  deux  coniques  employées  dans  cette 
construction  soient  semblables,  c'est-à-dire  que  le  rayon  incident 
soit  l'axe  de  l'un  des  quatre  cylindres  de  révolution  qui  contiennent 
l'indicatrice;  alors,  les  directions  de  la  courbe  d'incidence  ne 
seront  plus  déterminées.  Ainsi  : 

Si  Von  considère  en  chaque  point  d'une  surface  les  quatre 
droites,  axes  des  cylindres  de  révolution  qui  coupent  le  plan 
tangent  suivant  i indicatrice,  ou  encore  lieux  des  points  d'où 
l'on  voit  deux  tangentes  conjuguées  quelconques  sous  un  angle 


(')  Les  résultats  établis  par  notre  méthode  comprennent  ceux  sur  lesquels 
Dupin  s'est  appuyé;  car,  si  la  surface  réfléchissante  est  une  surface  de  révolution 
du  second  degré  à  deux  foyers  F,  F',  les  rayons  lumineux  qui  émanent  de  F  se 
réfléchiront  vers  F'.  Construisons  le  cûne  formé  par  les  rayons  incidents  qui  ren- 
contrent la  section  de  la  surface  par  un  plan  (P);  le  plan  normal  suivant  chaque 
génératrice  devra  contenir  la  tangente  conjuguée  de  la  tangente  à  la  section  plane 
et,  par  suite,  passera  par  le  pôle  du  plan  (P).  Or,  un  cône  est  évidemment  de 
révolution  lorsque  son  plan  normal  va  passer  par  un  point  fixe.  Ainsi,  toutes  les 
sections  planes,  vues  du  foyer,  paraîtront  des  cercles. 


DROITES   NORMALES    A   UNE    SURFACE.  297 

droit,  ces  droites  formeront  quatre  systèmes  de  rayons  recti- 
lignes  dont  les  développables  se  réfléchiront  suivant  des  déve- 
loppables. 

Ces  droites  sont  imaginaires  si  l'indicatrice  est  hyperbolique; 
dans  le  cas  d'une  indicatrice  elliptique,  il  y  en  a  deux  qui  sont 
x'éelles  :  ce  sont  les  asymptotes  de  l'hyperbole  focale;  elles  sont 
dans  le  plan  principal  qui  contient  les  deux  foyers  de  l'indicatrice 
et  placées  symétriquement  par  rapport  à  la  normale.  Elles  forment 
deux  systèmes  différents  et  chacun  d'eux  s'obtient  par  la  réflexion 
de  l'autre  sur  la  surface.  Nous  les  appellerons,  pour  abréger,  axes 
optiques.  On  peut  encore  les  construire  comme  il  suit  : 

Menons,  par  les  deux  tangentes  asymptotiques  de  la  surface 
réfléchissante,  les  plans  tangents  au  cercle  de  l'infini.  Ces  quatre 
plans  se  couperont  suivant  quatre  autres  droites,  placées  deux  à 
deux  symétriquement  par  rapport  au  plan  tangent,  et  qui  seront 
les  quatre  axes  optiques  relatifs  au  point  considéré. 

Il  suit  de  là  que,  dans  Je  cas  d'une  surface  du  second  degré,  les 
axes  optiques  de  la  surface  sont  les  génératrices  rectilignes  des 
surfaces  du  second  degré  homofocales  à  la  proposée.  On  peut 
déterminer  sans  aucune  intégration  les  développables  formées  par 
ces  droites,  car  on  sait  qu'elles  sont  les  tangentes  doubles  de  la 
développable  dans  laquelle  sont  inscrites  toutes  les  surfaces  homo- 
focales. Or,  quand  des  droites  d'une  congruence  sont  les  tangentes 
doubles  d'une  développable,  il  est  évident  qu'il  y  en  a  une  infinité 
dans  chaque  plan  tangent  de  la  développable.  Ce  plan  touche,  en 
effet,  la  développable  suivant  une  droite  (d)  et  la  coupe  suivant 
une  courbe  (C);  toutes  les  tangentes  de  (C)  seront  des  tangentes 
doubles  de  la  développable  et  devront  être  considérées  comme 
formant  elles-mêmes  une  surface  développable.  Ainsi,  dans  le  cas 
des  surfaces  du  second  degré,  nous  saurons  distribuer  les  axes 
optiques  en  deux  séries  de  développables.  Remarquons  d'ailleurs 
que  ces  deux  séries  de  développables  sont  imaginaires. 

4o3.  Les  axes  optiques  jouissent,  dans  tous  les  cas,  d'une  remar- 
quable propriété.  Imaginons  que  des  rayons  lumineux  émanent 
d'un  point  de  l'une  de  ces  droites  et  forment  un  pinceau  infiniment 
petit  autour  de  la  droite.  D'après  la  propriété  des  axes  optiques, 
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les  rayons  réfléchis,  de  quelque  manière  qu'on  \*ts  assemble, 
doivent  êlre  considérés  comme  formant  un  élément  de  surface 
développable  ;  et,  par  conséquent,  le  faisceau  réfléchi  paraîtra,  lui 
aussi,  émaner  d'un  point  unique. 

On  peut  établir  cette  conclusion  d'une  manière  plus  rigoureuse 
en  donnant  le  complément  suivant  à  notre  première  proposition. 
Imaginons  un  rayon  AM  venant  rencontrer  en  M  la  surface  réflé- 
chissante et  se  réfléchissant  suivant  un  rayon  MB;  et  supposons 
queAM  fasse  partie  d'une  développable  qui  se  réfléchit  suivant  une 
développable.  Lorsqu'on  passera  de  AM  au  rayon  infiniment 
voisin  A' M',  le  plan  AMB  sera  remplacé  par  un  plan  A'M'B'  qui 
coupera  le  premier  suivant  une  droite  au. [3,  a,  u.,  (3  étant  les  points 
de  cette  droite  situés  respectivement  sur  AM,  sur  la  normale  en  M 
et  sur  BM.  Les  plans  AMB,  A'M'B'  passant  par  deux  génératrices 
infiniment  voisines  de  la  développable  engendrée  par  AM,  la  posi- 
tion limite  de  a  est  le  point  de  contact  du  rayon  AM  avec  la 
courbe  qu'il  enveloppe;  et,  de  même,  (3  est  le  point  de  contact  du 
rayon  réfléchi  BM  avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable engendrée  par  ce  rayon.  Quant  à  u.,  c'est  évidemment  le 
point  où  la  normale  au  point  M'  de  la  courbe  d'incidence  infini- 
ment voisin  de  M  vient  couper  le  plan  AMB.  Nous  avons  donc  le 
théorème  suivant  : 

Quand  une  développable  se  réfléchit  suivant  une  dévelop- 
pable, la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  rayons  inci- 
dent et  réfléchi  avec  les  courbes  qu'ils  enveloppent  vient  couper 
la  normale  à  la  surface  réfléchissante  au  point  où  la  surface 
gauche  formée  par  les  normales  en  tous  les  points  de  la  courbe 
d'incidence  est  tangente  au  plan  du  rayon  incident  et  du 
rayon  réfléchi. 

En  particulier,  quand  il  s'agit  d'un  axe  optique,  qui  est  néces- 
sairement situé  dans  un  plan  principal,  toutes  les  normales  infini- 
ment voisines  de  la  normale  viennent  couper  ce  plan  en  un  point 
dont  la  position  limite  coïncide  avec  celui  des  deux  centres  prin- 
cipaux où  le  plan  principal  est  tangent  à  la  surface  des  centres. 
Si  y  désigne  ce  centre,  on  voit  que  (3  devra  être  sur  la  ligne  ay;  et 
cette  construction  est   toujours  la  même,  quelles  que  soient  les 
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développables  formées  par  les  rayons  incidents.  Si  donc  ceux-ci 
émanent  de  a,  les  rayons  réfléchis  paraîtront  émaner  de  (3. 

Les  propriétés  établies  donnent  lieu  à  un  certain  nombre  de 
conséquences  qu'il  ne  sera  pas  inutile  d'énoncer  explicitement. 

Si  les  rayons  incidents  sont  formés  par  un  système  d'axes  opti- 
ques de  la  surface,  les  développables  incidentes  se  réfléchissent 
suivant  d'autres  développables,  que  les  rayons  incidents  soient  ou 
ne  soient  pas  normaux  à  une  surface.  En  dehors  de  ce  cas  excep- 
tionnel, on  peut  dire  que,  si  la  réflexion  ne  détruit  pas  les  deux 
séries  de  développables,  supposées  distinctes,  formées  par  les 
rayons  incidents,  ceux-ci  sont  nécessairement  normaux  à  une  sur- 
face. Nous  avons  vu,  en  effet,  que,  si  le  rayon  incident  AM  est 
donné,  les  deux  seules  droites  qui  puissent  être  les  tangentes  en  M 
de  la  trace  d'une  développable  sur  la  surface  réfléchissante  sont 
dans  deux  plans  rectangulaires  passant  par  le  rayon  incident. 
Donc,  si  les  deux  séries  distinctes  de  développables  formées  par 
les  rayons  incidents  doivent  subsister  après  la  réflexion,  il  est 
nécessaire  qu'elles  se  coupent  à  angle  droit  et  qu'elles  découpent 
sur  la  surface  réfléchissante  un  système  conjugué.  Ces  deux  condi- 
tions sont  d'ailleurs  suffisantes.  Ainsi  : 

Toutes  les  fois  que  les  deux  séries  de  développables  formées 
par  les  rayons  incidents  se  réfléchissent  toutes  suivant  des 
développables,  les  rayons  incidents  sont  normaux  à  une  sur- 
face, à  moins  qu'ils  ne  constituent  un  des  quatre  systèmes 
d'axes  optiques  de  la  surface. 

Pour  que  des  rayons  incidents  normaux  à  une  surface  aient 
leurs  développables  conservées  par  la  réflexion,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  développables  découpent  sur  la  surface  réfléchis- 
sante un  système  conjugué. 

454.  Considérons,  par  exemple,  une  surface  (S),  que  nous  sup- 
poserons quelconque,  et  des  rayons  lumineux  émanés  d'un  point  O. 
Ces  rayons  lumineux,  qui  forment  un  système  (I),  se  réfléchissent 
sur  (S)  et  donnent  un  système  (R)  de  rayons  réfléchis  normaux  à 
une  surface  (S,),  enveloppe  des  sphères  qui  passent  parle  point  O 
et  ont  leur  centre  sur  (2).  Cette  surface  (S,)  est  évidemment  homo- 
thétique  à  la  podaire  de  O  par  rapport  à  (S);   car  elle  est  le  lieu 
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des  symétriques  du  point  O  par  rapport  à  tous  les  plans  tangents 
de  (2).  Soit  OM  un  rayon  incident,  se  réfléchissant  au  point  M 
de  (S).  Supposons  l'œil  placé  en  un  point  O' sur  la  direction  du 
rayon  réfléchi  ;  il  recevra  un  pinceau  de  rayons  émanés  de  O  et 
réfléchis  dans  la  région  de  (S)  qui  avoisine  le  point  M.  Ce  pinceau 
de  rayons  réfléchis,  formé  par  des  normales  à  (5|),  aura,  en 
général,  deux  lignes  focales,  perpendiculaires  l'une  à  l'autre  et 
placées  aux  deux  centres  de  courbure  principaux  de  (S()  qui  sont 
sur  la  normale  O'M.  L'image  du  point  lumineux,  pour  l'observa- 
teur placé  en  O',  sera  plus  ou  moins  confuse;  elle  sera  rapportée 
par  cet  observateur  à  un  point  qu'aucune  règle  précise  ne  permet 
de  déterminer.  Mais,  dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  OM  est  un 
des  axes  optiques  du  point  M,  tous  les  rayons  réfléchis  paraîtront 
émanés  d'un  point  unique  que  nous  avons  appris  à  construire. 
L'image  du  point  lumineux  sera  devenue  nette,  et  les  rayons  réflé- 
chis auront  un  foyer  qui  pourra  être  réel  ou  virtuel.  Le  point  M 
a  reçu  de  Du  pin  le  nom  à? ombilic  catoptrique,  justifié  par  l'ana- 
logie qu'il  présente  avec  les  ombilics  ordinaires,  avec  lesquels  il 
se  confond  d'ailleurs  lorsque  le  rayon  incident  est  normal  à  la 
surface.  Si  la  surface  (S)  est  du  second  degré,  il  y  aura,  pour 
chaque  point  O,  douze  ombilics  catoptriques,  dont  quatre  seront 
réels,  situés  à  l'intersection  de  cette  surface  et  des  deux  géné- 
ratrices rectilignes  de  l'hyperboloïde  homofocal  qui  passe  au 
point  O. 

Ici,  les  rayons  incidents,  de  quelque  manière  qu'on  les  assemble, 
forment  toujours  des  cônes  et,  par  suite,  des  développables.  Pro- 
posons-nous de  déterminer  les  cônes  formés  par  les  rayons  inci- 
dents auxquels  correspondent  des  rayons  réfléchis  formant  une 
développable.  D'après  les  propositions  précédentes,  ces  cônes 
devront  découper  sur  la  surface  réfléchissante  deux  systèmes  de 
lignes  conjuguées  qui  paraîtront  se  couper  à  angle  droit  lorsqu'on 
les  regardera  du  point  O.  D'ailleurs,  la  détermination  de  ces  cônes 
équivaut  à  celle  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  (S,)  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  de  la  podaire  de  (S)  relativement  au 
point  O.  Ainsi  : 

Etant  donnée  une  surface  (S)  et  un  point  O,  les  lignes  de 
courbure  de  la  podaire  de  (S)   relative  au  point  O  corres- 
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pondent  à  deux  systèmes  de  lignes  conjuguées  tracées  sur  (S) 
et  qui  paraissent  se  couper  à  angle  droit  pour  un  observateur 
placé  en  O. 

Celte  proposition,  que  le  lecteur  établira  très  simplement  d'une 
manière  directe,  permet  de  déterminer  les  développantes  formées 
par  les  rayons  réfléchis  lorsque  la  surface  (S)  est  du  second  degré. 
On  obtient  alors  la  construction  suivante,  que- nous  nous  conten- 
terons d'énoncer  : 

Les  courbes  d' incidence  des  cônes  qui  se  réfléchissent  suivant 
des  développables  sont  à  l  intersection  de  (S)  et  des  cônes  du 
second  degré,  de  sommet  O,  homofocaux  au  cône  de  même 
sommet  circonscrit  à  (2);  elles  sont  aussi  les  courbes  de  contact 
des  développables  circonscrites  à  (S)  et  à  Vune  quelconque  des 
surfaces  du  second  degré  qui  passent  par  V  intersection  de  (S) 
et  de  la  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  O. 


455.  Dans  deux  Notes  publiées  en  1872  (*),  Ribaucour  a  indiqué 
d'autres  applications  très  intéressantes  du  théorème  de  Dupin. 
Elles  reposent  essentiellement  sur  la  remarque  suivante,  qui  est  à 
peu  près  évidente  : 

Pour  que  les  développables  d' une  congruence  découpent  sur 
une  surface  du  second  degré  un  réseau  conjugué,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  deux  plans  focaux  de  chaque  droite  de  la  con- 
gruence soient  conjugués  par  rapport  à  cette  surface,  c 'est- 
à-dire  que  chacun  d'eux  contienne  le  pôle  de  l'autre  (2). 

La  condition  précédente  étant  indépendante  du  point  où  chaque 


f1)  Ribaucour,  Sur  la  théorie  des  Lignes  de  courbure  (Comptes  rendus, 
t.  LXXIV,  p.  1489  et  1070;  ier  semestre  de  1872). 

(2)  Soient,  en  effet,  M  un  point  de  la  surface,  (d)  la  droite  de  la  congruence  qui 
passe  en  ce  point  et  Mt,  Mt'  les  traces  des  deux  plans  focaux  de  cette  droite  sur 
le  plan  tangent  en  M.  Le  plan  focal  passant  par  Mt  a,  comme  on  sait,  son  pôle 
sur  la  tangente  conjuguée  de  M*.  Pour  que  les  deux  plans  focaux  soient  conju- 
gués, il  est  donc  nécessaire  et  suffisant  queM<  et  M  £' soient  des  tangentes  conju- 
guées. 
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droite  de  la  congruence  coupe  la  surface,  on  en  déduit  tout  d'abord 
la  proposition  suivante  : 

Si  les  développables  formées  par  les  droites  d'une  con- 
gruence découpent,  à  leur  entrée,  un  réseau  conjugué  sur  une 
surface  du  second  degré,  elles  découpent  aussi,  à  leur  sortie, 
un  second  réseau  conjugué. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  développables  se  coupent 
à  angle  droit.  On  aura  alors  une  congruence  de  normales  (I)  dont 
les  développables  découperont,  par  hypothèse,  un  réseau  conjugué 
sur  la  surface  du  second  degré  (S).  Les  deux  plans  focaux  de 
chaque  droite  (d)  de  la  congruence,  étant  à  la  fois  normaux  et 
conjugués  par  rapport  à  (S),  seront  aussi  conjugués  par  rapport  à 
toutes  les  surfaces  (S/)  qui  sont  homofocales  à  (S);  par  consé- 
quent, les  développables  de  (I)  découperont,  sur  toutes  les  sur- 
faces (S^),  soit  à  l'entrée,  soit  à  la  sortie,  des  réseaux  conjugués. 
Si  donc  on  envisage  les  droites  de  la  congruence  comme  formant 
un  système  de  rayons  incidents  (I),  on  pourra  faire  réfléchir  ces 
rayons  sur  une  quelconque  (S{)  des  surfaces  (Si).  On  aura  ainsi 
un  premier  système  de  rayons  réfléchis  (I,)  dont  les  développables 
correspondront  à  celles  de(I);  et,  comme  elles  découpent  sur  (St) 
le  même  réseau  conjugué  que  les  développables  de  (I),  elles  décou- 
peront encore  sur  toutes  les  surfaces  homofocales  des  réseaux 
conjugués.  On  peut,  maintenant,  faire  réfléchir  le  faisceau  (I() 
sur  une  autre  surface  homofocale  (S3);  et  ainsi  de  suite.  En  con- 
tinuant de  cette  manière,  on  obtient  une  suite,  en  général  illimitée, 
de  congruences  de  normales  (I),  (I,),  (I3),  •••  dont  les  dévelop- 
pables se  correspondent  mutuellement  et  découpent  sur  toutes  les 
surfaces  homofocales  des  réseaux  conjugués.  Si  l'on  veut  suivre  un 
des  rayons  incidents,  on  reconnaîtra  aisément  que  les  deux  sur- 
faces homofocales  qui  sont  tangentes  à  ce  rayon  demeurent  aussi 
tangentes  à  toutes  ses  positions  successives. 

Soit,  en  effet,  (r)  un  rayon  incident,  se  réfléchissant  en  M  sur 
une  des  surfaces  homofocales  (S),  et  soit  (/'')  le  rayon  réfléchi, 
symétrique  de  (r)  par  rapport  à  la  normale  en  M  à  (S).  Si  nous 
désignons  par  (S,),  (S2)  les  deux  surfaces  homofocales  à  (S)  qui 
sont  tangentes  au  rayon  incident,   les  deux  cônes  de   sommet  M 
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circonscrits  respectiveinent  à  (S,)  et  à  (S2)  auront,  comme  on 
sait,  la  normale  à  (S)  pour  un  de  leurs  axes  de  symétrie;  ils  con- 
tiendront, par  suite,  en  même  temps  que  (r),  le  rayon  réfléchi  (;*') 
qui  sera  ainsi  tangent,  lui  aussi,   aux  deux  surfaces  homofocales 

(Si)i  (=.)■ 

Ces  propriétés  si  élégantes  nous  ont  paru  mériter  d'être  signa- 
lées. Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  allons  poursuivre  celte 
étude,  qui  nous  permettra  d'ailleurs  de  compléter  les  résultats 
donnés  plus  haut  sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  du  second 
degré. 
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CHAPITRE  XIV. 

LA  SURFACE  DE  J.  LIOUVILLE 

ET  LES  SURFACES  DONT  LES  PLANS  PRINCIPAUX  SONT  CONJUGUÉS 

PAR  RAPPORT  A  UNE  SURFACE  DU  SECOND   DEGRÉ. 

Les  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré.  —  Théorème  de  Ribaucour  relatif  aux  développables  formées 
par  les  normales.  —  Indication  de  deux  surfaces  remarquables  satisfaisant  à  la 
définition  précédente.  —  Système  des  surfaces  liomofocales  du  second  degré. — 
Surface  qui  admet  pour  normales  les  tangentes  communes  à  deux  homofocales. 

—  Lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde.  —  Equation  en  coordonnées  elliptiques 
d'une  droite  quelconque;  théorème  de  Jacobi  relatif  à  l'intégration  des  équa- 
tions abéliennes  les  plus  simples.  —  Propositions  analogues  aux  théorèmes 
de  Chasles  sur  les  polygones  de  périmètre  maximum  ou  minimum  inscrits  ou 
circonscrits  à  une  ellipse.  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré.  —  L'intégrale  générale  est  de  forme  transcendante,  mais  le 
théorème  d'Abel  permet  de  définir  un  nombre  illimité  de  solutions  algébriques. 

—  Extension  de  la  méthode  précédente  à  la  détermination  d'un  système  triple 
orthogonal  qui  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une  variable. 


456.  Considérons,  d'une  manière  générale,  une  surface  (S)  dont 
les  plans  principaux  soient  conjugués  par  rapport  à  une  surface 
du  second  degré  (S),  représentée  en  coordonnées  tangentielles 
par  l'équation 

(i)  AK2+B^-hC^-^=0. 

Soient  a,  v,  w,p  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  quelconque 
de  (S).  Nous  supposerons  que  l'on  ait 

(2)  U--+-  P2-4-  (V2  =  I 

et  que  l'on  ait  choisi  comme  variables  indépendantes    les  para- 
mètres a  et  [3  des  lignes  de  courbure.  On  pourra  écrire  alors 

(3)  du*-hdv'!-+-dwz=:  e  da*-^- gd$*, 
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et  u,  c,  w,  p  seront  (n°-431)  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion 

d*%         j_  de  dO  i     àg  àb  _ 

^  àxà$~  âë  àj  fa  ~~  Tg  ~fa  d$  —  °' 

D'autre  paît,  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  élant 

(5)  «X  +  fY+icZ +/)=o, 

les  plans  principaux  sont  définis  par  les  équations  suivantes  : 

l  du  .T        dv  _r        à iv  n        dp 

\^-X+ïï-Y+^-Z+^=:0' 
\   àcx.  dcc  dcc  dct 

(6)  < 

I  du  xr        dv  ,.        cHt'  ,_        dp 

que  l'on  obtient  en  prenant  les  dérivées  de  la  précédente  par  rap- 
port à  a  et  à  (3.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ces 
plans  soient  conjugués  par  rapport  à  la  surface  du  second  degré  (S) 
est,  comme  on  sait, 

du  du  dv  dv         _,  àw  dw        dp  dp 

(7)  faà$^~    fa'dj'^'     fa  Hp  ~  fad%  =  0' 

Or,  cette  condition  est  équivalente  à  la  suivante  :  la  fonction 

(8)  ct  =  Ah2-4-  Bpa+Cw2  —  jo2 

doit  être  une  solution  particulière  de  l'équation  linéaire  (4);  de 
sorte  que  la  recherche  des  surfaces  (S)  qui  satisfont  à  la  condition 
indiquée  peut  se  ramener  au  problème  suivant  : 

Trouver  une  équation  de  la  forme 

,  ,  <»»e          ae        dô 

(9)  d^+"Va+^^  =  °' 

admettant  cinq  solutions  particulières  u,  v,  w,  p,  n  liées  par 
les  relations  (2)  et  (8). 

Cette  forme  particulière  donnée  au  problème  va  nous  conduire 

à  une  propriété  de  la  surface  (H).  Remplaçons  successivement, 

dans  l'équation    (4),  9  par  u,  v,  w,  p    et   ajoutons   les    équations 

obtenues,   après  les  avoir  multipliées   respectivement   par    A.— > 

j-,  dv      (^dw  dp      y-,  1       1?»  ••  /    \ 

D-;   ^"Â-' f" "   Ln    tenant  compte    de    1  équation    (7),    nous 

D.  —  II.  20 
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aurons 


U[A(£),+ï(£),+c(£),-(î)T 


En  intégrant,  on  trouve 


a,  désignant  une  fonction  de  a;  et,  si  J'on  remplace  e  par  sa  valeur 
déduite  de  l'équation  (3),  on  a 

W)(£)v(B-»o(|)v(c-»,)(£y-(g)*=«:. 


(ii)   ( 

Tout  étant  symétrique  en  a  et  [3,  on  peut  joindre  à  cette  relation 
la  suivante  : 

(,2)(a_Pi)(|)'  +  (b^m($)%(C-P,)(^)!-(|)!  =  o, 

où  fit  est  une  fonction  de  (3. 

Si  l'on  se  reporte  aux  équations  (6),  on  reconnaît  que  ces  rela- 
tions expriment  la  propriété  suivante  : 

Les  normales  à  la  surface  cherchée  en  tous  les  points  d'une 
ligne  de  courbure  de  la  surface  (S)  forment  une  développable 
qui  est  circonscrite  à  Vune  des  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales  à  (S). 

En  effet,  l'équation  (il)  exprime  que  le  plan  principal  qui  cor- 
respond à  la  ligne  de  courbure  (a)  demeure  tangent  à  une  surface 
homofocale  dont  le  paramètre  a,  ne  dépend  que  de  a. 

La  propriété  précédente  est  due  à  Ribaucour,  qui  l'a  énoncée 
dans  les  Articles  déjà  cités;  le  lecteur  pourra  l'établir  aussi  par  la 
Géométrie. 

457.  Nous  laisserons  de  côté,  dans  l'étude  qui  va  suivre,  le  cas 
où  l'une  des  fonctions  a,,  fif  se  réduirait  à  une  constante.  Alors, 
une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  de  (S)  se  réduira  à  une 
surface  (S,)  homofocale  à  (S).  Il  suffira  évidemment,  d'après  les 
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remarques  que  nous  avons  présentées  au  n°441,  de  tracer  sur  (S)) 
une  famille  quelconque  de  lignes  géodésiques  ;  leurs  tangentes 
seront  les  normales  de  la  surface  cherchée.  L'étude  de  ce  cas  spé- 
cial se  ramène  donc  à  celle  des  lignes  géodésiques  d'une  surface 
du  second  degré,  que  nous  présenterons  plus  loin. 

On  peut,  dès  à  présent,  indiquer  des  solutions  assez  étendues 
du  problème  proposé.  Considérons  la  surface  définie  en  coordon- 
nées tangentielles  par  l'équation 

( 1 3 )  A u- -{-  B v2 -\-  C  w-  —  p~  =  2. au  -t-  2 bv  ■+■  ïcw  -+-  ihp  -+-  k, 

où  «,  Z>,  c,  A,  A-  sont  des  constantes  quelconques  et  où  l'on  sup- 
pose u,  v,  w  liés  par  la  relation  (2).  Pour  tous  les  points  de  cette 
surface,  la  solution  que  nous  avons  désignée  par  a-  sera  une  fonc- 
tion linéaire  de  ?/,  c,  w,  p  et,  par  suite,  elle  satisfera  aussi  à 
l'équation  (4).  Donc  : 

La  surface  représentée  en  coordonnées  tangentielles  par 
V équation  (i3)  jouit  de  la  propriété  que  ses  normales  en  tous 
les  points  d'une  ligne  de  courbure  soient  tangentes  à  une 
même  surface  du  second  degré,  homofocale  à  (S). 

Ce  théorème  équivaut,  évidemment,  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion différentielle  des  lignes  de  courbure;  car,  si  l'on  exprime  que 
la  normale  est  tangente  à  une  surface  homofocale  déterminée,  on 
aura  une  équation  en  termes  finis  qui  déterminera  le  lieu  décrit 
par  le  pied  de  la  normale. 

Nous  retrouverons  plus  loin  la  surface  définie  par  l'équa- 
tion (i3). 

458.  On  peut  répéter  la  théorie  précédente  en  coordonnées 
ponctuelles.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (2)  et 
posons 

(14  )  ir  =  sc*-+-  JK2+~2- 

Nous  savons  (nos  115  et  143)  que  x,y,  z,  r,  considérés  comme 
fonctions  des  paramètres  a,  fi  des  lignes  de  courbure,  satisferont 
à  une  équation  de  la  forme 

(i3)  -t— tk  -+-  m-o  —  -t-  «0  -T?s ..=  o. 


_,  dx            dv           dz 

X— +  Y—  +Z5 

c'y.             do.            dx 

dr 

doc   ~ 

X^-i-Y^+Z-- 

dr 

dp 
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Les  plans  principaux  de  Ja  surface  auront  ici  pour  équations 


(16) 


En  exprimant  qu'ils  sont  conjugués  par  rapport  à  (S),  nous 
obtiendrons  la  relation 

dx  dx  dy  ày  dz  dz         dr  dr 

~dH  d$  +      dâ  d$  +      &z"dfj~ '  ~dz  ~à$~  °' 

Celle  équation  exprime  que  la  fonction 
(17)  vx  =  A;r2-)-B_72+G52—  r> 

est  une  solution  particulière  de  l'équation  (i5);  et  le  problème 
est  ramené  à  trouver  une  équation  de  cette  forme  pour  laquelle 
on  ait  cinq  solutions  x,  y,  z,  /*,  a\,  liées  parles  deux  relations  (i4) 
et(i7). 

La  surface  pour  laquelle  ces  cinq  solutions  sont  liées  par  une 
relation  linéaire  à  coefficients  constants 

Ci 8)  <Ti=  ax  -+-  b y  -+-  cz  -+-  dr  -+-  e 

est  une  cyclide  générale;  elle  donne  lieu  aux  mêmes  remarques 
que  précédemment;  et  l'on  reconnaît  ainsi,  par  une  nouvelle 
méthode,  que  les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  sont  algé- 
briques. 

459.  Les  deux  propositions  précédentes  nous  font  connaître 
des  surfaces  pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les 
normales  interceptent  sur  une  surface  du  second  degré  un  réseau 
conjugué.  Mais  ces  surfaces  sont  loin  d'être  les  seules  qui  pos- 
sèdent la  propriété  précédente  :  si  l'on  exprime,  en  effet,  que  les 
deux  plans  principaux  relatifs  à  chaque  point  d'une  surface  sont 
conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  on  sera  évi- 
demment conduit  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  Lorsqu'on  emploie  les  coordonnées  ponctuelles,  on  recon- 
naît aisément  que  cette  équation  est  linéaire  par  rapport  aux  déri- 
vées du  second  ordre  de  #,  mais  elle  est  d'une  forme  assez  compli- 
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quée  par  rapport  à  x,  y,  z  et  aux  dérivées  premières.  Nous  allons 
montrer  qu'on  peut  l'intégrer;  mais  nous  devons,  auparavant, 
rappeler  des  résultats  très  importants  que  la  théorie  des  surfaces 
homofocales  doit  à  Jacobi  et  à  J.  Liouville. 

Considérons  les  surfaces  homofocales  définies  par  l'équation 

,     .  -r-  r2  ~2 

(19)  T+7-: ^ 7—1  =  0, 

a  —  À        b  —  A        c  —  A 

où  nous  supposerons 

a  >  b  >  c. 

On  peut  les  distribuer  en  trois  familles  (n°  123)  [I,  p.  218],  les 
ellipsoïdes  (po),  les  hyperboloïdes  à  une  nappe  (o()  et  les  hyper- 
boloïdes à  deux  nappes  (0).  On  a 

(20)  p2<  c  <  pi  <  b  <  p  <  a; 

si  l'on  pose 

(  /(m)  =  4(«—  u)(b  —  u)(c  —  u), 

(21)  \ 

(   ep(«)  =  («  —  p)(ïe  —  p1)(w  —  p2), 

on  aura  identiquement 

.      ,  **  jk2  -2  .  cp(a) 

(22)  h/ 1 i  =  b±±—L, 

a  —  a        b  —  u        c  —  u  J\u) 

et  l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  déterminé  par  la  formule 

(23)  ds*=  7    '.   l    '  dp*, 

la  somme  2  étant  étendue  ici,  et  dans  la  suite,  aux  valeurs  o,  1,  2 
de  l'indice. 

On  sait  que,  lorsqu'on  a  un  système  orthogonal  quelconque 
dans  lequel  l'élément  linéaire  a  pour  expression 

(24)  ds*  =  H2  dpz-h  H2  dpi  -4-  H2  dp\, 
on  peut  écrire  les  formules  suivantes  : 

(26) — -   -+- 1 =  A(0,    &i)  =    >    -n-r ; > 

y         dx-    (te         ày   ôy         ôz    dz  ^    '     1J      A4  H?   dp,-   dp,- 
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relatives  à  deux  fonctions  0,  0,  que  l'on  suppose  exprimées  en 
fonction  de  x,y,  z  dans  les  premiers  membres  des  équations  et  en 
fonction  de  p,  p,,  p2  dans  les  seconds.  L'équation 

(■27)  A(6,  eo  =  o 

exprime  la  condition  pour  que  les  deux  familles  de  surfaces 

6  =  const.,         0!=  const. 

se  coupent  à  angle  droit. 

Si  l'on  applique  ces  formules  aux  coordonnées  elliptiques,  on 
aura 

V  f(pi)    fàQY 

^Jcp'(p,-)  <tyi  dp* 

Cela  posé,  voici  la  remarque  essentielle  que  l'on  doit  à  J.  Liou- 
ville (<). 

460.    Il  existe  évidemment  une   fonction    6  dont  les    dérivées 
sont  données  par  les  formules 

(30)  [ôfj    =  f(?0  (»  =  o.'.^ 

où  A  et  B  désignent  deux  constantes;  et  cette  fonction  0  satisfait, 
on  le  reconnaît  en  appliquant  la  formule  (28),  à  l'équation 

(3i)  A(0)  =  i. 

Si  l'on  remplace  A  et  B  respectivement  par  — (a-f-(3)    et   a(3, 
on  a 


les  radicaux  pouvant  être  pris  avec  des  signes  quelconques. 
Il  résulte  immédiatement  de  l'identité  (a5)  que  l'équation 


0  =  const. 


(l)  J.  Liouville,    Sur   un   théorème    de    M.  Chasles   (Journal  de  Liouville, 
t.  XVI,  p.  6;  i85i).   Voir  aussi  t.  XII  du  même  Recueil,  p.  418  et  suiv. 
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représente,  en  coordonnées  elliptiques,  une  famille  de  surfaces 
parallèles.  Liouville  a  montré  que  ces  surfaces  sont  celles  dont 
l'existence  avait  été  établie  a  priori  par  Chasles  et  dont  les  centres 
de  courbure  sont  distribués  sur  deux  surfaces  homofocales 
(n°  442);  les  constantes  a  et  [3  sont  précisément  les  paramètres  de 
ces  deux  surfaces.  Voici  comment  on  peut  établir  cette  belle  pro- 
position. 

L'équation  (3i)  étantvérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  [3, 
on  peut  la  difïerentier  par  rapport  à  chacune  de  ces  constantes,  ce 
qui  donnera  les  deux  relations 


(33) 


qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  6. 

Si  l'on  remarque  d'ailleurs  (n°  3o6)  que  chacun  des  termes 
de  0,  et  par  suite  ©,  considéré  comme  fonction  de  a  et  de  (3,  satis- 
font à  l'équation 

d*-S     ,    i  d®        i  de 

(34)  (—^sïdp^ïâr"^0' 

on  reconnaîtra  immédiatement  que  l'on  peut  ajouter  aux  deux 
équations  (33)  la  suivante  : 

(35)  ^(e,  à-- 


0, 

dû)  ~ 

o 

e, 

0. 

d%  à% 


qui  s'obtient  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre. 

Différentions  enfin  par  rapport  à  ^  la  première  équation  (33); 

nous  obtiendrons 

à'-Q  \  fùQ     d&\ 

Q, 


doLdfij  \dai     d$J 

ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  précédente, 


=  o, 


équation  qu'il  serait  aisé  de  vérifier  directement. 

L'ensemble  des  trois   équations  (33)  et  (36)  exprime  que  les 
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trois  familles  de  surfaces  représentées  par  les  équations 

(3;)  0=  const., 

(38)  -7—  =  0i  =  const.,  --- =  02  =  const. 

07.  dp 

se  coupent  mutuellement  à  angle  droit;  et,  comme  la  première 
famille  est  composée  de  surfaces  parallèles,  les  deux  autres  le 
sont  des  deux  séries  de  développables  dans  lesquelles  on  peut 
distribuer  les  normales  aux  surfaces  de  la  première  famille. 

461.  11  ne  reste  plus  qu'à  obtenir  la  signification  des  constantes 
a  et  (2.  Remarquons  d'abord  que  ces  constantes  sont  réelles  toutes 
les  fois  qu'il  en  est  de  même  des  surfaces  parallèles  ou,  ce  qui  est 
la  même  chose,  delà  fonction  0.  En  effet, /(p)  elf(p2)  sont  posi- 
tives ;  mais  f(pi)  est  négative.  11  faut  donc,  pour  que  les  dérivées 
de  0  soient  réelles,  que  l'on  ait 

(p  —  a)(p—  j3)>  o,  (pi—  a)  (pi—  P)<o,  (p2— «)(P2— P)>  o; 

ces  inégalités  montrent,  non  seulement  que  a  et  [3  sont  réelles,  mais 
aussi  que  l'on  a,  en  supposant  a  >>  [i, 

(3g)  p2<P<pi<a<p; 

a  et  jj  pourront  être  les  paramètres  de  deux  hyperboloïdes  à  une 
nappe,  mais  non  ceux  de  deux  ellipsoïdes  ou  de  deux  hyperbo- 
loïdes à  deux  nappes. 

Considérons  maintenant  une  des  développables  représentées  par 
l'équation 

de      . 

-—  =  ©i  =  const., 
c'a 

qui,  différentiée,  nous  donne 


(40)  yJ  9i~i-d?i=o. 

On  voit  que,  si  p,  devient  égal  à  a,  on  a 

dpt  =  o. 

Donc    toutes    ces    développables   sont   tangentes    à    la    surface 
homofocale  dont  le  paramètre  est  a. 
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D2  même,  les  développables 

(41)  M  =  const. 

sont  toutes  tangentes  à  la  surface  homofocale  de  paramètre  (3.  Par 
suite,  les  deux  homofocales  de  paramètres  a  et  [3  forment  bien  les 
deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  pour  les  surfaces 
parallèles  représentées  par  l'équation  (3n )• 

4-62.  Nous  allons  d'abord  développer  les  conséquences  des 
résultats  précédents  en  ce  qui  concerne  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  du  second  deyré. 

Les  développables 

(42)  -7-  =0i=  const., 

étant  tangentes  à  la  surface  homofocale  de  paramètre  a,  ont,  par 
suite,  leur  arête  de  rebroussement  sur  la  surface  de  paramètre  [i> 
(n°  -441).  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  cette  surface  soit 
un  ellipsoïde  :  en  faisant,  dans  l'équation  précédente,  p2=  (3,  on 
trouvera 


(43  )  A  /,      9~i     *  do  +  A  /        P'-^,         do 

J  y  (p  —  «)/(P)  i     J  V  (pi-«)/(pi)  ' 


j  =  const. 


Cette  équation  représentera  une  ligne  géodésicpie  de  l'ellipsoïde 
(|j),  et  il  résulte  des  remarques  présentées  au  numéro  cité  cjue 
l'on  aura  toutes  les  lignes  géodésiques  en  faisant  varier  a  et  la 
constante  du  second  membre  (').  Il  suffira  d'ajouter  que,  d'après 
la  forme  même  de  l'équation   (43)?  toutes   les  lignes   géodésiques 


(l)  C'est  à  Jacobi  que  l'on  doit,  comme  l'on  sait,  la  détermination  des  lignes 
géodésiques  de  l'ellipsoïde.  (Voir  la  Note  von  der  geodàtischen  Linie  auf  einem 
Ellipsoïd  und  den  verschiedenen  Anwendungen  einer  merkwiïrdigen  analyti- 
schen  Substitution,  publiée  en  i83g,  au  Tome  XIX  du  Journal  de  Crelle,  p.  3og.) 
Cette  Note,  très  importante  pour  l'histoire  des  idées  de  Jacobi  et  de  ses  décou- 
vertes en  Mécanique,  a  été  reproduite,  en  1841,  dans  le  Journal  de  Liouville 
(t.  VI,  p.  267).  Elle  a  provoqué  presque  immédiatement  une  foule  de  travaux 
intéressants  qui  figurent  dans  les  tomes  suivants  de  ce  Recueil.  Dans  ces  dernières 
années,  la  théorie  des  lignes  géodésiques  a  été  reprise  par  Cayley,  Weiep.strass 
et  par  plusieurs  autres  géomètres. 
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qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  a  seront  tangentes  à  une 
même  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde;  car,  si  a  est,  par  exemple, 
le  paramètre  d'un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  on  trouve  dp  =  o 
en  faisant  p  =  a. 

463.  On  peut  se  proposer  de  déterminer  l'élément  linéaire  de 
l'espace  lorsqu'on  prend  pour  coordonnées  curvilignes  les  fonc- 
tions 0,  0l5  02,  c'est-à-dire  Jorsqu'on  rapporte  les  points  au  sys- 
tème triple  orthogonal  formé  par  les  surfaces  parallèles  (0)  et  les 
deux  familles  de  développables.  Un  calcul  facile  donne  alors 

ds2  =  rtfc)2  —  4 -^ o —  «@  i 

a  —  [> 

(3  —  a  '' 

Si  l'on  remplace  p2  par  [3,  on  aura  l'élément  linéaire  de  l'ellip- 
soïde (j3) 

(45)  ds*  =  d&*-+-  4(p  —  a)  (a  —  p,)rf6?  ; 

et  il  suffit  d'appliquer  un  théorème  de  Gauss  que  nous  donne- 
rons plus  tard,  pour  retrouver  les  résultats  précédents,  c'est-à-dire 
pour  reconnaître  que  les  courbes 

01  =  const. 

sont  des  lignes  géodésiques.  La  formule  précédente  fera  ainsi  con- 
naître la  longueur  de  l'arc  et  les  trajectoires  orthogonales  des 
géodésiques  tangentes  à  une  même  ligne  de  courbure. 

464.  Nous  nous  sommes  étendu  sur  les  remarques  précédentes 
qui  complètent  les  résultats  déjà  donnés  au  n°  442.  Nous  allons 
maintenant  développer  d'autres  conséquences  et  considérer  les 
deux  équations  simultanées 

d&  de 

(4o)  —  =  cont.,  — tt  =  const., 

dot.  dp 

qui  représentent  l'intersection  de  deux  développables  appartenant 
à  des  systèmes  différents,  c'est-à-dire  une  droite  tangente  aux  deux 
surfaces  homofocales  (a)  et  ([5). 

D'après  la  définition  de  0,  la  longueur  s  portée  sur  la  droite  à 
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partir  d'une  origine  convenablement  choisie  sera  égaie  à  B.  On 
aura 

(47)  *  =  <=>• 

Si  nous  différencions  cette  équation  en  même  temps  que  les 
deux  précédentes,  nous  obtiendrons  un  système  que  l'on  ramènera 
aisément  à  la  forme  suivante  : 

/  V  d?1 

o, 


V/(P*—  «)  (?i—  P)f{Pi ) 


VQ;  dp; 


2 


\/(?i-  «)(P«—  P)'/(P0 
P?  ^p* 

\/(p£—  a)(p,—  P)/(p«) 


=  a?s, 


chaque  radical  devant  être  pris  avec  le  même  signe   dans   les  trois 
équations. 

Les  deux  premières,  qui  ne  contiennent  pas  s,  sont  évidemment, 
en  coordonnées  elliptiques,  les  équations  différentielles  d'une 
droite  tangente  aux  deux  surfaces  homofocales  (a)  et  ((3). 
Cette  proposition  de  Jacobi  (1)  donne,  dans  le  cas  le  plus  simple, 
l'interprétation  géométrique  du  théorème  d'Abel.  On  voit  que  les 
équations  (48)  peuvent  être  intégrées  de  deuxmanières  différentes  : 
on  peut  d'abord  employer  des  quadratures  qui  établiront  des  rela- 
tions entre  des  intégrales  hyperelliptiques  ;  mais  on  peut  aussi  les 
intégrer  algébriquement,  car  il  suffira  d'écrire  les  équations 

(49)  x  =  ms  -h  n,        y  —  m' s  -+-  n' -,         z  =  m" s  ■+-  ni 

et  d'adjoindre  à  la  condition 

m-  -+-  m'2  -+-  m"'2  =  i 

les  deux  relations  qui  expriment  que  la  droite  est  tangente  aux 
deux  surfaces  homofocales  de  paramètres  a  et  (3.   On  remplacera 


(*)  Voir  la  Note  déjà  citée  plus  haut  et  la  trentième  Leçon  des  Vorlesungen 
iiber  Dynamite.  On  pourra  aussi  consulter  le  second  Mémoire  sur  quelques  cas 
particuliers  où  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  peuvent  s'in- 
tégrer, publié  par  J.  Liouvii.le  en  1847  (Journal  de  Liouville,  t.  XII,  ire  série, 
p.  4io). 
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ensuite  x,  y,  s  en  fonclion  de  p,  p,,  p2  et  l'on  obtiendra  les  inté- 
grales algébriques  du  système  (48)-  Ces  intégrales  peuvent  être 
présentées  sous  des  formes  très  variées;  mais  nous  nous  attache- 
rons surtout  aux  propriétés  géométriques. 

465.  Jusqu'ici,  nous  avons  fait  abstraction  des  signes  des  radi- 
caux. Si  l'on  veut  déterminer,  par  exemple,  les  droites  de  la  con- 
gruence  cpii  passent  par  un  point  de  l'espace,  il  faudra  en  tenir 
compte.  Considérons  p,  p,,  p2  comme  donnés,  les  deux  premières 
équations  (48)  déterminent  les  rapports  des  différentielles  dp, 
dpt,  dp2-  En  attribuant  aux  radicaux  tous  les  signes  possibles,  on 
obtiendra  quatre  directions  différentes  et,  par  suite,  quatre  droites 
passant  par  le  point  considéré.  Ces  droites  sont  les  intersections 
des  deux  cônes  circonscrits  aux  surfaces  (a)  et  ([3)  qui  ont  leur 
sommet  au  point  considéré;  elles  sont  placées  symétriquement  par 
rapport  aux  trois  normales  aux  surfaces  homofoçales  qui  se  croisent 
en  ce  point.  L'une  d'elles  donnera  toutes  les  autres  si  on  la  consi- 
dère comme  un  rayon  incident  cpii  se  réfléchit  successivement  sur 
les  trois  surfaces  homofoçales;  et,  si  l'on  veut  passer  de  l'une 
d'elles  à  celle  qui  est  placée  symétriquement  par  rapport  à  la  nor- 
male de  la  surface  (pi),  il  suffira  de  changer  le  signe  du  radical  qui 
entre  dans  les  termes  en  do;.  Ces  remarques  très  simples  nous 
conduisent  à  la  généralisation  suivante  des  beaux  théorèmes  de 
Chasles  sur  les  polygones  de  périmètre  maximum  ou  minimum 
inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse  : 

Considérons  un  rayon  lumineux,  tangent  aux  deux  surfaces 
homofoçales  (a)  et  (j3),  qui  se  réfléchit  successivement  sur  les 
surlaces  homofoçales  (Si),  (S2),  . .  ••  Supposons  qu'après  un  cer- 
tain nombre  de  réflexions  il  vienne  coïncider  avec  sa  position 
initiale.  Nous  allons  montrer  que,  s'il  en  est  ainsi,  la  même  pro- 
priété apparliendra  à  tous  les  rayons  qui  sont  tangents  aux  mêmes 
surlaces  homofoçales  que  le  rayon  considéré.  En  d'autres  termes, 
si  un  polygone  est  circonscrit  à  deux  surfaces  homofoçales  et 
si  ses  sommets  sont  placés  sur  d'autres  surfaces  homofoçales 
aux  premières,  de  telle  manière  que  la  normale  en  chacun  de 
ces  sommets  à  la  surface  homofocale  qui  contient  ce  sommet 
soit  la  bissectrice  intérieure  de  V angle  formé  par  les  deux 
côtés  qui  se  croisent  en  ce  sommet,  il  y  aura  une  infinité  de 
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polygones  ayant  les  mêmes  propriétés,  l'un  quelconque  des 
sommets  de  ces  polygones  pouvant  se  déplacer  arbitrairement 
sur  la  surface  qu'il  est  assujetti  à  décrire. 

Bien  que  la  démonstration  soit  toujours  la  même,  nous  nous 
bornerons,  pour  plus  de  netteté,  au  cas  particulier  où  tous  les 
sommets  du  polygone  décrivent  la  même  surface,  par  exemple  un 
ellipsoïde  (E),  de  paramètre  y.  Admettons  encore  que  les  côtés 
soient  tangents  à  un  ellipsoïde  (E0)  de  paramètre  [3,  qui  sera  néces- 
sairement intérieur  à  (E),  et  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe  (H0), 
de  paramètre  a.  Considérons  les  côtés  du  polygone  comme  limités 
aux  sommets  A(,  A2,  A3,  ...,  Xm.  Le  polygone  sera  tout  entier 
entre  (E)  et  (E0);  et,  si  l'on  désigne  par  p,  p,,  p2  les  coordonnées 
elliptiques  d'un  de  ses  points,  on  anira,  d'après  cette  remarque  et 
les  inégalités  déjà  établies  au  n°  461, 

(5o)  Y<pa<  P  <c  <  pt<  a  <  b  <p  <  a. 

Cela  posé,  considérons  les  coordonnées  elliptiques  de  chaque 
point  du  polygone  comme  des  fonctions  de  la  distance  de  ce  point 
au  sommet  initial  A,,  distance  s  qui  croît  de  zéro  jusqu'à  la  valeur 
totale  du  périmètre.  Si,  pour  abréger,  on  pose 

(5i)  tf(u)=f(u)(u-aL)(u-Ç>), 

on  aura,  sur  chaque  côté, 

/     dp  dp\  do-2 


(52) 


H?)      Mpi)      Mp*) 

p  dp  p  !  dp  i  p2  dp% 
Iïp~)  +  A(Pl)  +  A(p2) 
p-dp  p\  dpi  pi  dp2 
X(p~)  +  A(pt)    +   A(pâ) 


ds, 


les  radicaux  étant  pris  chaque  fois  avec   le  signe  convenable.  Ces 
équations  nous  donnent 


dz  ds 


(53) 


M?)       (p  — pi)(p  — P2) 
dz,  —  ds 


Mpi)        (p  —  pi)(pi  —  Pi) 
dp  o  ds 

A(p2)  _  (p  —  ?2)(?i—  Pi) 
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Par  conséquent,  lorsque  s  croîtra,  les  trois  différentielles 

dp  dpi  dp?, 

A(p)'      ~~  A(p,  )'       A(p2) 

demeureront  toujours  positives. 

Cette  remarque  étant  admise,  intégrons  la  première  équation  (02), 
l'intégrale  étant  étendue  à  tout  le  contour  P  du  polygone,  ce  qui 
donnera 

,P1   <*-  -,P)   d9, 


(34j  J         A(p)       J         MPi)"j         A(p2) 

Nous  allons  calculer  la  valeur  de  chacune  des  trois  intégrales 
qui  figurent  dans  cette  équation.  Pour  la  troisième,  p2  commencera 
par  varier  de  v  à  (3  lorsqu'on  passera  de  A)  au  point  de  contact  de 
A,A2  avec  l'ellipsoïde  (E0).  Ensuite,  lorsqu'on  passera  de  ce 
point  de  contact  au  sommet  A2,  p2  décroîtra  de  (3  à  y;  mais, 
comme  Vêlement  de  Vintégrale  doit  rester  positif,  il  faudra 
changer  le  signe  de  A(p2).  On  aura  donc,   pour  le  premier  côté, 

r^  do 

1  /      , ,       ■  Comme  il   en   est  de  même  pour  tous  les   autres,    la 

JT     A(p2j  * 

dernière  intégrale  de  l'équation  précédente  aura  pour  valeur 


./: 


dp 


...    Mps) 

A  étant  pris  avec  le  signe  +. 

Considérons  maintenant  les  deux  premières  intégrales.  Leurs 
éléments  ne  présentent  aucune  discontinuité  aux  sommets  du 
polygone.  Eu  effet,  p  et  0,  varient  toujours  dans   le   même  sens 

1  ti  ■.    ,  •  dp         dpi 

quand  on  passe  d  un  cote  au  suivant;  et,  comme  — — >  -r-r — ;  con- 

A(p)     A(pj) 

servent  leurs  signes,  il  en  est  de  même  des  radicaux  A(p),  A(p{); 
p  et  p,  varient  donc  toujours  dans  un  sens  déterminé  jusqu'à  ce 
qu'ils  atteignent  une  des  limites  entre  lesquelles  ils  sont  néces- 
sairement compris;  p,  par  exemple,  doit  être  compris  entre  b  et  a) 
s'il  a  commencé  à  croître,  il  atteindra  a,  puis  il  décroîtra  néces- 
sairement jusqu'à  &,  et  ainsi  de  suite;  quand  on  sera  revenu  au 
point  de  départ,  il  reprendra  sa  valeur  initiale,  à  laquelle  il  par- 
viendra nécessairement  en  croissant,  comme  cela  avait  lieu  au 
départ.   On    aura   donc,    tous    les   éléments    de   l'intégrale    étant 


: 
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positifs, 

1  dP   _ , .,  c"  d? 


r  ■&-»/: 


A(?) 


le  radical  Ap  élant  pris  dans  le  second  membre  avec  Je  signe  +  . 

n  est  un  nombre  pair;  car  il  est  égal  au  nombre  des  points  du 
polygone  pour  lesquels  p  prend  la  valeur  b;  et  ces  points,  qui, 
par  suite  des  inégalités  (3o),  sont  les  seuls  où  le  polygone  coupe 
le  plan  des  xz,  sont  nécessairement  en  nombre  pair. 

On  trouvera  de  même 

dp\  ,    f      dp\ 


r[P)_*p1_=_2n,  r 

J       M  pi)  '    Jc 


Mpi) 


le  radical  A  ( p ,  )  étant  pris  dans  le  second  membre  avec  le  signe  -+- 
et  n'  étant  encore  un  nombre  pair. 

En   substituant  les  diverses  valeurs  obtenues  dans  l'équation, 
on  a  donc  l'égalité 

C^  d?,  ra  d?         ,  r*  d9l 

(  35  )  m  I      —r1 — -  -\-  n   I     -—* n    f     — -1 — -  =  o, 

Jy    Hp»)       Jb    Mp)        Jc    Mpi) 


net  n'  étant  des  nombres  pairs.   Si  l'on  avait  employé  la  seconde 
équation  (32),  on  aurait  trouvé  de  même 

?i  da%  Cnpdp  ,    r^pxdpï 

>y      Mp2)  Jb     A(p)  Jc      A(p, 


(55.)  «f^+nffi-n'  f' 

Jy    Mpo       Jb  Mp;       Jc 


Nous  pouvons  conclure  immédiatement  de  ces  deux  relations 
qu'il  n'est. pas  possible  en  général  d'inscrire  dans  l'ellipsoïde 
un  polygone  circonscrit  aux  deux  surfaces  (E0)  et  (H0). 

466.  Supposons  que  les  deux  équations  précédentes  soient 
vérifiées  et  qu'il  y  ait  un  polygone  (P),  inscrit  dans  (E),  circon- 
scrit à  (E0)  et  à  (H0).  Soient  ;ji  et  ;jl(  les  valeurs  de  p  et  de  p,  pour  le 
sommet  A(.  Si  l'on  prend  un  point  B,  infiniment  voisin  de  A(  et 
que  l'on  mène  de  ce  point  la  tangente  commune  à  (E0),  (H0),  qui 
est  très  voisine  de  A,A2,  puis  que,  du  point  B2  où  cette  tangente 
coupe  (E),  on  mène  la  tangente  commune  voisine  de  A2A:î,  et 
ainsi  de  suite;  on  finira  par  obtenir  sur  (E)  un  point  B',  qui  sera 
très  voisin  de  B,,  la  ligne  brisée  B,  B2  ...  BWB',  s'écartant  très  peu 
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de  A,A2 ...  AOTA,.  Il  faut  prouver  que  cette  ligne  brisée  se  fer- 
mera, c'est-à-dire  que  B'(  coïncide  avec  B,.  Soient  p' et  p',  les 
valeurs  de  p  et  de  p,  relatives  au  point  B',.  Nous  aurons  évidem- 
ment 

f     dp'  dp\  dp  dp{ 

\  ^7)  ~"    <H?'i)    =  M^>  +  A(Pl)' 
!  p'  dp'    |    p\  dp\  p  dp         pi  dpx 

{  A(p')  +    A(p'J    ~~  A(p)  +  A(pj)  ' 

p  et  p,  désignant  les  coordonnées  elliptiques  du  point  B,  et  les 
radicaux  correspondants  ayant  les  mêmes  signes  dans  les  deux 
membres.  Ces  deux  relations  peuvent  être  considérées  comme  des 
équations  auxdérivées  partielles  qui  déterminent  p'  et  p',  enfonction 
de  p  et  de  pf .  Et,  comme  elles  ne  se  présentent  pas  sous  forme 
indéterminée  pour  p  =  M-,  p,  =  ;j.,,  p'=  a,  o\  =  \xK,  elles  admettent 
un  seul  système  de  solutions  déterminé  par  ces  conditions  initiales. 
Or,  ce  système  est  évident;  il  est  le  suivant  : 

?'=?,         Pi  =  pi- 

Donc  le  point  B',  coïncide  avec  le  point  B,,  et  la  proposition  est 
établie. 

Tous  les  polygones  ainsi  obtenus  sont  isopérimètres.  Cela  est 
évident  par  la  Géométrie;  mais  on  peut  aussi  le  reconnaître 
en  appliquant  les  raisonnements  qui  précèdent  à  la  troisième 
équation  (5a).  On  trouve  ainsi  que  la  longueur  du  périmètre  est(1) 

/ex  t>  rPP'fl?p2  ,  fap\d?l  r"?*dp 

v  n  Jj    Mp«;        Jc    Mp.)        Jz,   Mp) 


(')Les  théorèmes  relatifs  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits  ont  été 
énoncés  par  l'Auteur  dans  une  Note  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à 
l'ellipsoïde  (Bulletin  de  la  Société  philomathique,  t.  VII,  p.  92;  1870).  Mais 
nous  préférons  renvoyer  le  lecteur  au  Mémoire  Geometrische  Deutung  der  Addi- 
tions-Théorème  der  hyper elliptischen  Intégrale  und  Functionen  1.  Ordnung 
im  System  der  confocalen  Flàchen  2.  Grades,  publié  par  M.  O.  Statjde, 
dans  les  Mathematische  Annalen  (t.  XXII,  p.  1  et  i^5;  i883).  Cet  intéressant 
travail  est,  à  notre  connaissance,  le  premier  qui  contienne  une  application  déve- 
loppée des  propriétés  des  fonctions  0  à  quatre  périodes  dans  la  géomérie  des 
surfaces  du  second  degré.  Nous  renverrons  plus  spécialement  au  Chapitre  IV, 
où  sont  étudiées  les  propositions  relatives  aux  polygones  inscrits  et  circonscrits. 

Il  importe  de  le  remarquer   :  le  théorème  donné   dans  le  texte  suppose  essen- 
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467.  L'étude  que  nous  venons  de  faire  nous  a  permis  de  com- 
pléter les  résultats  donnés  au  n°  442.  Nous  allons  maintenant  re- 
venir au  problème  que  nous  avions  posé  et  déterminer  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  développables  formées  par  les  normales  dé- 
coupent sur  les  surfaces  homofocales  un  réseau  conjugué.  Voici 
comment  on  peut  y  parvenir. 

Soient  (S)  la  surface  cherchée  et  M  un  de  ses  points.  La  normale 
en  M  est  tangente  à  deux  surfaces  homofocales,  de  paramètres  a 
et  [3;  et  nous  savons,  d'après  le  théorème  de  Ribaucour,  que  l'un 
de  ces  deux  paramètres  demeurera  constant  lorsqu'on  se  dépla- 
cera sur  l'une  ou  l'autre  des  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
Cela  posé,  considérons  la  surface  de  Lioiiville  (0),  dont  les 
centres  de  courbure   sont  disposés   sur  les  deux  homofocales  (a) 

«  (M  :  

(58)  .  e  =  Y  f'\/(t,-'f\\',-*)d?<=  c; 

'—àJlH      V  /(Pi) 

et  disposons  de  la  constante  C  de  telle  manière  que  la  surface  (0) 
soit  tangente  en  M  à  la  surface  (S).  C  sera  évidemment  une 
fonction  J(a,  [3)  de  a  et  de  [3,  de  sorte  que  la  surface  cherchée 
sera  l'enveloppe  des  surfaces  (0)  représentées  par  l'équation 

(5g)  e  =  £(«,p), 

lorsqu'on  fera  varier  a  et  [3.  Pour  avoir  le  point  M  de  contact,  il 
faudra  joindre   à  l'équation  précédente    ses  dérivées   par  rapport 


tiellement  que  les  côtés  du  polygone  soient  formes  par  les  parties  réelles  et  non 
virtuelles  du  rayon  réfléchi.  Il  existe  des  polygones  fermés  d'une  tout  autre  na- 
ture. Étant  donnés,  par  exemple,  deux  ellipsoïdes  homofocaux  (E„),  (E,),  si,  par 
une  droite  quelconque,  on  leur  mène  des  plans  tangents,  on  aura  quatre  points 
de  contact,  a0,  b0  sur  (E0),  ax,  bt  sur  (Et).  Le  quadrilatère  au  a1  ba  b^  sera  tel  que 
les  bissectrices  des  angles  av  bl  soient  les  normales  de  (Ex),  et  les  bissectrices 
des  angles  a0,  b0  les  normales  de  (E0),  mais  il  ne  constituera  pas  une  roule  réelle 
pour  un  rayon  lumineux  ;  deux  de  ses  côtés  seront  formés  par  les  parties  vir- 
tuelles des  rayons  réfléchis.  De  tels  polygones  mériteraient  aussi  d'être  étudiés; 
leur  théorie  offre  les  rapports  les  plus  étroits  avec  celle  de  l'addition  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  et  de  certaines  surfaces  algébriques  que  nous  définirons 
plus  loin. 

D     —  II.  21 
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à  a  et  (3, 


de  _  d§  d&  _  d$ 

(      }  da~  ~~  da~'  dp"  ~  df' 

Or,  i]  résulte  de  l'étude  que  nous  venons  de  faire  que  ces  deux 
équations,  considérées  indépendamment  de  la  première,  repré- 
sentent en  coordonnées  elliptiques  la  normale  commune  en  M 
aux  surfaces  (0)  et  (S).  Si  l'on  fait  varier  a  ou  (3  seulement,  il 
faut  que  Ja  normale  engendre  une  surface  développable.  Faisons 
varier  a  par  exemple;  les  deux  équations  nouvelles  que  l'on 
obtiendra 

,  „  N  d20        d*§  d20  d9-$ 

(61) 


daa         tfa2  da  dp        da  dp 

jointes  aux  équations  (60),  détermineront  le  centre  de  courbure 
principal  et  devront,  par  suite,  se  réduire  à  trois.  Cette  condition, 
qui  est  nécessaire,  est  d'ailleurs  suffisante. 

Or,  on  a,  d'après  l'équation  (34)  à  laquelle  satisfait  @, 


(  Rs    à2&    _   1   /d.t         d5\ 

("       ?)d*d$~  *\d$         da/ 

Remplaçant  - — ^  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  équation  (61), 
trouve 

(62)  (a-p) 


on  trouve 

d2,f         1  fd§       ôi 


dadfi        2\dp         da 

Réciproquement,  si  3°  (a,  $)  satisfait  à  cette  équation,  les  quatre 
équations  (60),  (61)  se  réduiront  à  trois.  La  question  proposée 
est  donc  complètement  résolue,  et  nous  pouvons  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Les  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré,  et,  par  suite,  par  rap- 
port à  toutes  les  surfaces  homofocales,  se  divisent  en  deux 
classes.  Les  unes,  considérées  au  n°  457,  ont  leurs  normales 
tangentes  à  une  même  surface  homofocale  et  leur  théorie  se 
ramène  à  celle  des  lignes  géodésiques  de  cette  surface.  Les 
autres  sont  les  enveloppes  des  surfaces  de  J.  Liouville  définies 
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par  V équation 

(63)       zjry»-;!;»-»*-*.,»), 

où    d?(a,  fi)   es£    ;m<?   solution    quelconque    de    V équation    li- 
néaire (62). 

468.  Cette  équation  linéaire  a  été  déjà  rencontrée  plusieurs 
fois  (n°  356).  Nous  savons  l'intégrer  par  l'application  des  mé- 
thodes de  Poisson  et  de  Riemann.  Son  intégrale  générale  est 
transcendante  et  de  forme  compliquée,  mais  l'application  du 
théorème  d'Abel  va  nous  permettre  de  reconnaître  qu'il  existe  une 
infinité  de  surfaces  algébriques  déterminées  par  l'équation  pré- 
cédente. 

Posons,  pour  abréger, 

(64)     F  (m)  =  (w  —  a)  (m—  P)/(k)  =  4  {u  —  a)  (a  —  p)(«  —  u)  (b  —  u)(c  —  u), 
et  soient  P(  u)  et  Q(u)  deux  polynômes 


(65) 

(  Q(m)  =  «mp-3+  n{ui>- 

Considérons  l'équation 

(66)  P»(«)  — F(b)Q»(»)  =  o, 
et  désignons  ses  racines  par 

p,        pi,        p2;  ^1j        ^2>        •••,        /'2p-3- 

Ces  racines,  au  nombre  de  2/?,  dépendent  des  ip — 2  coeffi- 
cients qui  entrent  dans  P(w)  et  Q(w);  mais  nous  supposerons 
toujours  que  l'on  ait 

(67)  n  =  G, 

C  désignant  une  constante  numérique,  de  sorte  que  les  deux  poly- 
nômes contiendront  seulement  ip —  3  coefficients  arbitraires.  Il 
y  aura  donc  entre  les  racines  trois  relations,  qui  contiennent  d'ail- 
leurs a  et  (3.  INous  allons  montrer  que,  si  l'on  élimine  a  et  (ïi, 
et  si  l'on  regarde  hK ,  . . .,  h2p-  3  comme  des  constantes,  onaura,  en 
coordonnées  elliptiques,  l'équation  d'une  des  surfaces  cherchées. 


324  LIVRE    IV.    —    CHAPITRE   XIV. 

En  effet,  d'après  le  ihéorème  d'Abel  et  l'hypothèse  que  nous 
avons  faite  sur  le  coefficient  ji,  les  relations  entre  p,  pi,  po?  ?-,  $  se 
présentent  sous  la  forme  iranscendantesuivante  : 


/   -^    Ç  Qj  dpi    _^    Ç  hj  dhj 

^J  v/TTTT)  ~^J  /HhT) 

(68)  \^fv^T)=^fvïïm: 

I  v  r^lAiL  =  v  rh? dh( 


On  verra  aisément  que  ce  système  est  celui  que  l'on  obtient 
lorsqu'on  introduit  dans  l'équation  (63)  la  solution  particulière 
suivante  de  l'équation  (62)  : 

(«9)  ^,^/^/lrapU, 

et  lorsqu'on  joint  à  cette  équation  ses  deux  dérivées  prises  par 
rapport  à  a  et  à  j3. 

Les  surfaces  que  nous  venons  de  définir  paraissent  mériter  une 
étude  approfondie.  Elles  comprennent  comme  cas  particulier  les 
surfaces  du  second  degré  et  les  cyclides,  lorsque/?  est  égal  ou  infé- 
rieur à  4.  Les  normales  donnent  Jieuàdes  propriétés  remarquables 
relatives  à  leur  réflexion  sur  les  surfaces  homofocales  de  paramètre 
hi.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici  comment  on  obtiendra 
les  équations  qui  déterminent  la  surface. 

Dans  l'identité 

(70)     P>(u)  —  Q*(a)F(ii)  =  (K— p)(a  — P,)(m  — ps)II  (u  —  hi ), 
on  fera  d'abord  u  =  A;,  ce  qui  donnera  ip  —  3  équations 

qui,  jointes  à  l'équation  (67),  feront  connaître  les  coefficients 
de  P(w)  et  de  Q(«)  en  fonction  rationnelle  des  radicaux 
\/(hi  —  oc)  (A, — |i).  Puis  on  substituera  dans  l'identité  (70)  les 
valeurs  «,  6,  c  pour  u,  ce  qui  donnera  des  équations  de  la  forme 
suivante  : 

P(a)  =  v/(«  — p)(a  — pi)(«  —  p2)  \fU(a  —  h,-), 
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c'est-à-dire 

(71)  P(«)  =  \/ {a  —  b)  {a  —  c)x\/n.(a  —  /»{-), 

x  désignant  l'une  des,  coordonnées  rectangulaires  du  point  de  la 
surface  cherchée;  on  obtiendra  des  expressions  analogues  poury 
et  z.  Les  coordonnées  rectangulaires  sont  donc   des  fonctions   ra- 


tionnelles, à  dénominateur  commun,  des  radicaux  \J(hi — a)(/î,- — [i). 
La  même  propriété  appartient  aux  coordonnées  pentasphériques 
et  l'on  reconnaît  aisément  que  la  surface  ne  coupe  le  plan  de 
l'infini  qu'en  tous  les  points  du  cercle  de  l'infini. 

469.  Les  propositions  précédentes  comportent  une  généralisa- 
tion que  nous  allons  indiquer,  bien  qu'elle  ne  se  rattache  pas 
directement  au  sujet  traité  dans  ce  Chapitre. 

Considérons,  d'une  manière  générale,  un  système  orthogonal 
pour  lequel  l'élément  linéaire  soit  donné  par  la  formule 

où  l'on  a 

©  (  u)  =  (  u  —  p  )  (  u  —  pi)(u  —  p2  ), 

etoùy(c)  est  un  polynôme  algébrique.  La  forme  précédente  de 
l'élément  linéaire  convient  à  deux  systèmes  déjà  rencontrés, 
celui  des  surfaces  du  second  degré  et  celui  des  cyclides  ;  et  ces 
systèmes  sont,  d'ailleurs,  les  seuls  pour  lesquels  elle  ait  lieu.  La 
condition  d'orthogonalité  prendra  la  forme 

,73)  '(M,)=«^^- 

j—A  o  (pi)  opi  api 

D'après  cela,  posons 

(74)  e=2/v/("~al(/^~^ 

La  fonction  0,  considérée  comme  dépendante  de  a,  fi,  y,  satis- 
fera aux  trois  équations 

i    (0C  [J)  dïdiï  ~*~   1    dx  2    C3    ~   °' 

,    e.  J   ,r  .    d*6  1   àe         1   dQ 


(ï-»^ 


fp&       1  oe      1  de 


d-(  dn        2  c'y         2  dp 


=  o. 
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Cela  posé,  §  étant  une  fonction  de  a,  [i,  y  satisfaisant  aux  trois 
écjuations  précédentes,  considérons  le  système 

d0  _  d$  de  _  d$  d©  _  d§ 

qui  détermine  a,  jâ,  y  en  fonction  de  p,  p,  p2.  Nous  allons  montrer 
que  a,  (3,  y  sont  les  paramètres  de  trois  familles  d'un  système 
orthogonal. 

On  peut  joindre,  en  effet,  aux  relations  précédentes  les  suivantes  : 

d*e        d*-§  dn-e       d*§  d*e        d*-§ 


(77) 


dad[3        àxdfi  dady        dx  dy  dp  dy        ô[i  dy  ' 


qui  en  sont  des  combinaisons  linéaires  en  vertu  des  équations  (75). 
Or,  si  l'on  différentie  les  équations  (76)  en  tenant  compte   des 
précédentes,  on  aura 

,  de        /  d2  0        d2  §  ' 


,d0        /d20        d^\ 

rf h     --—  —  ■ — -  )  doi  =  o, 

da         \  da2  c'a2  / 


7d0        /d2©        d^  , 
,d©        /d20        d2^' 


dy 


/d20        d*&\    , 


le  signe  d  indiquant  les  différentielles  prises  par  rapport  à  p,  pl5 
p2  seulement.  Ces  formules  permettent  de  calculer  immédiatement 
les  dérivées  de  a,  (3,  y  par  rapport  à  p,  p,,  p2  et  de  vérifier  la  re- 
lation d'orthogonalité. 

Le  théorème  ainsi  établi  comprend  comme  cas  particulier  le 
précédent,  qui  s'en  déduit  en  faisant  y  =  00.  La  fonction  ^(a,  (3,  y) 
contient,  dans  son  expression  la  plus  générale,  trois  fonctions 
arbitraires  d'une  variable;  mais,  ici  encore,  on  peut  appliquer  le 
théorème  d'Abel  et  obtenir  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux 
algébriques.  Nous  nous  contenterons  maintenant  de  ces  indications, 
et  nous  renverrons  à  la  Note  I  de  nos  Leçons  sur  les  systèmes 
orthogonaux  et  les  coordonnées  curvilignes,  ic  édition. 
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CHAPITRE  XV. 

LES  COJV&RUEJVCES  DE  CEUCLES  ET  LES  SYSTEMES  CYCLIQUES. 

Définition  de  certaines  congruences  spéciales  dans  lesquelles  chaque  courbe  est 
rencontrée  seulement  par  deux  courbes  infiniment  voisines.  —  Cas  où  les 
courbes  de  la  congruence  sont  des  cercles.  —  Enveloppes  d'une  famille  de 
sphères  dépendant  de  deux  paramètres.  —  Lignes  principales  de  l'enveloppe. 
—  Elles  correspondent  à  un  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  des  centres 
des  sphères.  —  Étude  détaillée  du  cas  où  les  lignes  de  courbure  se  correspon- 
dent sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe.  —  Les  six  coordonnées  de  la  sphère 
variable  satisfont  alors  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  —  Les  s}rstèmes  cycliques  de  Ribaucour;  théorèmes 
divers.  —  Différentes  manières  d'obtenir  des  systèmes  cycliques.  —  Pour  que 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface 
focale  d'une  congruence  rectiligne,  il  faut  et  il  suffit  que  les  six  coordonnées 
de  chaque  droite  de  la  congruence  vérifient  une  même  équation  linéaire  du 
second  ordre. 


470.  Les  propriétés  des  équations  linéaires  du  second  ordre, 
que  nous  avons  employées  surtout  dans  la  théorie  des  congruences 
rectilignes,  peuvent  être  appliquées  aussi  à  l'étude  de  certaines 
congruences  particulières  formées  avec  des  courbes  de  degré 
quelconque. 

Considérons  des  surfaces  (2),  représentées  par  une  équation  de 
la  forme 

i=  n 

(l)  ^^i^i(^,y,   Z)  =  °' 

i=l 

où  les  symboles  ©/  désignent  des  fonctions  déterminées  de  x,  y,  z 
et  où  les  coefficients  A;  sont  des  constantes  arbitraires.  Si  l'on 
prend,  par  exemple,  en  faisant  i=  4, 

pour  les  fonctions  cp/,  on  aura  l'équation  la  plus  générale  d'un 
plan.  Si,  faisant  i  =  5,  on  ajoute  aux  fonctions  précédentes 
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on  a  l'équation  d'une  sphère,  et  ainsi  de  suite.  11  est  clair  que,  si 
l'on  choisit  convenablement  le  nombre  i  et  les  fonctions  o,,  on 
peut  obtenir  l'équation  la  plus  générale  des  surfaces  algébriques 
qui  passent  par  un  nombre  déterminé  de  points  fixes  ou  con- 
tiennent certaines  courbes  fixes. 

Deux  surfaces  (S)   se  coupent  suivant  une  courbe  (C)  définie 
par  deux  équations  de  la  forme 


O) 


2  A<  ?'(*>  7.  z)  =  o, 
Y  B;<p;(a7,  y,  z)  =  o; 


et  il  est  clair  que  deux  courbes  (C)  ne  peuvent  se  couper  en  des 
points  distincts  dont  le  nombre  dépasse  celui  des  points  communs 
à  trois  surfaces  (S).  Il  faudra,  pour  que  ce  nombre  maximum  soit 
atteint,  qu'il  y  ait  une  relation  linéaire  entre  les  premiers  membres 
des  équations  des  deux  courbes.  Par  exemple,  si  les  surfaces  (S) 
sont  des  sphères,  les  courbes  (C)  seront  des  cercles;  et,  pour  que 
deux  cercles  se  coupent  en  deux  points,  il  faut  que  l'une  des 
quatre  équations  qui,  prises  deux  à  deux,  représentent  les  deux 
cercles  soit  une  combinaison  linéaire  des  trois  autres. 

Cela  posé,  supposons  que  les  coefficients  A/,  Bi  soient  des 
fonctions  quelconques  de  deux  paramètres  variables  a  et  b  :  on 
obtiendra  une  congruence  de  courbes  (C).  Nons  allons  chercher 
la  condition  pour  que  chacune  de  ces  courbes  soit  coupée  dans  le 
nombre  maximum  de  points  par  deux  courbes  infiniment  voisines 
de  la  congruence. 

Substituons  aux  variables  a  et  b  les  deux  fonctions  p  et  p,  de 
ces  variables  qui  demeurent  constantes  lorsqu'on  associe  les 
courbes  de  la  congruence  qui  se  coupent  consécutivement.  Si  l'on 
joint  aux  équations  (2)  leurs  dérivées  par  rapport  à  p 


P) 


^^"^'•^  *)  =  <>. 


on  aura  à  exprimer  que  les  premiers  membres  des  équations  (2) 
et  (3)  sont  liés  par  une  relation  linéaire;    ce  qui  conduit  à  une 
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série  de  relations  de  la  forme 

(4)  M^+N^  =  PÀ,+  QBI, 

dp  dp  ^ 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  fonctions  déterminées  de  p  et  de  p ,  ;  et  il 
faudra  qu'il  en  soit  de  même  lorsqu'on  prendra  les  dérivées  par 
rapport  à  pi,  ce  qui  donnera  les  relations  analogues 

qui  doivent  avoir  lieu,  comme  les  précédentes,  pour  toutes  les 
valeurs  de  l'indice  i. 

On  peut  résoudre  comme  il  suit  le   système   des  équations  (4) 
et  (5).  Substituons  à  la  fonction  A;  la  combinaison  linéaire 

MAt-h  NB,-, 

ce  qui  ne  change  pas  les  équations  de  la  courbe  (C).  L'équation  (4) 
prendra  la  forme 

dp 

et  elle  déterminera  B/ (' ).  Si  l'on  porte  la  valeur  ainsi  obtenue 
dans  la  seconde  équation  (2)  et  dans  l'équation  (5),  on  est  conduit 
au  résultat  suivant: 

Les  équations  qui  déterminent  les  courbes  (G)  doivent  être 
de  la  forme 

V     A£oî(x,  y,  *■)  =  °> 
(6) 

(1)  L'hypoLhèse  que  l'on  néglige,  où  Q  sérail  nul,  ne  peut  conduire  qu'à  des 
congruences  comprises  dans  la  formule  générale  que  nous  allons  obtenir  ou  à 
celles  qui  sont  définies  par  les  équations 

£  9;(P)  ?;('r>  r>  z)  =  °. 

qui  ne  sont  pas  données,  il  est  vrai,  par  le  système  (6),  mais  qui  sont  comprises 
comme  cas  particulier  dans  les  formules  (12).  que  nous  substituerons  plus  loin 
aux  équations  (6  ). 
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les  différentes  fonctions  A,  étant  des  solutions  particulières 
d  une  même  équation  linéaire 

(7)  -t— ha—^-b- hc6  =  o, 

dp  àpx  dp  dpi 

où  a,  6,  c  désignent  des  fonctions  quelconques  de  p  et  de  p(. 

471.  Cette  proposition  permet  d'obtenir  sans  aucune  intégra- 
tion les  congruences  cherchées.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on 
veuille  déterminer  toutes  les  congruences  de  cercles  pour  lesquelles 
chaque  cercle  est  coupé  seulement  par  deux  cercles  infiniment 
voisins,  mais  en  deux  points  par  chacun  d'eux.  On  choisira  cinq 
fonctions  quelconques  9;  de  deux  paramètres  a  et  (3  et  l'on  écrira 
l'équation  linéaire  de  la  forme 

„^2e       „   à*%  d2fl  ^       ^   dÔ 

(8)  M^-  +  Nd^  +  P^-hM^-+-N^  +  Pl6  =  0' 

dont  les  coefficients  sont  déterminés  parla  condition  que  l'équation 
admette  les  cinq  solutions  particulières  G/.  Les  cercles  de  la 
congruence  seront  alors  déterminés  par  les  deux  équations 

^iXi 

où  les  xi  sont  cinq  fonctions  linéaires  de  x-  -+-y2  +  -ô2,  x,  y,  z,  1 , 
par  exemple  les  coordonnées  pentasphériques  d'un  point,  et  où 
le  rapport  —  est  défini  par  la  condition  que  l'équation  différen- 
tielle 

n  dot  ■ —  m  d$  =  o 

soit  celle  de  l'une  des  caractéristiques  de  l'équation  (8).  En  effet, 
si  l'on  ramène  l'équation  (8)  à  la  forme  normale,  en  intégrant  les 
équations  différentielles  des  caractéristiques,  les  équations  (9) 
prendront  précisément  la  forme  (6). 

Revenons  à  ces  équations  générales;  p  et  p(  n'y  entrent  pas 
symétriquement;  mais  on  peut  obtenir  des  formules  plus  élé- 
gantes. Nous  avons  vu,  en  effet,   au  n°  402,  qu'étant  donnée  une 
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solution  quelconque  0  de  l'équation  (7),  il  est  possible  de  trouver 
une  fonction  <r,  telle  qu'on  ait 


de  „  <J0  d<7 

¥1 


(10)  —  =  mû  -+-  «— -, 

dp  dp  dp,        r 


satisfaisant  à  une  équation  de  la  forme 


(») 


à-  a  d<j         ,.   da 

dp  dpi  do        '    dpi 


A  chacune  des  solutions  A/  correspondra  de  cette  manière  une 
solution  at-  de  l'équation  en  <r,  et  les  équations  (6)  prendront  la 
forme 

(12)  ^ 

où  p  et  pi  entrent  de  la  même  manière  et  où  les  «/  sont  des  solu- 
tions particulières  de  l'équation  (11).  Cette  détermination  nou- 
velle des  courbes  de  la  congruence  donne  lieu  aux  remarques 
suivantes  : 

Etant  donnée  une  congruence  quelconque,  appelons,  pour  un 
instant,  surfaces  singulières  de  la  congruence  les  surfaces  engen- 
drées par  des  courbes  de  la  congruence  qui  se  coupent  consécuti- 
vement. Il  y  a  généralement  (n°  315)  autant  de  séries  de  surfaces 
singulières  qu'il  y  a  de  points  focaux  sur  chaque  courbe  de  la 
congruence.  Ici,  au  contraire,  il  y  a  deux  séries  seulement  de 
surfaces  singulières.  Les  unes  contiennent  toutes  les  courbes  de  la 
congruence  pour  lesquelles  p  a  une  même  valeur;  les  autres  toutes 
celles  pour  lesquelles  p<  demeure  constant.  On  obtiendrait  les 
unes  et  les  autres  en  éliminant,  soit  p,  soit  p,,  entre  les  deux 
équations  (12);  nous  allons  montrer  que  chacune  de  ces  deux 
équations  (12),  considérée  seule,  représente  une  surface  qui  est 
tangente,  en  tous  les  points  de  la  courbe  de  la  congruence,  à  l'une 
des    deux    surfaces    singulières    qui    contiennent    cette    courbe. 

Posons,  pour  abréger, 


(i3)  P  =^aiOi(x,y, 


0; 
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P,  considérée  comme  fonction  de  p  et  de  p1?  satisfera  à  l'équation 

à*-P  dP       nàP 

(i4)  ■   -r— ; l-a-r-  -+-  P-j—  =  o, 

dp  opt  dp  dpi 

et  les  équations  (12)  prendront  la  forme  plus  simple 

(i5) 

Si  nous   différentions    totalement  ces  équations,    nous  trouve- 
rons, en  tenant  compte  de  l'équation  (1 4 )■» 


dP 

dP 

—  =  0, 

dp 

dii 

7dP         d'-P    , 

TàP 

d2P    , 

d- 1 — — -  do  =  0, 

d—- 

i dpx  =  0, 

dp         dp'2      ' 

dpi 

dp*     ll 

la  différentielle  d  portant  seulement  sur  x,  y,  z.  L'équation  du 
plan  tangent  à  la  surface  p  =  const.  sera  donc 

d—-  =  o; 

dp 

et  il  est  ainsi  établi  que  la  surface  représentée  par  la  première  des 
équations  (12)  on  (i5)  est  tangente  en  tous  les  points  de  la  courbe 
représentée  par  ces  deux  équations  à  l'une  des  surfaces  singu- 
lières. S'il  s'agit,  par  exemple,  d'une  congruence  rectiligne,  les 
deux  équations  (io)  représentent  les  plans  focaux  de  la  droite. 
Si  la  congruence  est  formée  de  cercles,  elles  représentent  deux 
sphères  qu'on  pourrait  aussi  appeler  les  sphères  focales;  elles 
contiennent  un  des  deux  cercles  de  la  congruence,  infiniment 
voisins  du  cercle  proposé,  qui  le  coupent  en  deux  points. 

-472.  L'étude  des  congruences  spéciales  de  cercles  que  nous 
venons  de  définir  doit  être  associée  à  celle  de  la  congruence  rec- 
tiligne formée  par  les  axes  de  ces  cercles.  Soient  (K)  un  cercle  de 
la  congruence  et  (d)  son  axe.  Les  droites  (d)  seront  tangentes  à 
deux  surfaces  fixes  (S),  (S,);  désignons,  comme  nous  l'avons  fait 
jusqu'ici,  par  les  lettres  (C)  et  (C,)  les  courbes,  tracées  respec- 
tivement sur  (S)  et  (S,),  qui  sont  les  arêtes  de  rebroussement 
des  diverses  développables  formées  par  les  droites  (d).  Lorsque  le 
cercle  (K)se  déplace  de  telle  manière  que  deux  de  ses  positions 
consécutives  se  coupent  en  deux  points,  il  est  évident  que  son  axe 
doit  engendrer  une  développable  ;  car  les  axes  de  deux  cercles 
qui  se   coupent  en  deux  points  vont  se  couper   au   centre  de  la 
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sphère  qui  contient  ces  deux  cercles.  On  voit  donc  que,  pour 
obtenir  les  surfaces  singulières  de  la  congruence  de  cercles,  il 
faudra  déterminer  les  développables  formées  avec  les  axes  (d)  de 
ces  cercles.  On  obtiendra  ces  développables  lorsque  la  droite  (d)  se 
déplacera  de  manière  à  rester  tangente  à  une  des  deux  courbes  (C) 
ou  (Cj).  A  chaque  cercle  (K)  correspondent  deux  points  M,  M, 
où  l'axe  du  cercle  est  tangent  respectivement  à  (U)  et  à  (S(). 
Décrivons  de  ces  points  comme  centres  deux  sphères  (S),  (S/) 
contenant  le  cercle  (&)•  Lorsque  le  point  M  décrira  une  courbe 
(G),  la  sphère  (S)  enveloppera  une  des  surfaces  singulières,  qu'elle 
louchera  suivant  les  positions  successives  du  cercle  (K).  Lorsque 
le  point  M,  décrira  de  même  la  courbe  (G|),  la  sphère  (S,)  enve- 
loppera une  surface  singulière  de  l'autre  série,  qu'elle  touchera 
suivant  les  positions  successives  du  cercle  (K).  Ces  relations  géo- 
métriques sont  à  peu  près  évidentes;  elles  résultent  de  ce  que  les 
sphères  (S)  et  (S,)  contiennent  chacune,  en  même  temps  que  le 
cercle  (K),  un  des  deux  cercles  infiniment  voisins  qui  le  coupent 
en  deux  points.  On  voit  qu'aux  deux  familles  de  surfaces  singu- 
lières correspondent,  sur  (S)  par  exemple,  deux  familles  de 
courbes  conjuguées  décrites  par  le  point  M,  les  courbes  (C)  tan- 
gentes aux  axes  (d)  et  les  courbes  (D)  qui  correspondent  (  n°  319) 
aux  courbes  (C()  tracées  sur  (S,). 

Les  remarques  précédentes  montrent  qu'il  convient  d'associer 
l'élude  des  congruences  de  cercles  à  celles  des  surfaces  enveloppes 
de  sphères. 

Considérons  une  sphère  définie  en  coordonnées  pentasphé- 
riques  par  l'équation 

5 

(16)  2_j  uixi  =  °i 

1 

et  supposons  que  les  cinq  quantités  ui  soient  des  fonctions  quel- 
conques de  deux  paramètres  a  et  [i.  Il  j  aura  toujours  une  équation 
de  la  forme  (8)  admettant  les  cinq  solutions  particulières  ii£. 
Supposons  cette  équation  ramenée  à  la  forme  normale  (7)  et 
proposons-nous  de  rechercher  la  propriété  géométrique  qui  carac- 
térise les  courbes  de  paramètre  p  et  p,  tracées  sur  l'enveloppe 
des  sphères. 

Chaque  sphère   touche  celte  enveloppe  (E)   en  deux  points  A 


334  LIVRE    IV.    —   CHAPITRE   XV. 

et  B,  qui  sont  définis  par  l'équation  (16),  jointe  aux  deux  suivantes 

dut  *S?  dut 


(17) 


vi  dut  v^  dut 


Si  l'on  fait  varier  infiniment  peu  p  et  p,,  on  aura  deux  nouveaux 
points  de  contact  A'  et  B';  cherchons  la  condition  pour  que  les 
quatre  points  A,  B,  A',  B'  soient  sur  un  même  cercle  et,  par 
suite,  dans  un  même  plan. 

L'équation  générale  des  sphères  passant  par  les  points  A  et  B 
est  évidemmment 


(18; 


2  (x  Ui+  v- 


dut 


fM 


dut 
dpi 


o, 


X,   [J.,   |J.,    étant  trois  arbitraires.   Pour  que  l'une  de  ces  sphères 
contienne  les  points  A',  B',  il  faudra  qu'on  ait 


(19) 


V1  A  dut  dut\    , 

2,  (X»H-^  + 1*13-- )«**=<>, 


dut 
Pi 


lorsqu'on  passera  de  A  à  A'  ou  de  B  à  B'. 

Or,  si  l'on  différence  les  équations  (16)  et  (17),  on  trouvera, 
en  tenant  compte  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
satisfont  les  cinq  quantités  ut, 


2_,  ui  dxi-  —  °> 
à-  ut 


^  d-  ut 
Zd  dp\ 


Xt  )  dpi 


-  7   -r—  dxt  =  o, 
Amà  dp 

-  7  - — dxt=  o. 

JmdOOi 


L'emploi  de  ces  formules  permet  de  ramener  l'équation  (19)  à 
la  forme 

C9)«  p(2lj?*vrfp  + ^(2*5^*7  rfpi  =  <>î 

et  cette  nouvelle  équation  devra  être  vérifiée  lorsqu'on  y  rem- 
placera les  quantités  Xi  par  les  coordonnées  des  points  A  et  B. 
Cela  ne  peut  arriver,  en  général,  que  si  l'équation  est  identique- 
ment vérifiée,  ce  qui  donne  les  deux  conditions 


\j.dp  =  o,  \J-idpi  =  o. 
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On  obtient  donc  les  deux  solutions 

\x  =  o,  dpi  =  o; 

<jl1  =  o,  dp   =  o. 

Pour  la  première,  par  exemple,  on  a 

dpi  =  o, 

et  les  sphères  représentées  par  l'équation 
(20)  jVVXKt--+-  ni-^-)a?j=  o 

passent,  quel  que  soit  le  rapport — ?  par  les  quatre  points  A,  B, 
A/,  B'.  Ces  quatre  points  sont  donc  sur  un  cercle,  et  nous  pouvons 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Su/'  toute  enveloppe  de  sphères  à  deux  paramètres,  il  y  a  en 
général  deux  séries  de  lignes  que  nous  appellerons  lignes  prin- 
cipales de  l'enveloppe  ;  elles  sont  définies  par  cette  propriété 
que,  lorsqu'on  se  déplace  sur  V une  d'elles,  les  quatre  points  de 
contact  des  deux  sphères  infiniment  voisines  avec  l'enveloppe 
soient  sur  un  même  cercle,  que  nous  appellerons  cercle  principal. 
Les  lignes  principales  sont  les  caractéristiques  de  V équation 
aux  dérivées  partielles  qui  admet  comme  solutions  particulières 
les  cinq  coordonnées  homogènes  des  sphères  variables  ('). 

Lorsque  les  quatre  points  de  contact,  deux  à  deux  infiniment 
voisins,  A,  B,  A',  B'  sont  sur  un  même  cercle,  les  cordes  de 
contact  AB,  A'B'  se  rencontrent;  par  suite,  les  plans  focaux  de  la 

(  '  )  Nous  avons  admis  que  la  sphère  représentée  par  l'équation  (ig)a  ne  peut  con- 
tenir,  quand  le  rapport  '  '  varie,  les  deux  points  A  et  B.  Cela  est  vrai,  en 

[X  Clp 

général;  mais  on  reconnaîtra  aisément  qu'il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas 
exceptionnel  où  les  cinq  fonctions 

v^  \^  du,  \^i  du;  vie)2  M,-  v  &  Ui 

ne  sont  pas  linéairement  indépendantes.  Mais  alors  les  quantités  ui  ne  seront 
pas  linéairement  indépendantes;  l'enveloppe  sera  une  surface  anallagmatique,  les 
cordes  de  contact  des  sphères  iront  passer  par  un  point  fixe,  et  les  lignes  princi- 
pales seront  indéterminées. 
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droite  AB  sont  tangents,  sur  les  deux  nappes,  aux  lignes  princi- 
pales ;  ces  lignes  se  trouvent  donc  sur  les  développables  de  la  con- 
gruence  engendrée  par  la  corde  de  contact  des  sphères.  Cette 
proposition  pourrait  leur  servir  de  définition;  mais  elle  mettrait 
moins  bien  en  évidence  la  propriété  essentielle  des  lignes  princi- 
pales qui  est  de  se  conserver  par  l'inversion,  comme  le  montre 
immédiatement  la  définition  que  nous  avons  adoptée. 

D'après  les  résultats  précédents  et  la  formule  (20),  l'un  des 
cercles  principaux  aura  pour  équations 

V^  V^  dut 

(21)  >   UiXi=o,  7,-r- Xi=0\ 

et,  si  l'on  rapproche  ces  résultats  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
au  n°  470,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  toute  congruence 
de  cercles  dans  laquelle  chaque  cercle  est  rencontré  par  deux 
cercles  infiniment  voisins  seulement  est  engendrée  par  les  cercles 
principaux  d'une  enveloppe  de  sphères. 

473.  C'est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  une  proposition  qui  est 
due  à  Ribaucour  ('). 

Considérons  une  surface  (S)  et  soient  x,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points.  L'équation 

(22)  X2-+-  Y*4-Z«—  nxX  —  2JKY  —  a^Z-i-a;2-+-j2_t_/S3._R2=:0 

représente  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  surface.  Supposons 
que  la  valeur  de  R  soit- déterminée  pour  chaque  point  de  la  sur- 
face; la  sphère  enveloppera  une  des  surfaces  à  deux  nappes  que 
nous  venons  de  considérer  d'une  manière  générale.  Nous  allons 
montrer  que  les  lignes  principales  de  cette  enveloppe  corres- 
pondent à  un  système  conjugué  tracé  sur  (S). 

Prenons  comme  variables  les  paramètres  p,  p,  du  système  con- 
jugué qui  correspond  à  la  fonction  x-  +  y'1  -\-  z'2  —  R2  (n° 115) 
[I,  p.  194]-  Alors,  les  fonctions 

I,       37,       JK,        Z,       a72-4_JK2_H(S2^_R2 


(')   A.   Ribaucour,   Sur  une  propriété  des  surfaces  enveloppes  de   sphères 
(Comptes  rendus,  t.  G7,  p.   i334 ;  186S). 
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satisferont  à  une  équation  linéaire  de  la  forme  (i  i),  et  le  premier 
membre  de  l'équation  (22)  sera  un  cas  particulier  de  l'expression 
générale  définie  par  l'équation  (i3),  correspondant  aux  valeurs 
précédentes  des  fonctions  cit.  Les  formules  (12)  deviendront  ici 

f   ,v  dx  _  o*R 

l  (X-x)  —  +...+-R—  =0, 

(23)  < 

f  (X  —  x)  —  -+-...  +  R_—  =  o. 
v  "Pi  "pi 

Elles  délinissent  la  corde  de  contact  de  la  sphère  variable  (22) 
avec  son  enveloppe.  Si  l'on  remarque  maintenant  que,  d'après  la 
théorie  générale,  les  deux  plans  représentés  par  les  équations 
précédentes  sont  les  plans  focaux  de  cette  corde  de  contact,  on 
sera  conduit  au  théorème  de  Ribaucour  : 

Si  une  sphère  variable  dépend  de  deux  paramètres,  la  corde 
de  contact  de  cette  sphère  avec  son  enveloppe  engendre  une  con- 
gruence  dont  les  développables  correspondent  à  deux  familles 
de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  surface  des  centres  (S), 
et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point  de  (S)  sont  perpen- 
diculaires aux  plans  focaux  de  la  corde  correspondante . 

En  adoptant  les  définitions  précédentes,  nous  voyons  que  les 
cercles  principaux  de  l'enveloppe  ont  pour  axes  les  tangentes  aux 
deux  familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  la  surface  des 
centres. 


•474.  Si  l'on  examine  la  démonstration  que  nous  avons  donnée 
du  théorème  de  Ribaucour,  on  reconnaît  que  la  sphère  n'y 
intervient  que  d'une  manière  accessoire  et,  en  quelque  sorte, 
comme  élément  de  construction.  Rien  ne  serait  changé  aux  ré- 
sultats si  l'on  substituait  à  l'équation  (22)  la  suivante  : 

o(X,  Y,  Z)  —  ixX  —  lyX  —  a*Z-4-'U  =  0, 

où  o(X,  Y,Z)  désignerait  une  fonction  absolument  quelconque 
de  X,  Y,  Z  et  où  9  serait  une  fonction,  donnée  d'une  manière 
arbitraire,  des  paramètres  qui  fixent  la  position  du  point  (#, y,  z) 
sur  la  surface.  Celte  remarque  permet  de  former  un  grand  nombre 
D.  —  II.  22 
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de  théorèmes  analogues  à  celui  de  Ribaucour.  Nous  signalerons 
seulement  le  suivant  : 

U,  V,  W,  P  désignant  les  coordonnées  tangentielles,  écrivons 
l'équation 


(24)  Uaf  +  V/  +  W5+  P  —  R/U2-H-  V'2+W2=o, 

qui  représente  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  surface  (S). 
Soient  maintenant  p,  p,  les  paramètres  du  système  conjugué,  tracé 
sur  cette  surface,  qui  correspond  à  la  fonction  R  (n°  115)  et  non 
plus  à  la  fonction  x2 -\- y'1 -\- z- —  R2.  Alors  x,  y,  5,  R  seront 
quatre  solutions  particulières  d.'une  équation  de  la  forme 

dp  opi  dp  dpi 

et,  si  l'on  remplace  9  par  OR,  on  reconnaîtra  que  ~'  ^>  k'  k  satis- 
font encore  à  une  équation  toute  semblable,  de  sorte  qu'on 
pourra  appliquer  le  théorème  général  à  l'équation  (24)  divisée 
par  R.  Les  deux  équations  auxquelles  on  est  conduit, 


(26) 


dp 

(C 

,+v£ 

ŒK** 

(b).--p£(k 

dpi 

(1) 

>*v^ 

œ-w^ 

(,  r)  """ P  5p7  \R. 

o, 


définissent  une  droite  qui  est  l'intersection  des  plans  tangents  à 
la  sphère  aux  deux  points  où  elle  touche  son  enveloppe.  Elle  se 
trouve  dans  le  plan  langent  à  (S)  et  elle  est  la  polaire  de  la  corde 
de  contact  par  rapport  à  la  sphère.  D'après  la  proposition  géné- 
rale, interprétée  en  coordonnées  tangentielles,  les  deux  points 
focaux  de  cette  droite  sont  déterminés  par  chacune  des  équations 
précédentes,  considérée  seule.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Étant  donnée  une  sphère  variable  dont  le  centre  décrit  une 
surface  (S),  les  deux  plans  tangents  à  cette  sphère  aux  points 
où  elle  touche  son  enveloppe  se  coupent  suivant  une  droite 
située  dans  le  plan  tangent  correspondant  à  (2).  Les  dévelop- 
pables  de  la  congruence  engendrée  par  cette  droite  corres- 
pondent à  deux  familles  de  courbes  conjuguées  tracées  sur  (S)  ; 
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et  les  tangentes  à  ces  courbes  en  un  point  de  (S)  vont  couper  la 
droite  correspondante  de  la  congruence  en  ses  deux  points 
focaux. 

47o.  Ainsi,  à  chaque  enveloppe  de  sphères  on  peut  faire  cor- 
respondre deux  systèmes  conjugués  tracés  sur  la  surface  (S). 
Lorsqu'on  se  déplace  sur  une  courbe  appartenant  au  premier 
système,  les  quatre  points  de  contact  de  deux  sphères  consécu- 
tives avec  l'enveloppe  sont  dans  un  même  plan;  si  l'on  se  déplace 
au  contraire  sur  une  courbe  du  second  système,  les  quatre  plans 
de  contact  de  deux  sphères  consécutives  vont  concourir  en  un 
même  point.  Ces  deux  systèmes  conjugués  sont,  en  général, 
distincts;  mais  ils  peuvent  devenir  identiques.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  évidemment,  lorsque  les  points  de  la  surface  sont 
définis  par  deux  variables  quelconques  a  et  j3,  que  l'équation 
linéaire  de  la  forme  (8),  dont  les  coefficients  sontdéterminés  par  la 
condition  qu'elle  admette  les  solutions  particulières  i,  x,y,  s,  R, 
admette  aussi  la  solution  particulière 

x%  -+-  JK2  -+-  -s2 —  R2. 

Nous  reviendrons  sur  cette  condition;  lorsqu'elle  sera  remplie,  on 
pourra  ramener  l'équation  linéaire  à  la  forme  normale 

dp  dpt  dp  opi 

a  et  p,  seront  les  paramètres  du  système  conjugué  tracé  sur  (S),  et 
l'équation  précédente  devra  admettre  les  cinq  solutions 

x,    y,     z,     R,     x"-  -+- y"-  -+-  z2 — R2. 

Si  l'on  y  substitue  x2-\-y2-+-z2 —  R2,  en  tenant  compte  de  ce 
fait  que  x,  y,  z,  R  sont  déjà  des  solutions  particulières,  on  trou- 
vera la  relation 

,'  dx   dx         dy  dy         dz    dz         dR  dR 

dp    dpi         dp    dpi        dp  dp  y         dp    dp, 

que  nous  allons  interpréter  géométriquement. 

Soient  {fi g.  34)  M  le  centre  de  l'une  des  sphères,  A  et  B  les 


34o 
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points  de  contact  de  cette  sphère  avec  l'enveloppe,  C  et  D  les 
points  focaux  de  la  droite  CD  d'intersection  des  plans  tangents 
en  A  et  B.  Nous  allons  montrer  que  les  plans  focaux  de  la 
droite  AB  passent  respectivement  par  G  et  par  D. 


Fis.  M 


Nous  avons  vu  que  les  plans  focaux  de  AB  sont  représentés  par 
les  deux  équations  (23).  Considérons  celui  qui  est  représenté  par 
l'équation  suivante  : 


(X-ar) 


dx 
1$ 


dy 


dz 


(^-y)-£  +  (z-*)^+R 


dp 


~d~p 


Les  points  focaux  de  CD  sont  représentés  de  même  en  coor- 
données tangentielles  par  les  équations  (26);  celui  qui  est  défini 
par  la  seconde  aura  pour  coordonnées 


d     /  x 
dp',  l  H 


à 
dpi 


do. 


_d_ 
dp. 


d 
do. 


d 
dp. 


R/ 


ou,  en  réduisant, 


R 

~dR~ 

dx 
dpi 

y  — 

R 
~d~R~ 

dy                   R      dz 
àp{                  àR    àPi 

à?i 

dpi 

dpi 

Si  l'on  exprime  que  ce  point  est  dans  le  plan  focal  précédent,, 
on  retrouve  précisément  l'équation  (28). 

Il  est  donc  établi  que  les  plans  focaux  de  AB  passent  par  les 
points  C  et  D;  et,  comme  ils  sont  respectivement  perpendiculaires 
aux  deux  tangentes  conjuguées  MC,  MD,  le  point  O  où  AB  coupe 


LES    CONGRUENCES    DE   CERCLES  ET    LES    SYSTÈMES   CYCLIQUES.  34 1 

le  plan  tangent  en  M  sera  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  MGD.  De  plus,  d'après  un  théorème  de  Géométrie  élé- 
mentaire, les  deux  angles  GA.M,  DAM  étant  droits,  il  en  sera  de 
même  de  l'angle  CAD. 

Les  développables  de  AB  correspondent  à  celles  de  CD,  puisque 
les  unes  et  les  autres  correspondent  aux  courbes  du  système  con- 
jugué tracé  sur  (S);  et,  de  plus,  les  pians  focaux  de  AB  con- 
tiennent les  points  focaux  de  CD.  Donc  (n°  424)  les  tangentes  AC 
et  AD  seront  conjuguées  par  rapport  à  la  nappe  décrite  par  le 
point  A;  et,  comme  elles  sont  rectangulaires,  elles  seront  tan- 
gentes en  A  aux  lignes  de  courbure  de  la  nappe  décrite  par  le 
point  A.  Comme  on  peut  répéter  le  raisonnement  pour  la  nappe 
décrite  par  le  point  B,  on  voit  que  les  développables  de  la  con- 
gruence  formée  par  la  droite  AB  intercepteront  sur  les  deux 
nappes  de  l'enveloppe  leurs  lignes  de  courbure.  Si  l'on  considère 
les  droites  MA  comme  des  rayons  incidents  qui  se  réfléchissent  sur 
la  surface  des  centres  (S)  suivant  les  rayons  MB,  on  retrouve  les 
systèmes  étudiés  par  Dupin  (ne  459),  dans  lesquels  les  dévelop- 
pables formées  par  les  rayons  incidents  se  conservent  après  la 
réflexion.  Ces  développables  découpent  sur  la  surface  des  centres 
le  système  conjugué  que  nous  avons  considéré  au  n°  453. 

Réciproquement,  supposons  que  les  lignes  de  courbure  de  la 
nappe  décrite  par  le  point  A  correspondent  à  celles  de  la  nappe 
normale  aux  rayons  réfléchis.  D'après  la  démonstration  du  n°  451, 
les  tangentes  en  A  et  en  B  aux  lignes  de  courbure  se  couperont  en 
des  points  C  et  D  situés  nécessairement  dans  le  plan  tangent  en  M, 
et  les  plans  focaux  de  la  droite  AB  seront  les  plans  ACB,  ADB. 

Donc  (n"  423)  G  et  D  seront  les  points  focaux  de  la  droite  CD. 
Les  deux  systèmes  conjugués  tracés  sur  (S)  deviendront  iden- 
tiques, puisque  les  deux  paires  de  tangentes  conjuguées  relatives 
à  ces  deux  systèmes  se  confondent  en  une  seule,  formée  des 
droites  MC,  MD. 

476.  Les  relations  géométriques  se  présentent  maintenant  en 
grand  nombre.  On  voit  que,  lorsque  le  point  xA  décrit  une  ligne 
de  courbure  de  la  nappe  correspondante,  toutes  les  droites  A  M, 
AC,  AD,  BC,  BD,  CD,  AB,  BxM,  CM,  DM  décrivent  en  même 
temps   des  développables.  Il  y  a    trois   paires   de   tangentes  con- 
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j liguées  :  MC  et  MD  pour  la  surface  décrite  par  le  point  M; 
AG,  AD  et  BC,  BD  pour  les  surfaces  décrites  par  les  points 
AetB. 

Décrivons  des  points  CetD  comme  centres  deux  sphères  (St) 
et  (S2)  passant  par  A  et  par  B,  qui  seront  nécessairement  tan- 
gentes en  ces  points  aux  lignes  de  courbure  des  deux  nappes.  Ces 
sphères,  qui  sont  orthogonales,  se  couperont  suivant  un  cercle  (K)  ; 
ce  cercle  a  pour  axe  la  droite  CD  et  coupe  à  angle  droit  en  A  et 
en  B  la  sphère  de  centre  M.  Supposons  maintenant  que  le  point  M 
se  déplace  de  telle  manière  que  le  point  A,  par  exemple,  décrive 
la  ligne  de  courbure  dont  la  tangente  est  AD.  La  sphère  (S<)  de 
centre  C  enveloppera  une  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires 
et  la  touchera  suivant  le  cercle  (K).  En  effet,  la  sphère,  étant 
constamment  tangente  à  la  courbe  décrite  par  A,  sera  coupée  par 
la  sphère  infiniment  voisine  suivant  un  cercle  passant  en  A;  et, 
d'autre  part,  la  courbe  décrite  par  le  point  C  ayant  CD  pour 
tangente,  ce  cercle  aura  pour  axe  la  droite  CD.  Il  coïncidera  donc 
avec  le  cercle  (K). 

Si  l'on  fait  maintenant  décrire  au  point  A  l'autre  ligne  de  cour- 
bure de  la  nappe  (A),  la  sphère  de  centre  D  enveloppera  une  sur- 
face à  lignes  de  courbure  circulaires,  qu'elle  touchera  aussi  suivant 
le  cercle  (K). 

Nous  obtenons  ainsi  deux  familles  distinctes  de  surfaces  alignes 
de  courbure  circulaires  se  coupant  mutuellement  à  angle  droit 
suivant  leurs  lignes  de  courbure  circulaires,  qui  sont  les  différentes 
positions  du  cercle  (K).  D'après  le  théorème  du  n°  441,  ces  deux 
familles  de  surfaces  sont  orthogonales  à  une  troisième  famille.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Toutes  les  fois  qu'une  sphère  variable  dépendante  de  deux 
paramètres  enveloppe  une  surface  sur  les  deux  nappes  de 
laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent,  le  cercle  (K.) 
qui  est  normal  à  la  sphère  variable  et  la  coupe  en  ses  deux 
points  de  contact  coupe  à  angle  droit  toute  une  famille  de 
surfaces.  A  cette  première  famille  on  peut  associer  deux  autres 
familles  orthogonales  formées  des  surfaces  à  lignes  de  cour- 
bure circulaires  obtenues  en  associant  les  positions  successives 
du  cercle  (K.)  qui  se  coupent  consécutivement. 
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-477.  La  découverte  de  ces  systèmes  triples  orthogonaux  est 
due  à  Ribaucour  (').  Ils  constituent  une  belle  généralisation 
de  celui  qui  est  formé  par  une  famille  de  surfaces  parallèles  et  les 
développables  trajectoires  orthogonales.  Ribaucour  y  a  été  conduit 
par  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  cercles  d'une  congruence  sont  normaux  à  plus 
de  deux  surfaces,  ils  sont  normaux  à  une  infinité  de  surfaces 
sur  lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  et  qui 
constituent,  par  suite,  une  des  trois  familles  d'un  système 
orthogonal. 

Pour  établir  cette  proposition,  nous  envisagerons  d'abord  les 
cercles  normaux  à  deux  surfaces  quelconques  (A)  et  (B).  On  dé- 
montre aisément  que  ces  cercles  forment  une  congruence.  Pour 
les  obtenir  tous,  il  suffit  de  construire  une  des  sphères  (S)  tan- 
gentes à  (A)  et  à  (B)  :  le  cercle  qui  passe  par  les  points  de  contact 
de  celte  sphère  avec  (A)  et  (B)  en  coupant  la  sphère  à  angle  droit 
est  l'un  des  cercles  cherchés.  La  surface  (2)  qui  contient  les 
centres  des  sphères  (S)  a  été  considérée  par  Gergonne;  elle  est  le 
lieu  des  poinls  d'où  l'on  peut  mener  aux  deux  surfaces  (A)  et  (B) 
des  normales  de  longueur  égale.  Si  des  rayons  lumineux  normaux 
à  (A)  et  partant  de  (A)  se  réfléchissent  sur  la  surface  (S),  ils  de- 
viendront, après  la  réflexion,  normaux  à  (B),  et  le  chemin  total 
parcouru  par  la  lumière  sera  le  même  que  s'ils  étaient  partis 
des  différents  points  de  (B). 

Cela  posé,  soit 

(29)  2_j  uixi  ~  ° 

1 

l'équation  en  coordonnées  pentasphériques  de  l'une  des  sphères 
(S).  Les  quantités  ut  dépendent  de  deux  paramètres  variables  a 
et  jS,  et  l'on  obtiendra  les  points  de  contact  de  la  sphère  avec  les 


(  '  )  A.  Ribaucour,  Sur  la  déformation  des  surfaces  (  Comptes  rendus, 
t.  70,  p.  33o;  1870).  Sur  les  systèmes  cycliques  (Même  Recueil,  t.  76,  p.  478;  1870). 
Sur  les  faisceaux  de  cercles  (Même  Recueil  et  même  Tome,  p.  83o). 
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deux  nappes  (A)  et  (B)  de  l'enveloppe  en   joignant  à  l'équation 
précédente  ses  deux  dérivées  par  rapport  à  a  et  à  [3 

.„  .  v^  dl'i  V  du' 

(3o)  z&r*t=to>     2ii?*i=0- 

Ces  deux  équations  représentent  un  cercle  qui  passe  par  les 
points  de  contact  de  la  sphère.  Mais,  si  l'on  a  multiplié  les  quan- 
tités Ui  par  une  fonction  telle  qu'on  ait  , 

(3i)  2"*  =  I' 

les  deux,  sphères  représentées  par   l'équation  (3o)    couperont   à 
angle  droit  la  sphère  (S)  en  vertu  des  relations 


2"' 


diti  v^      àiii 

=    °i  S    ui — TT 

Û'J.  —         Û<i 


qui  dérivent  de  l'équation  (3i)  (n"  153)  [1,  p.  2^2].  Par  suite,  les 
deux  équations  (3o)  représenteront  tous  les  cercles  (R)  nor- 
maux aux  deux  surf  aces  [\.)  et  (B). 

Supposons  maintenant  que  ces  cercles  soient  normaux  à  une 
troisième  surface  (G).  En  raisonnant  sur  les  deux  surfaces  (A) 
et  (G)  comme  nous  l'avons  fait  avec  (A)  et  (B),  on  sera  conduit 
à  des  équations  nouvelles  pour  les  cercles  (R).  Si  l'équation 

(3a)  2_lvtXi=  o 

représente  les  sphères  tangentes  à  (A)  et  à  (C),  et  si  l'on  a  choisi 
les  fonctions  vt  de  telle  manière  qu'on  ait 

le  cercle  (R)  sera  encore  défini  par  les  équations 

2àHxt=°>     2^<=°' 

qui  devront  être  équivalentes    aux  précédentes   (3o).    Il    faudra 
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donc  qu'on  ait 

,,,,,.  àvi  du,-  du,-  dVi  dut  du,- 

d-x  àx  dp  àft  àx  à$ 

pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i.  En  éliminant  (7,  on  sera  con- 
duit à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  suivante  : 

, ....  .  a-il,-  d-iii        ^à^Ui       r^àut       „duf 

Ca2  dx  dp  dp*  da  d$ 

qui  devra  être  vérifiée  par  les  cinq  quantités  ut. 

Mous  avons,  au  Livre  II  [I,  p.  227],  introduit  la  notation  des  six 
coordonnées  de  la  sphère.  Il  suffit  de  joindre  aux  cinq  quantités  m 
qui  figurent  dans  l'équation  de  la  sphère  la  sixième  uG  qui  est 
définie  par  la  relation  identique 

s 
(35)  2^u'i  =  —  u\. 

1 

Ici  cette  sixième  coordonnée  sera  égale  à  rb  i,  d'après  la  rela- 
tion (3i  )  et,  par  suite,  elle  sera  aussi  une  solution  de  l'équa- 
tion (34).  Nons  pouvons  donc  interpréter  comme  il  suit  la  condition 
trouvée.  Les  six  coordonnées  de  la  sphère  (S)  doivent  satisfaire 
à  une  même  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Cette  propriété  a  lieu,  en  effet,  lorsque  la  sixième  coordonnée  est 
réduite  à  une  constante,  et  elle  subsiste  évidemment  quand  on 
multiplie  toutes  les  coordonnées  par  une  fonction  quelconque  de  a 
et  de  [i. 

Il  est  aisé  maintenant  de  reconnaître  que  la  condition  précé- 
dente, qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante.  En  effet,  si  l'on 
désigne  par  x,  y,  z  les  coordonnées  cartésiennes  du  centre  de  (S) 
et  par  R  son  ravon,  on  déduira  facilement  des  développements 
donnés  au  Cliapitre  VI  [I,  p.  2Ô5]  que  les  six  coordonnées  de 
la  sphère  sont  des  fonctions  linéaires  de 

a,     \x,     Xjk,     X*,     XR,     X(a?2+jK2  +  -s2— R2), 

A  étant  un  facteur  de  proportionnalité.  Si  on  le  réduit  à  l'unité, 
on  reconnaît  que 

1,     x,    y,     z,     R,     x2 -t-  jk2 -+-  -s2 — R2 
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doivent  satisfaire  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles.  On  retrouve  ainsi  la  condition  qui  nous  a  servi  de  point 
de  départ  et,  par  suite,  le  théorème  de  Ribaucour  est  complète- 
ment établi. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  des  cercles  sont  normaux  à 
deux  surfaces  et  si  chacun  d'eux  est  rencontré  en  deux  points 
par  un  des  cercles  infiniment  voisins,  tous  ces  cercles  sont 
normaux  à  une  famille  de  surfaces. 

478.  Les  systèmes  que  nous  venons  d'étudier,  et  auxquels 
Ribaucour  a  donné  le  nom  de  systèmes  cycliques,  jouent  le 
rôle  le  plus  important  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure 
constante.  Pour  le  moment,  nous  allons  rechercher  comment  on 
peut  effectivement  obtenir  de  tels  systèmes,  c'est-à-dire,  d'après 
les  propositions  précédentes,  des  enveloppes  de  sphères  pour 
lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes. 

Nous  nous  donnerons  d'abord  la  surface  (S)  décrite  par  les 
centres  des  sphères,  et  nous  chercherons  à  déterminer  le  rayon  R 
des  sphères  de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  énoncée.  Gela 
revient  à  déterminer  les  rayons  incidents  qui  se  réfléchissent 
sur  (S)  et  dont  les  développables  sont  conservées  par  la  réflexion. 

Soient  a  et  [3  les  paramètres,  d'ailleurs  quelconques,  qui  fixent 
la  position  du  point  (x,  y,  z)  sur  (2).  11  faudra  exprimer  qu'il 
existe  une  équation  de  la  forme  (34)  admettant  les  cinq  solutions 

x,    y,     z,     R,     x^-î-yZ-h  z'2 — R2. 

Désignons  par  la  notation 

(36)  DaP_("l,    «2,    «3,    «4,    «5,    U&) 

le  déterminant  formé  avec  six  fonctions,  leurs  dérivées  premières 
et  leurs  dérivées  secondes;  on  voit  que  R  devra  satisfaire  à 
l'équation  du  second  ordre 

(37)  Dap(;r,  y,  z,  i,  R,  x9--h,y^-+-  z*-  —  R*)  =  o. 
En  posant,  pour  abréger, 

(38)  dxï-±dy*-+dz*-=  Kdtf+iV  d%d$-^  G  dp, 
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on  ramènera  aisément  l'équation  précédente  à  la  forme 
E 


>47 


/dR\» 

F 

dR  dR 

/dR\2 

■U; 

_  da  "c^" 

G 

~Uv 

o 

0 

d*x 

d2.r 

d2ar 

dx 

d;r 

da2 

dadp 

d^2" 

àx 

dj3 

da2 

d25 

da2 

d2R 

da 


Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  a  et  (3  soient  les  coordonnées 
rectangulaires  a?  ety,  on  trouvera,  après  quelques  réductions, 


(39) 


(l  -H/)2  —  p'2)(st'—  ts') 

—  (Pq—P'q').(rt'—  tr')-h(i-h  q"2-—  q'*)(rs'—sr')  =  o, 


les  lettres/?,   </,   /•,   5,   t  désignant  les  dérivées  de  z  et  les  lettres 
accentuées  celles  de  R. 

Cette  équation  du  second  ordre  est  celle  que  nous  avons  intégrée 
dans  le  Chapitre  précédent  lorsque  la  surface  (S)  est  du  second 
degré.  On  en  connaît,  pour  toute  surface,  des  solutions  particu- 
lières, qui  correspondent  au  cas  où  la  sphère  mobile  ayant  son 
centre  sur  (2)  couperait  sous  un  angle  constant  une  sphère  fixe. 
Dans  ce  cas,  en  effet,  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe  (n°  172)  [I,  p.  809];  et,  du  reste, 
le  déterminant  (3^)  est  évidemment  nul,  puisqu'il  y  a  alors  une 
relation  linéaire  entre  les  six  fonctions  avec  lesquelles  il  a  été 
formé. 

■479.  Prenons,  par  exemple, 


Alors,  si  l'on  considère  des  rayons  incidents  parallèles  à  l'axe 
des  z  et  qui  se  réfractent  en  rencontrant  la  surface  (S),  l'anlicaus- 
tiqae  normale  aux  rayons  réfractés  sera  (n°  450)  l'enveloppe  de 
toutes  les  sphères  dont  les  rayons  sont  définis,  en  chaque  point  de 
la  surface,  par  la  formule  précédente,  pourvu  que  la  constante  n 
soit  égale  à  l'indice  de  réfraction.   Cette   enveloppe   se  composera 
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de  deux  nappes  qui  correspondront  à  des  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  de  l'indice  de  réfraction.  Comme  la  valeur  précédente 
de  R  satisfait  à  l'équation  (3g),  les  lignes  de  courbure  se  corres- 
pondront sur  les  deux  nappes  de  l'enveloppe,  et  elles  correspon- 
dront à  un  système  conjugué  tracé  sur  la  surface  (S). 

Soient  p  et  p(  les  paramètres  des  deux  familles  qui  composent 
ce  système  conjugué.  Nous  avons  vu  plus  haut  qu'on  aura 

dx  dx        dy   dy        dz    dz         dK  dR 

(4°) ; I-  -v-  ~r-  -+-  -r-  -^— ; -—  =  o, 

dp   opi        dp    api        dp   dp{         dp   àpx 

Si  l'on  remplace  R  par  nz1  il  viendra 

dx   dx        dy  dy        ,  ,  dz   dz 

— h  -f-  -f-  -+-  (i  —  n 2)  -—  —  =  o. 

dp    dpi         dp    dpi  dp   dpi 

Construisons  la  surface  (£')  obtenue  en  diminuant  les  coor- 
données z  de  tous  les  points  de  (S)  dans  le  rapport  de  y/ 1  —  n- 
à  i,  c'est-à-dire  la  surface  lieu  du  point 

x'  =  x,        y'=Jr,         z'=z\/i  — riK 

Le  système  (p,  pt)  sera  encore  conjugué  sur  cette  surface.  De 
plus,  l'équation  (4°)  prendra  la  forme 


=  o, 


et,  par  conséquent,  le  système  conjugué,   étant  orthogonal,    sera 
formé  des  lignes  de  courbure  de  (2').  Ainsi  : 

Les  lignes  de  courbure  des  anticaustiques  par  réfraction 
relatives  à  un  système  de  rayons  incidents,  normaux  \à  un 
plan  (P),  qui  se  réfractent  sur  une  surface  (S),  correspondent 
aux  lignes  de  courbure  de  la  surf  ace  (S;)  obtenue  en  diminuant 
les  ordonnées  normales  à(V)  des  différents  points  de  (S)  dans  le 
rapport  de  \/  i  —  n-  à  i . 

Cette  proposition,  qui  est  équivalente  à  celle  que  nous  avons 
donnée  [I,  p.  3i4],  fera  connaître  les  lignes  de  courbure  des 
anticaustiques  dans  un  grand  nombre  de  cas  et,  en  particulier, 
lorsque  la  surface  (S)  sera  du  second  degré. 


dx' 

dx' 

ày' 

ày' 

dz' 

dz' 

dp 

d?l 

-t- 

dp 

dpi 

1 

dp 

dpi 

LES    CONGRUENCES    DE    CERCLES   ET    LES   SYSTÈMES   CYCLIQUES.  349 

480.  Nous  donnerons  ici  une  règle  commode  pour  déterminer, 
dans  le  cas  ]e  plus  général,  les  équations  tangentielles  de  ces  anti- 
caustiques. 

Désignons  par  x,y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
dirimante  (S).  Soit 

(40  clx  -+-  by  -+-  cz  -+-  o  =  o 

l'équation  du  plan  normal  aux  rayons  incidents.  De  chaque  point 
de  (S)  comme  centre,  avec  le  rayon 

ax  -4-  by  -4-  cz  -f- o 

R  =  n — ? 

V/a2-f-  b--±-  c2 

il  faudra  décrire  une  sphère  dont  l'enveloppe  donnera  l'anti- 
caustique  (A').  On  peut  toujours  supposer,  pour  simplifier,  que 
l'équation  du  plan  a  été  multipliée  par  une  constante  convenable, 
et  qu'on  a 


(4a)  n  =  \/ a-  -r-  b2  -4-  c2 , 

ce  qui  donne,  pour  le  rayon  R,  la  valeur 

(43)  R  =  ax  -4-  by  -+-  cz  -4-  0. 

L'équation  tangentielle  d'une  sphère  de  centre  (x,y,   z)  et  de 
rayon  R  est 

ux  -r-  vy  -4-  w z  -t- p  -t-  R  \/u2-\-  P2-j-  cv2  =  o. 
Remplaçons  R  par  sa  valeur  et  supposons 

(44)  it*  h-  p*  -*-  «p»  =  1  ; 

nous  aurons  à  prendre  l'enveloppe  des  sphères  représentées  par 
l'équation 

(45)  (u  -h  a)x  -^-  (ç>  -h  b  )y  -+-  (w  -h  c)z  -\-p  -h  8  —  o, 

quand  le  point  (#,  y,  5)  décrit  la  surface  (S).  Le  résultat  est 
évident;  nous  trouverons  l'équation  tangentielle  de  la  surface  dans 
laquelle  on  aurait  remplacé  u,  c,  cp,  p,  par  u  -\-a,  v>  +  ô,  pp  +  c, 
/?  +  0.  Ainsi  : 

Pour    obtenir    L'équation  de    V anticaustique    relative    aux 
rayons  incidents    qui  sont  normaux   au  plan  représenté  par 
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l'équation  (4 1  ),  on  cherchera  l'équation  tangentielle  homogène 

/(«,  v,  w,p)=  o 
de  la  surface  dirimante .    Celle  de  V anticaustique  sera  alors 

f(u  h-  a,  v  -+-  b,  (v  -+-  c,  p  -+-  8)  =  o, 
u,  c,  iv  étant  supposés  maintenant  liés  par  l'équation 


v--\-  W-  =  I. 


Considérons,  par  exemple,  une  surface  à  cenlre  du  second  degré, 
rapportée  à  ses  axes  de  symétrie.  Son  équation  sera 

(46)  p-  =  A  u--+-  h  p2-h  C  tv2, 

et,  par  conséquent,  celle  de  l'anticaustique  (A)  deviendra 

(47)  Q°  +  s)8  =  A(«.  +  fl)HB(('  +  êp+G(»  +  c)2. 
Cette  équation  développée  est  de  la  forme 

(48)  (p  -+-  o)2  =  a«2+  fi^-h  yw!+  o,*' u  -+-  i$' v  -+-  o.y'  w, 

déjà  considérée  au  n°  457.  Elle  représente,  avec  des  axes  conve- 
nablement choisis,  la  surface  la  plus  générale  définie  par  la  con- 
dition Nêtre  corrélative  d'une  surface  du  quatrième  ordre  à 
conique  double  et  d'admettre  elle-même  comme  conique  double 
le  cercle  de  V infini. 

Réciproquement,  il  est  possible  de  démontrer  qu'une  surface 
de  cette  définition  peut  être  considérée  comme  une  anticaustique 
relativement  à  quatre  surfaces  différentes  du  second  degré.  Si 
l'on  identifie,  en  effet,  les  équations  (47)  et  (4^),  on  sera  conduit 
à  la  relation 

(a  —  A)u2-f-(f3  —  B)p2+(y  —  C)w2 

-H  a(«'—  ka)u  -hr  a(p'—  B6>  -+-  2(y'—  Gc)vc  —  A  a2  —  B62  —  Cc2=  o. 

Elle  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

a'=Aa,         [3'=B6,         y'=  Cc> 

a  —  A  =  X,         p  — B  =  X,         y  —  G  =  X, 
X  =Aa2  +  Bé2+  Ce2. 
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Ou  obtient  ainsi 

A  =  x  — X,  B  =  p  —  X,  C  =  y  — X; 

i 


a-X'  --p_X'  ^-*T_X' 

/(x)  =  x-^-^__i^=o. 

L'équation  en  \  fera  connaître  quatre  valeurs  différentes  de 
cette  inconnue,  auxquelles  correspondront  quatre  surfaces  diffé- 
rentes du  second  degré.  Ces  surfaces  seront  homofocales;  l'indice 
relatif  à  cliaque  réfraction  aura  pour  valeur 

(49)  ti  =  /i-/'(X); 

et,  par  suite,  la  réfraction  ne  se  changera  en  une  réflexion  que 
dans  le  cas  exceptionnel  où  l'équation  en  X  aurait  une  racine 
double  («). 

481.  Dans  les  applications  précédentes,  nous  avons  considéré 
comme  donnée  la  surface  des  centres  (S),  et  nous  avons  cherché 
le  rayon  R,  c'est-à-dire  nous  avons  déterminé  les  rayons  incidents. 
Donnons-nous  main  tenant  les  rayons  incidents,  qui  seront  normaux 
à  une  surface  (A),  et  proposons-nous  de  déterminer  les  surfaces  (S) 
sur  lesquelles  on  peut  faire  réfléchir  ces  rayons  de  telle  ma- 
nière que  les  développables  soient  conservées  par  la  réflexion. 
D'après   le  théorème  de  Dupin,  ce  problème  peut  s'énoncer  ainsi: 

Etant  donnée  la  surface  (A),  détermine?*  toutes  les  sur- 
faces (S)  sur  lesquelles  les  développables  formées  par  les  nor- 
males de  (A)  découpent  un  réseau  conjugué. 

Soient  #,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (A),  c,  c',  c"  les 
cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point.  Rapportons  la  sur- 


(*)  Consulter  à  ce  sujet  : 

Laguerre,  Sur  la  transformation  par  directions  réciproques  (  Comptes 
rendus,  t.  92,  p.  71;  1881). 

Darboux,  Détermination  des  lignes  de  courbure  de  toutes  les  sur/aces  de 
quatrième  classe,  corrélatives  des  cyclides,  qui  admettent  le  cercle  de  l'infini 
comme  ligne  double  (même  Recueil  et  même  Tome,  p.  29). 

Voir  aussi  un  Mémoire  récemment  paru  dans  le  Tome  LUI  des  Mémoires  de 
'-'Académie  des  Sciences  où  j'étudie  avec  le  plus  grand  détail  les  propriétés 
essentielles  des  surfaces  précédentes,  auxquelles  je  propose  de  donner  le  nom  de 
para  cyclides. 
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face  au  système  de  coordonnées  (o,  o,)  formé  par  les  lignes  de 
courbure.  Nous  aurons  les  équations  d'Olinde  Rodrigues 

...      dx  de  dy  de'  dz  de 

(5o)     —  +    R  —   =  o,  —  -+-  R— -  =  o,  —  -H  R-r- -  =  o, 

dp  dp  dp  dp  dp  dp 

,  „  N      due        n    de                     dy        _,    de'                     dz  de" 

(5i)     - h  Ri  —  =  o,         ^-  +  R1__  =  o, hRi—  =  o, 

dpi  dpi  dpi  dpi  dpi  dpi 

où  R  et  R)  désignent  les  deux  rayons  de  courbure  principaux.  Si 
l'on  pose 

(52)  X  =  ;r-4-cR,         Y=j  +  c'R,         Z=z-hc"R, 

X,  Y,  Z  seront  les  coordonnées  de  l'un  des  centres  de  courbure 
et  devront  être  des  solutions  particulières  d'une   équation  de  la 

forme 

d*Q  d%        n  oO 

(53)  — r h«r+B— =  o, 

dp  dpi  dp  dpi 

qu'on  obtiendrait  en  éliminant  x  et  c  entre  les  trois  premières 
équations  des  groupes  (5o),  (5i)  et  (52),  mais  qu'il  est  inutile  de 
former;  on  reconnaît  immédiatement  que  sa  solution  générale 
s'obtiendra  en  prenant  les  valeurs  les  plus  générales  de  X,  tx  satis- 
faisant aux  deux  équations 

d\        ^  du  à~k        _     du 

(54)  — -+-R-f  =  o,  _+R      '     =0, 

dp  dp  Opi  dpi 

et  en  les  portant  dans  la  suivante  : 

(55)  6=X+[j.R. 

Cette  remarque  nous  donne  la  solution  de  la  question  proposée. 
Nous  avons  vu,  en  effet  (n°  418),  comment  on  détermine  toutes  les 
surfaces  (S)  qui  sont  coupées  suivant  des  courbes  conjuguées  par 
les  développables  d'une  congruence,  lorsque  l'on  connaît  une  des 
surfaces  focales  de  la  congruence  et  le  système  conjugué  tracé 
sur  cette  surface.  Appliquons  cette  solution  générale  à  la  con- 
gruence formée  par  les  normales  de  la  surface  (A).  Les  coor- 
données homogènes  du  centre  de  courbure  étant  X,  Y,  "Z,  i,  on 
aura  ici,  en  appliquant  les  formules  (5)  [p.  236], 

dp-  dp  dp  dp  dp  dp 

.    T    :  d% 
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9  étant  la  solution  la  plus  générale  de  l'équation  (53)  et  X0,  Y0, 
Z0,  T0  désignant  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  la  sur- 
face cherchée  (S).  Si  l'on  remplace  X,  Y,  Z,  9  parleurs  valeurs 
déduites  des  formules  (5a)  et  (55),  on  trouve  ainsi 

(56)  Xi  =  a7  —  c-,  Yl  =  y-c'-,  Zi  =  z  —  c"-, 

{*■{*■[* 

X,,  Y,,  Z,  désignant  maintenant  les  coordonnées  rectangulaires 
du  point  cherché  et  A,  pt.  les  solutions  les  plus  générales  du  sys- 
tème (54). 

On  voit  que  tout  se  ramène  à  l'intégration  de  ce  système  (54). 
On  en  connaît  déjà  des  solutions  particulières 

X  =  se,         [i  =  c;         X  =y,         fi.  =  c';         X  =  z,         \l  =  c"  ; 

X  =  x2-+- y^-\-  z-,         fJL  =  icx  -+-  ic'y  -+-  ic"z. 

Par  suite,  si  l'on  élimine  X  entre  les  deux  équations  (54),  on 
sera  conduit  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  suivante  : 

£("£)-*(»«£)- 

qui,  devant  admettre  les  solutions  particulières  c,  c',  c",  sera  néces- 
sairement V équation  tangentielle  relative  au  système  conjugué 
formé  par  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  (A). 

Nous  avons  vu  (n°  162)  que  l'intégration  de  cette  équation 
équivaut  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  ayant  même 
représentation  sphérique  de  leurs  lignes  de  courbure  que  (A). 

La  sphère  qui  est  normale  au  rayon  incident  et  au  rayon  réfléchi 
a  son  centre  au  point  (Xn  Yt,  Z,  )  et  elle  touche  la  surface  (A) 
au  point  (a?,  y,  z).  Son  équation  s'obtient  donc  sans  difficulté;  on 
peut  lui  donner  la  forme  suivante  : 

(58)  JL[(X-a7)2+(Y-.r)s  +  (Z-*)2] 

-+-  c(X  —  se) -h  c' (Y  —  y)  -f-  c"(Z  — z)  =  o. 

Pour  déterminer  les  points  où  elle  louche  son  enveloppe,  on  la 
différenciera  successivement  par  rapporta  p  et  à  p,,  ce  qui  donnera, 
D.  —  il.  a3 
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en  tenant  compte  du  système  (54),  les  deux  équations 
dp 
|P.  [(X -  xy+  (Y -?)*+• (Z  -  *)î] 


(5g) 


—  (X  —  a?) -h  —  (Y  —  jk)-+--t-(Z  —  z) 
do  '        do  v  ^  '        dp  v  7 


dp 
^L[(X-*)»+(Y-,r)»+(Z-*)t] 

qui  représentent   un   cercle   coupant  la   sphère  aux  deux  points 
cherchés. 

L'un  de  ces  deux  points  est  évidemment  le  pied  de  la  normale 

X  =  .r,         Y=jk,         Z  =  z. 

Les  plans  tangents  en  ce  point  aux  trois  sphères  représentées 
par  les  équations  (58),  (5g)  s'obtiennent  immédiatement;  ce  sont 
le  plan  tangent  et  les  deux  plans  principaux  de  la  surface  (A). 
Par  suite,  les  trois  sphères  sont  orthogonales  et  le  cercle  repré- 
senté par  les  équations  (5g)  est  celui  qui  est  normal  aux  deux 
nappes  de  V enveloppe. 

482.  Gomme  on  peut  toujours  ajouter  à  p.  une  constante  p2 
sans  que  le  système  (54)  cesse  d'être  vérifié,  on  voit  que  les  en- 
veloppes des  sphères  représentées  par  l'équation 

(60)  Ji±^l[(X-^+(Y-jK)2+(Z-^] 

1  A 

-hc(X  —  x)-hc'.(Y  —  y)-hc"(Z  —  z)  =  o 

admettront  comme  trajectoires  orthogonales  tous  les  cercles  repré- 
sentés par  les  équations  (5o,).  Nous  obtenons  ainsi  effectivement 
le  système  triple  orthogonal  dont  nous  avions  seulement  établi 
l'existence  au  n°  476;  et  les  valeurs  de  p,  p,,  p2  tirées  des  for- 
mules (59)  et  (60)  seront  les  paramètres  des  trois  familles  qui  le 
composent. 

Voici  quelques  formules  relatives  à  ce  système. 

Introduisons  la  fonction  auxiliaire  9  définie  parla  relation 

(61)  (X  —  a7)2+(Y—  r)2H-(Z—  *)»  =  ■—  2X6. 
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Les  formules  (59)  et  (60)  pourront  être  remplacées  par  le  sys- 
tème suivant  : 

c(X  —  a?)  +     c'(Y-jk)+-     c"(Z  —  *)  =8(1*  4- pi), 


(62) 


—  (X  — ^7)-+-  _-(Y—  jk)  +  — -(Z  — z)  =  e-i-, 

dp  dp  ^  dp  v  dp 

de  ,^  de'  ...  ,        àc"  .„         .        „  [da 

-— (x  — 37)  +  -— (Y  -j  +_-(z  —  5)  =  e-i- 

àpt  dpiK  dpi  dpt 


Ces  équations  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  X,  Y,  Z  et 
nous  donnent 


/   _  ft .  ,  G  d[jL  de         0    du    de 

X  — ;r  =  8(u  +  p2)c  +  -  -j-  -; 1-  ~  t-  T~> 

1  e  dp  dp         g-  dpi  dpt 

K,  «/  ,    ,        6  du  de'         6    dix   de' 

(63)  l  Y— jK  =  6(u-t-p2)c'+-  -E  —  h f--r-> 

I  e  dp    dp         £■  dpi  dpi 

!  ,       6  du  de"        0    du   de" 

Z  —  s  =Ô(u-+-p2)e  -h-  -j-  -j-  -+-  -  -r*-  -r— > 
1  l  e  dp    dp         #■  dpj  dpi 

e  et  o-  étant  les  quantités  définies  par  l'identité 

(64)  de2  4- de'2  +  de"2  =  e  df- -±- g  dp\. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  X,   Y,  Z  tirées  des  formules   (63) 
dans  l'équation  (61  ),  on  aura  la  relation 


(65) 


2  X 

-7r-+(p.+  p2)2  + 


e  \  do 


1  (Ê¥. 


qui  fera  connaître  G. 

Des  dilférentiations  nous  donneront  ensuite  les  dérivées  de  X, 
Y,   Z  par  rapport  à  p,  pM  p2.  On  trouve  ainsi 


(66)      dp-^ôdp" 


(67) 


de 

X  — x  -+-  À— — 
d|j. 


de 
dp,         0   dpi  I  du 


dX 


1*  -I-  P2 
À 


1        6  dpi  I 

X  —  X  H 

u"+-  P2J 


dpi  _ 


et  des  formules  analogues  pour  les  dérivées  de  Y  et  de  Z.  Ces 
valeurs  permettent  de  vérifier  aisément  les  relations  d'orthogo- 
nalité.  On  en  déduit,   pour  l'élément  linéaire  relatif  au  système 
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orthogonal,  la  formule 


(68)  ds*  =  6*  dp\  -+-      —f-    J  e  rf?'- 


où  il  faudra  remplacer  6  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (65). 

Lorsqu'on  donnera  à  p2  différentes  valeurs  constantes,  on  aura 
les  différentes  surfaces  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  représentés  par  les  équations  (5g).  La  surface  (A)  corres- 
pond à  l'hypothèse  p2  =ac.  Il  résulte  d'ailleurs  de  la  forme  des 
expressions  de  X,  Y,  Z,  9  par  rapport  à  p2  que  quatre  trajectoires 
orthogonales  fixes  couperont  chaque  cercle  en  quatre  points  dont 
le  rapport  anharmonique  sera  constant.  Ribaucour  a  beaucoup 
insisté  sur  cette  propriété  et  en  a  déduit  différentes  conséquences. 

Si  l'on  prend  pour  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  une 
des  surfaces  les  valeurs  y,  y',  y"  définies,  en  grandeur  et  en  signe, 
par  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(69)  y  =  c-+-(X  —  x)[X       PS  •••, 


les  rayons  de  courbure  principaux:  R',   R'j    de  la  surface  seront 
définis  par  les  relations  élégantes 

Si  l'on  se  reporte  à  la  figure  34  en  supposant  que  x,y,  z  soient 
les  coordonnées  du  point  A,  on  déterminera  aisément  tous  les 
éléments  de  la  figure.  Les  coordonnées  de  M  et  de  B  seront 
données  par  les  formules  (56)  et  (63)  ;  celles  de  C  et  de  D  par  les 

suivantes  : 

de  dx 

Xc  =  X  —  A  — —    =  X  —  A  ~-, 

d  u.  dk 


(7«; 


dp  dp 

de  dx 

->    <*Pi  -s    àpi 

À  -^—  =x  —  k-±- 

OfJL  àk 

dpi  dpi 


auxquelles  on  ajoutera  les  valeurs  analogues  pour  Y  et  Z. 
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La  détermination  des  systèmes  orthogonaux  précédents  repose 
sur  l'intégration  du  système  (54)-  Si  l'on  prenait  pour  A  et  fj.  les 
combinaisons  linéaires  suivantes  : 

X  =  hx  -+-  ky-\-  Iz  -+-  m  -+-     n(x*  -:-  y2  ■+■  z*), 
fi.  =  lie  -+-  Âc'-f-  le" -+-  p2 -+-  i  n(cx  -+-  c'y  -+-  c"z) 

des  solutions  signalées  plus  haut,  on  retrouverait  le  cas  particulier 
déjà  étudié  [I,  p.  3io  et  suiv.],  dans  lequel  les  cercles  de  la  con- 
gruence  sont  normaux  deux  fois  à  une  sphère  ou  à  un  plan.  La 
détermination  complète  des  systèmes  orthogonaux  correspondants 
exige  seulement  l'intégration  de  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  sur  la  surface  proposée. 

483.  La  proposition  fondamentale,  d'après  laquelle  six  coor- 
données de  la  sphère  qui  enveloppe  une  surface  sur  les  deux 
nappes  de  laquelle  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  satis- 
font à  une  même  équation  linéaire  du  second  ordre,  peut  recevoir 
un  grand  nombre  d'applications.  Nous  verrons,  par  exemple,  que, 
lorsque  les  six  coordonnées  satisfont  à  l'équation  élémentaire 

d'-z 


d%  d$ 


la  sphère  enveloppe  la  surface  la  plus  générale  ayant  ses  lignes  de 
courbure  sphériques  dans  les  deux  systèmes  ;  de  sorte  que  la  déter- 
mination de  toute  surface  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans 
les  deux  systèmes  se  ramène  à  celle  de  six  fonctions  A,  de  a  et  de 
six  fonctions  B,  de  (3  vérifiant  l'identité 

g 
2(A*—  B;)2=o. 
1 

On  obtiendra  de  même  toutes  les  surfaces  à  lignes  de  courbure 
sphériques  dans  un  seul  système  en  déterminant  toutes  les  sphères 
dont  les  six  coordonnées  satisfont  à  une  équation  linéaire  dont  un 
des  invariants  est  égal  à  zéro.  Nous  nous  contenterons  maintenant 
de  ces  indications  ;  et  nous  terminerons  ce  Chapitre,  ainsi  que  le 
Livre  destiné  aux  congruences,  en  remarquant  que  l'on  peut 
étendre  la  proposition  précédente  aux  congruences  reclilignes. 
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Soient  (G)  une  congruence  de  droites,  (S)  et  (S,)  les  deux 
nappes  de  sa  surface  focale;  chaque  droite  de  la  congruence, 
touchant  en  un  point  la  nappe  (S)  et  en  un  point  la  surface  (S,), 
établit  ainsi  une  correspondance  point  par  point  entre  ces  deux 
nappes.  Les  lignes  asjmptotiques  de  (S)  ne  correspondent  pas,  en 
général,  à  celles  de  (S,).  Mais,  si  l'on  emploie  la  transformation 
de  S.  Lie  en  l'appliquant  à  la  proposition  que  nous  avons  étudiée 
relativement  aux  enveloppes  de  sphères,  on  est  immédiatement 
conduit  au  résultat  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  lignes 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  (2),  (S,) 
est  que  les  six  coordonnées  de  chaque  droite  de  la  congruence, 
qui  sont  fonctions  de  deux  paramètres  variables,  vérifient  une 
même  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre. 

Appliquons  cette  proposition  aux  congruences  de  normales;  x, 
y,  z  désignant  les  coordonnées  du  pied  de  la  normale,  les  six  coor- 
données de  la  normale  sont 

—  x  —  pz,     y  +  qz,     py  —  qx,      —q,      —  p,      I, 

p  et  q  désignant  les  dérivées  de  z.  Prenons,  par  exemple,  xely 
comme  variables  indépendantes;  la  condition  pour  que  les  lignes 
asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  surface 
des  centres  est 

Dxy(x-{-pz,y-hqz,  py—qx,p,q,\)  =  o, 

Dxy.  étant  le  symbole  opératoire  défini  au  n°  478. 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  est 
celle  des  surfaces  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  fonctions  Vun  de  V autre. 
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LIVRE    V. 

DES    LIGNES  TRACÉES  SUR  LES  SURFACES. 


CHAPITRE  I. 

FORMULES    GÉNÉRALES. 

Définition  d'un  trièdre  trirectangle  (  T)  lié  à  chaque  élément  de  la  surface.  — Ap- 
plication des  formules  données  dans  le  Livre  I  relativement  aux  déplacements 
qui  dépendent  de  deux  paramètres.  —  Systèmes  de  formules  (A)  et  (B).  — 
Directions  conjuguées.  —  Lignes  asymptotiques.  —  Lignes  de  courbure;  équa- 
tion aux  rayons  de  courbure  principaux.  —  Propriété  cinématique  des  ligne 
de  courbure.  —  Formules  relatives  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  sur- 
face. —  Théorème  de  Meusnier. —  Courbure  normale;  courbure  géodésique.  — 
Éléments  du  troisième  ordre.  —  Formules  de  O.  Bonnet  et  Laguerre.  — 
Sphère  osculatrice. 


484.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  reprendre  l'étude  des 
surfaces  en  la  rattachant  directement  aux.  développements  donnés 
dans  le  Livre  I.  Nous  ferons  connaître  d'abord  différents  systèmes 
de  formules  parmi  lesquelles  se  trouvent  celles  que  l'on  doit  à 
Codazzi. 

Considérons  une  surface  quelconque;  on  peut  lier  l'étude  de 
cette  surface  à  celle  du  mouvement  d'un  système  mobile  en 
opérant  de  la  manière  suivante  : 

M  désignant  un  point  de  la  surface,  construisons  un  trièdre 
trirectangle  (T)  dont  le  sommet  soit  en  M  et  dont  l'axe  des  z  soit 
la  normale  en  M;  les  axes  des  x  et  des  y  seront,  par  suite,  situés 
dans  le  plan  tangent  à  la  surface.  Ces  axes  seront  parfaitement 
déterminés  si  l'on  connaît,  pour  chaque  position  du  point  M, 
l'angle  de  l'axe  des  x  avec  l'une  des  lignes  coordonnées,  par 
exemple  avec  la  tangente  à  la  courbe  v  =  const.  Sans  indiquer, 
pour  le  moment,  rien  de  plus  précis  relativement  à  leur  position 
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dans  le  plan  tangent,  nous  allons  montrer  comment  les  propriétés 

de  la  surface  et  des  courbes   qui  y  sont  tracées  se  déduisent  de 

l'étude  du  mouvement  du  trièdre  (T). 

Remarquons  d'abord  que,  si  l'on  conserve  toutes  les  notations 

du  Chapitre  VII  [I,    p.   88],   ce  mouvement  est  caractérisé  par 

les  équations 

Ç  =  o,         Çi  =  o, 

qui  expriment  que  la  surface  décrite  par  le  sommet  du  trièdre  est 
tangente  au  plan  des  xy. 

AJors,  les  formules  du  Livre  I  [I,  p.  89]  nous  donnent  le  système 
suivant  : 


dp 

dv 

Opi 
du 

àq 

agi 

dv 

du 

(A)  -£--£f  = 


dr         drx 
dv  du 


qi\ 

—  rqu 

dv 

du 

—  rt\u 

rpt 

—  PJ'U 

dv 

lu"-11* 

-Vu 

Pli 

—  qpu 

p-n\ 

—  y\pi+\qi 

—  q\\  =  0, 

et  il  résulte  évidemment  des  propositions  établies  au  Livre  I  qu'à 
tout  système  de  valeurs  des  quantités  p,  ...,  £,  .„.,  satisfaisant 
à  ces  équations,  correspondra  un  mouvement  parfaitement 
déterminé,  et  par  conséquent  une  seule  surface. 

Si  un  point  rapporté  au  trièdre  (T)  a  pour  coordonnées  x,y,  z, 
on  aura,  en  appliquant  les  formules  (  1  )  [I,  p.  89], 

!DX  =  dx  -t-  £  du  +^rfp  +  (y  du  -+-  qi  dv)z  —  (  /*  du  -t-  i\  dv)y, 
Dy  =  dy  -+-  t]  du -h  Trji  dv  -\-(r  du  -+-  ry  dv)x  —  (p  du  -+-  pi  dv)z, 
T)2  =  dz  -+-  (p  du  -t- pi  dv)y —  (q  du  -\-  qi  dv)x, 

pour  les  projections  de  son  déplacement  sur  les  axes  du  trièdre 
mobile,  quand  u  et  v  prendront  des  accroissements  du,  dv. 

Si  l'on  mène,  par  un  point  fixe  de  l'espace,  des  axes  parallèles 
à  ceux  du  trièdre  (T),  on  forme  un  trièdre  (T\)  pour  lequel  les 
translations  sont  nulles,  ses  rotations  étant  égales  à  celles  du 
trièdre  (T);  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  de 
coordonnées  x,  y,  z  relatives  au  trièdre  (T(  )  seront  donc  données 
de  même  par  les  formules 

I'  Dx  =  dx  -t-  (  q  du  -f-  qx  dv  )  z  —  (/*  du  -+-  ry  dv)y, 
Dy  =  dy  -+-  (r  du  -+-  /',  dv)x  —  (p  du  -+- pt  dv)z, 
Dz  =  dz  -1-  (p  du  -4-/?i  dv)y  —  {q  du  -l-  qt  dv)x. 
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Comme  les  trièdres  (T)  et  (T,)  ont  leurs  axes  parallèles,  on 
peut  dire  que  les  formules  précédentes  définissent  les  projections 
du  déplacement  sur  les  axes  du  trièdre  (T). 

•48o.  Considérons,  en  particulier,  la  surface  proposée,  qui  est 
parcourue  par  l'origine  du  trièdre  mobile;  ds  désignant  la  diffé- 
rentielle de  l'arc  de  courbe  décrit  par  cette  origine  et  to  l'angle  que 
fait  la  tangente  à  cette  courbe  avec  l'axe  des  x  du  trièdre  mobile, 
on  aura 

(i)  ds  cos w  =  £  du  ■+-  %i  dv,         ds  sinto  =  tq  du  -t-  i\i  dv. 

Ces  formules  feront  connaître  l'élément  linéaire  de  la  surface, 
qui  aura  pour  expression 

(2)  ds^=  (}  du  ■+-  g,  Jp)2+(y)  du  -+-  T)i  dv)"-. 

Imaginons  que,  par  un  point  fixe  O  de  l'espace,  on  mène  des 
droites  parallèles  aux  axes  du  trièdre  (T).  On  formera  ainsi  le 
trièdre  (T()  déjà  défini  et  dont  les  rotations  seront  les  mêmes  que 
celles  du  trièdre  (T).  Si  l'on  considère  le  point  m  à  la  distance  i 
sur  l'axe  des  z  de  ce  trièdre,  il  décrira  une  sphère  (S)  de  rayon  i; 
ce  sera  évidemment  le  point  qui  correspond  à  M  lorsqu'on  effectue 
la  représentation  sphérique  de  la  surface  proposée  sur  la  sphère  (S) 
d'après  la  règle  que  nous  avons  indiquée. 

D'ailleurs,  si  nous  appliquons  les  formules  (B')  relatives  au 
déplacement  d'un  trièdre  ayant  un  point  fixe,  nous  trouverons 
pour  les  projections  du  déplacement  du  point  m  sur  les  axes  du 
trièdre  (T\)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  sur  ceux  du  trièdre  (T), 
les  valeurs  suivantes  : 

q  du  ■+-  qx  dv,         — p  du  —  pi  dv,         o. 

Par  suite,  si  nous  désignons  par  du  l'arc  de  courbe  décrit  par 
le  point  m  et  par  9  l'angle  que  fait  cet  arc  avec  l'axe  des  x  du 
trièdre  (T),  on  aura 

(3)  da  cos 6  =  q  du  -+-  q\  dv,         a?c7sin6=  —  (p  du  4- pi  dv). 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sur  laquelle  on  effectue  la  repré- 
sentation de  la  surface  aura  donc  pour  valeur 

(4  )  cfe2  =  (p  du  -t- Pi  dv)--+-  (q  du  -+-  q\  dv)2. 
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Enfin,  l'angle  to  —  0  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  avec  sa 
représentation  sphériqiie  sera  déterminé  par  l'une  ou  l'autre  des 
deux  équations 

da  sin(o>  —  6)  =  (p  du  -\- pi  de)  cosw  -t-  (  q  du  -+-  q\  dv)  sinw, 


(5) 

(  d<7  cos( <x>  —  6)  =  (q  du  -+-  qx  dv)  cosw  —  {p  du  -+-  pi  dv)  sinco 

Ces  formules  nous  seront  très  utiles.  Nous  allons  maintenant 
résoudre  quelques-unes  des  questions  les  plus  importantes  qui  se 
présentent  dans  les  applications. 

486.  Proposons-nous  d'abord  d'établir  la  relation  qui  doit 
exister  entre  deux  tangentes  conjuguées.  Si  le  point  M  de  la  surface 
décrit  une  courbe,  on  obtiendra  la  conjuguée  de  la  tangente  à  cette 
courbe  en  prenant  l'intersection  du  plan  tangent  en  M  avec  le 
plan  tangent  au  point  infiniment  voisin  de  la  courbe;  en  d'autres 
termes,  la  conjuguée  est  la  caractéristique  du  plan  tangent  dans  le 
mouvement  du  trièdre;  elle  est  le  lieu  des  points  de  ce  plan  dont 
la  vitesse  est  dirigée  dans  le  plan.  Les  formules  (B)  donnent  les 
composantes  de  cette  vitesse;  si  l'on  écrit  que  la  composante  re- 
lative à  M;  est  nulle,  on  obtiendra  l'équation 

{p  du  -h pi  dv)y  —  {q  du  -t-  q^  dv)x  =  o, 

qui  représente  la  tangente  conjuguée.  Appelons  w'  l'angle  qu'elle 
fait  avec  l'axe  des  x  du  trièdre  (T);  x  et  y  seront  proportionnels 
à  coso/,  sinto',  et  l'équation  précédente  deviendra 

(6  )  (p  du  -\-pi  dv)  sinco'  —  (q  du  -+-  q\  dv)  cos  w'  =  o. 

Désignons  par  la  lettre  S  les  différentielles  relatives  à  un  dépla- 
cement suivant  la  direction  conjuguée;  on  aura 

8s  cos  w'=  £8it-t-iji8p,         8s  sinu>'  =  y)  ou  -t-  t)i  8v. 

En  substituant  ces  valeurs  de  sinco',  costo'  dans  l'équation  que 
nous  venons  d'obtenir,  on  trouvera 

(/>■*]  —  q\)   du  8a  -+-  (pirn  —  q\%i)  dv  6p 


(7) 

(i?"1i — q%i)duot>-{-(piri  — <7i£)  àudv  —  o 

Cette  relation  est,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  parfaitement, 
symétrique  par  rapport  aux  différentielles  d,  o;  car  les  coefficients 
de  du  ov  et  de  oudv  sont  égaux  en  vertu  de  la  dernière  des  for- 
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mules  (A).  Il  suit  de  là  que  la  relation  (6)  peut  être  aussi  écrite 
sous  la  forme  suivante  : 

(6)'  (p  ou  -\-pi  oc)  sin  w  —  (q  8«  -+-  qx  Se)  cos co  =  o. 

On  pourrait  encore  établir  comme  il  suit  la  relation  entre  deux 
tangentes  conjuguées.  On  déduit  des  formules  précédentes  (3) 

(8)      drs  cos(co' —  0 )  =  (  q  du  -+-  q\  de)  cosw' —  (p  du  -+-  pi  dv)  sino»'. 

Or,  si  les  deux  directions  définies  par  les  angles  co,  co'  sont  con- 
juguées, on  aura,  d'après  une  propriété  déjà  démontrée  [I,  p.  253], 


En  introduisant  cette  hypothèse  dans  l'équation  (8),  on  sera 
conduit  de  nouveau  à  la  relation  (6). 

•487.  Si  l'on  suppose  que  les  deux  directions  conjuguées  coïn- 
cident, il  faudra  remplacer  partout  S  par  d,  co'  par  io  ;  et  l'on  aura 
l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  sous  les  deux 
formes  suivantes  : 

,  N  (  (Pri  —  grO^"2-t-(^Tli—  9r?i-+-/,i'1  —  q£)dudv-)-(pirn— ql£l)dvz=o, 
(9)  1 

(  (p  du  -+- pi  dv)  sinco  —  {q  du  -\-  q^dv)  cosco  =  o. 

En  comparant  la  seconde  de  ces  équations  à  l'une  des  formules  (5), 
on  reconnaît  immédiatement  une  propriété  caractéristique  des 
lignes  asymptotiques;  elles  font,  en  chaque  point,  un  angle 
droit  avec  Vêlement  correspondant  de  leur  représentation 
sphérique . 

La  seconde  équation  (g)  exprime  aussi,  nous  le  verrons  plus 
loin,  que  le  plan  oscillateur  de  la  ligne  asymptotique  est  tangent  à 
la  surface. 

488.  Cherchons  maintenant  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure.  On  obtient  toutes  les  propriétés  essentielles  relatives 
à  ces  lignes  en  se  plaçant  à  des  points  de  vue  divers,  que  nous 
allons  successivement  examiner. 

On  peut  d'abord  chercher  les  déplacements  du  trièdre  mobile 
pour  lesquels  la  normale  à  la  surface,  axe  des  z  de  ce  trièdre, 
engendre  une  surface  développable. 
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Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  qu'il  existe  sur  l'axe  des  z  du 
trièdre  mobile  un  point  variable,  de  coordonnées 

x  =  o,         y  =  o,  z  =  p, 

décrivant,  dans  le  mouvement  considéré,  une  courbe  constamment 
tangente  à  cet  axe.  Or  les  projections  du  déplacement  de  ce  point, 
quand  u  et  v  prennent  les  accroissements  du,  dv,  sont,  d'après 
Jes  formules  (B), 

£  du  -+-  ci  dv  -h  (q  du  -\-  q^  dv)p, 

ï]  du  H-  ï) i  dv  —  (p  du  -+-  pi  dv)p, 
dp. 

Pour  que  la  courbe  décrite  soit  tangente  à  l'axe  des£,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  les  deux  premières  projections  soient 
nulles.  On  a  donc 

(  £  du  -+-  £i  de  -+-  p(q  du  -+-  q\  dv)  =  o, 
(  T)  du -\- -t]{  dv  —  p(p  du  -+-p\  dv)  =  o. 

Ces  deux  équations  font   connaître  à  la  fois  -y-  et    p.    Cette 

dernière  quantité  est  évidemment  le  rayon  de  courbure  principal 
correspondant  à  la  ligne  de  courbure  considérée. 

Si  l'on  élimine  p,  on  obtient  l'équation  différentielle 

(il)     (p  du  -+- pi  dv)  (^  du  -+-  £t  dv)  -f-  (q  du  -+-  qx  dv)  (tj  du  -+-  i\Y  dv)  =  o, 

qui  caractérise  les  deux  lignes  de  courbure.  On  peut  lui  donner 
la  forme  suivante  : 

(u)a  {P  du  -H/?i  dv)  cosw  -+-  (q  du  -h  qx  dv)  sinu>  =  o, 

qui,  rapprochée  des  formules  (5),  montre  que  les  tangentes  à 
une  ligne  de  courbure  et  à  son  image  sphérique  sont  parallèles. 

Si  l'on  élimine  au  contraire  -y-  >  on  obtiendra  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux 

(12)       p-(pgi—qpi)-+-p(qrll—riql  —  \Pi  -*-/>(;,)  -4-  Çtj,-^  1&  =  o. 

489.  On  retrouve  encore  les  lignes  de  courbure  en  étudiant  une 
des  questions  fondamentales  relatives  au  déplacement  du  trièdre 
(T).  Nous  avons  vu  que,  parmi  les  mouvements  infiniment  petits 
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qui  se  produisent  à  partir  d'une  position  donnée,  il  y  en  a  deux, 
réels  ou  imaginaires,  qui  se  réduisent  à  des  rotations.  La  valeur 

de  -j-  et  l'axe  de  rotation  relatifs  à  ces  mouvements  sont  définis 
dv 

par  les  équations  (10)  [I,  p.   91]   qui   se  réduisent  ici  aux  sui- 
vantes : 

I   \  du  -+-  £t  dv  -+-  (q  du  -+-  q%  dv) z  —  (/•  du  -+-  rt  dv)y  =  o, 

(i3)      \  v)  du  -r-  Yji  dv  -t-  (/-  du  -+•  /-j  dv)x  —  (p  du  -hpi  dv)  z  =  o, 

'  (p  du  -+- pv  dv)y  —  (q  du  -+-  qx  dv)x  =  o. 

On  en  déduit  d'abord  l'équation 
(p  du  -i-pi  dv)  (£  du  -+-  \i  dv)  -+■  (q  du  -+-  qx  dv)  (7)  du  -+-  Y)t  dv)  =  o, 

qui  définit  les  valeurs  de  -r-  correspondantes  aux  deux  rotations. 

Or,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'équation  différentielle  précé- 
dente est  celle  des  lignes  de  courbure. 

De  plus,  l'axe  de  rotation  relatif  à  chaque  ligne  de  courbure  va 
rencontrer  la  normale  à  la  surface  au  centre  de  courbure  corres- 
pondant. Cela  résulte  de  la  comparaison  des  formules  (10)  et  (i3). 
En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Dans  le  déplacement  du  trièdre  (T)  lié  à  la  surface,  les 
mouvements  infiniment  petits  qui  se  réduisent  à  des  rotations 
sont  toujours  réels;  ils  correspondent  à  des  déplacements  de 
V origine  qui  s'effectuent  suivant  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface.  Les  axes  qui  correspondent  à  ces  rotations  et  qui  sont 
évidemment  situés,  pour  chaque  ligne  de  courbure,  dans  le 
plan  normal  à  cette  ligne  vont  en  outre  passer  par  le  centre 
de  courbure  principal  correspondant . 

490.  Il  nous  reste  maintenant  à  étudier  les  propriétés  relatives 
à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface.  Nous  avons  déjà 
obtenu  les  formules  relatives  à  la  tangente 

ç  du  -h  \\  dv 

os  10  =  -. ) 

ds 

71  du  -+-  ï)i  dv 

in  CD    =  ; • 

ds 
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Nous  allons  maintenant  indiquer  celles  qui  concernent  la  normale 
principale. 

Nous  savons  [I,  p.  i5]  que  si,  par  un  point  fixe  de  l'espace, 
on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  de  la  courbe,  d'une  longueur 
égale  à  l'unité,  la  vitesse  de  l'extrémité  de  cette  parallèle,  en  sup- 
posant que  l'arc  de  la  courbe  soit  égal  au  temps,  sera  égale,  en 
grandeur,  à  la  courbure  -  de  la  courbe  et  aura  la  direction  et  le 
sens  de  la  normale  principale. 

Or,  si,  par  le  même  point  fixe,  on  mène  des  parallèles  aux  arêtes 
du  trièdre  mobile,  on  formera  le  nouveau  trièdre  (T,)  déjà  défini, 
dont  les  rotations  seront,  quand  on  se  déplacera  sur  la  courbe, 

p  du  -+-  pi  dv        q  du  -t-  q\  dv        r  du  -+-  rx  dv 
ds  ds  ds 

L'extrémité  de  la  parallèle  à  la  tangente  aura  pour  coordonnées 

relatives 

costo,     sina),     o. 

En  appliquant  les  formules  (B')  qui  donnent  la  projection  de  la 
vitesse  sur  les  axes  mobiles,  on  obtiendra  les  formules 

i   ds        >r 

l  —  cosç  =  —  sin  w(aco  -t-  r  du  -+•  r\  ac), 

]  ds 
(i5)        \  — cos'f]'=       coso)(«?(.o  -i-  /•  du  -+-  rt  dv), 

I  ds 

[   — cos£'"=       sin u>(p  du-hpt  dv)  —  cosw(y  du  -+  qv  dv), 

? 

£',  y)',  "CJ  désignant  les   angles  de  la  normale  principale  avec  les 
axes  des  x,  des  y  et  des  z  du  trièdre  (T.,),  ou  du  trièdre  (T). 
Ces  relations  prouvent  qu'on  peut  prendre 

(16)  cos£'  =  —  sincùsincr,         cosï]'  =  cosu  sinis,         cosÇ'=cosur; 

rn  désignera  l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  le  plan  oscilla- 
teur de  la  courbe;  et  les  formules  (i5)  pourront  être  remplacées 
par  les  deux  suivantes  : 

ds  cosnr         . 

(17)  =  sinto(/>  du  -H/>i  dv)  —  cosw(^  du  -4-  qx  dv), 

ds  sin  ci 

(io)  =  aw  -1-  /-  du  -t-  /'!  dv. 

P 

Ces  formules  appellent  plusieurs  remarques. 
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r  •  >  >   t  COS77F  ,  , 

La  première  nous  montre  immédiatement  que demeure  le 

même  pour  toutes  les  courbes  ayant  même  tangente.  Nous  retrou- 
vons ainsi  le  théorème  de  Meusnier  et  nous  voyons  que  notre  pre- 
mière formule  donne  ce  qu'on  appelle  la  courbure  normale, 
c'est-à-dire  la  courbure  de  la  section  normale  tangente  à  la 
courbe. 

On  peut  encore  écrire  la  formule  (17)  sous  la  forme 

ekcosro 

(17)  = — rfacos(w-  6). 

Quant  à  la  formule  (18),  elle  définit  un  élément  qui,  comme 
nous  le  verrons,  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  de  la 
déformation  des  surfaces.  Considérons  le  cylindre  projetant  la 
courbe  sur  le   plan   tangent.  D'après  le    théorème  de   Meusnier, 

sera  la  courbure  de  la  section  normale  du  cylindre  tangente 

P 
à  la  courbe,  c'est-à-dire  la  courbure  de  la  projection  de  la  courbe 

sur  le  plan  tangent. 

J.  Liouville,  qui  l'a  considérée  après  O.  Bonnet,  lui  a  donné 
le  nom,  accepté  par  tous  les  géomètres,  de  courbure  géodé- 
sique  (*). 

Nous  appellerons  centre  de  courbure  normale  le  centre  de 
courbure  de  la  section  plane  normale  tangente  à  la  courbe,  et 
centre  de  courbure  géodésique  le  centre  de  courbure  de  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  tangent. 

D'après  le  théorème  de  Meusnier,  ces  deux  centres  se  trouvent 
sur  l'axe  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  considérée. 

On  sait  qu'on  appelle  ligne  géodésique  toute  ligne  dont 
le  plan  osculateur  est,  en  chaque  point,  normal  à  la  surface. 
L'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  est  donc 

(19)  doi  -+-  r  du  -4-  /'1  dv  =  o. 

491.    La  formule  (17)  nous  permet  d'obtenir,  d'une  manière 


(')  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  {Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  XXXII8  Cahier,  p.  1;  1848).  Présente  en  1844  à  l'Aca- 
démie des  Sciences. 

J.  Liouville,  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces  {Journal  de  Liouville, 
t.  XVI,  p.  i3o  ;  i85i). 
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nouvelle,  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure.  On  sait, 
en  effet,  que  ces  lignes  sont  tangentes  aux  sections  normales  de 
plus  grande  ou  de  plus  petite  courbure.  Elles  sont  donc  déter- 
minées par  l'équation 

d     /COSTTT 
à(xi  \       p 

où  l'on  regarde  comme  une  fonction  de  a,  v  et  de  w.  Or 

on  a 

costu         .         pdu-\-p\dv  qdu-\-q\dv 

=  Sin  (D  r-î cos  w r-^ • 

p  ds  ds 

Les  expressions  de  -=->  —  en  fonction  de  10  se  déduiront  des 
1  ds     ds 

formules  déjà  données  (i4)-  On  aura 

du        -(]|  cosw  —  £isinio  dp        £sinu)  —  irçcosa) 

ds  frii  — 1&\  ds  ^î  —  t\\i 

En  faisant  usage  de  ces  équations  pour  calculer  les  dérivées  de 

—r>    -r    considérées   comme   fonction   de  la   seule  variable    u>  et 
ds      ds 

ajoutant  au  second  membre,  après  la  dérivation,  la  quantité 

r~ r  (P'ni—pi'1)  —  qU-^-qit,)  (sin2u>  -+-  cos2w), 

qui  est  nulle  en  vertu  de  la  dernière  des  équations  (A),  on  obtient 
l'identité 

d    /cosm\  pdu-\-p\dv  .        qdu-hq,dv 

(20)         —  (  )=:2COS0l>- -j1 h  2  Sin  0)  ■ 


dut  \     p      /  ds  ds 

dont  nous  aurons  à  faire  usage.  En  égalant  le  second  membre  à 
zéro,  on  retrouve  bien  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure. 


492.  Nous  allons  maintenant  passer  aux  éléments  du  troi- 
sième ordre.  Remarquons  d'abord  que  les  angles  //,  jjl',  v'  de  la 
binormale  avec  les  axes  du  trièdre  (T)  sont  connus,  puisque  nous 
avons  déjà  déterminé  ceux  de  la  tangente  à  la  courbe  et  de  la 
normale  principale.   En    appliquant   les   formules   (i)  [T,    p.   3], 
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on  a 

(21)     cosX'  =  sin  to  cosTîT,         cos  \jl'  =  —  coscocosct,         cosv'  =  sirira. 

Nous  savons  aussi  [I,  p.  i5]  que  si,  par  un  point  fixe,  nous 
menons  une  droite  de  longueur  égale  à  i,  parallèle  à  la  binormale, 
l'extrémité  de  cette  droite  aura,   quand   on  se  déplacera  sur  la 

courbe,  un  déplacement  égal  à et  la  direction  de  ce  dépla- 
cement sera  celle  de  la  normale  principale.  Reprenons  donc  le 
trièdre  (T|  )  déjà  considéré,  ayant  le  point  fixe  pour  origine  et  paral- 
lèle au  trièdre  (T).  L'extrémité  de  la  parallèle  à  la  binormale 
menée  par  l'origine  aura  pour  coordonnées 

sintocos7n,     — coswcosts,     sinro 

et  les  projections  de  la  vitesse  de  ce  point  sur  les  axes  mobiles 
devront  être,  en  tenant  compte  des  valeurs  déjà  données  des 
cosinus  directeurs  de  la  normale  principale, 

sinwsiiiTïT        — coscosinTTT  costtt 


En  appliquant  donc  l'une  quelconque  des  formules  (B')  qui 
donnent  la  projection  de  la  vitesse,  la  dernière  par  exemple,  on 
aura 

costtt  dm         pdu-\-p\dv  qdu-k-q\dv 

h  cos  tu——  =  - — cos  tu  cos  10  -+-  - p^ cos  tu  sinco 

z  ds  ds  ds 

et,  en  divisant  par  cosct, 

.  1         dm         pdu-\-pidv  qdu-+-qidv    . 

(22)  1 =-  =  - =-= cosw+ r-i sinw. 

t         ds  ds  ds 

On  voit  que  le  premier  membre  demeure  le  même  pour  toutes 
les  courbes  ayant  même  tangente.  Ce  résultat  important  est  dû 
à  O.  Bonnet.  On  peut  encore  donner  à  l'équation  précédente  l'une 
ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

,    „  1         dm        1     d    /cos ru \        da    .    ,  ,.. 

^  ^^=2^(— j=^Sin(W-6)' 

la  dérivée  par  rapport  à  w  ayant  la  même  signification  que  dans 
l'équation  (20). 

D.  —  II.  24 


3  7° 


il  faut  encore  connaître  —f-  Pour  cela,  nous  différentierons  la  for- 
as 


493.   Pour  obtenir  tout  ce  qui  se  rapporte  au  troisième  ordre, 
faut  encore  co 

mule  qui  donne  lïlï! . 
P 
Cette  quantité  étant  toujours  considérée  comme  une  fonction. 

de  u,  v  et  de  a>,  nous  avons 

./costtA         ô    fcosm\    ,           d   /coseï\    7           à    /coscrN    . 
d  (  =  —  ( )  du  H tfc  -+-  — -  (  rfw 

\       P       /  C"    \        p       /  OV  \       p       /  00)   \       p       / 

ou,  en  remplaçant  c/w  par  sa  valeur 

si  nro  c?5  ,  , 
r  du  —  /•]  dv 

p 

déduite  de  la  formule  (18), 

/coscr\  d    /costtt\  s\nm  ds  _        T  d    /cosra\  d    /coscr\~| 

\     p     /        doj  \     p     /         p  Ldw  \ .     P      /  ^l0  \     P     /  J 

[d    /cosr»\  d    /  cosvï\~\     , 

5?(-r  )-"*;  {—)}'"■ 

On  voit  que  le  second  membre  peut  être  écrit  sous  la  forme 

(  Y  à    / cosm\  d    /cosraVI     , 

(.)f)  )  lôu  V     P     /  *>  \     p     )\ 

4  j  T^  /cos^X  d    /cosw\"|    ,        „    , 

f  +i*lv~)~ri^(~)Jrfp=K*' 

Iv  ne  dépendant  que  de  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe. 

Quant   au    premier  membre,   si  l'on  y   remplace  —  ( 1    par 

sa  valeur  tirée  de  la  formule  (23),  il   ne  contient  plus  que  des 

quantités  ayant  une  signification  géométrique  simple,  et  l'on  obtient 

l'équation 

.    _.                               ,costïj        ■Asinjz/ds         ,\        rr    7 
(ii)  d 1-  dm     =  K  ds. 

P  P       V  *  / 

qui  permettra  évidemment  de  calculer  -—• 

En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  (25)  par '-,  on 

p 

aura 

Kp' 


.  i   dp  [i  dm\ 

(2G)  p^-^^^ix4-0-^; 
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K.  et  — ■ —  ne  dépendent  nullement  des  éléments  du  second  ordre. 

COSCT  L 

mais  seulement  de  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe;  on  voit 
dès  à  présent  que  le  premier  membre  de  l'équation  (26),  et  aussi 
celui  de  l'équation  (25)  divisé  par  ds,  demeureront  les  mêmes 
pour  deux  courbes  ayant  la  même  tangente  au  point  donné,  bien 
que  les  éléments  dont  ils  dépendent  soient  du  deuxième  et  du  troi- 
sième ordre.  JNous  aurons  à  développer  les  conséquences  de  ce 
résultat,  qui  est  dû  à  Laguerre  ('). 

Pour  terminer  ce  qui  se  rapporte  au  troisième  ordre,  nous  dé- 
terminerons le  centre  de  la  sphère  osculatrice.  En  appliquant  les 
formules  connues  et  en  désignant  par  cc0,  y0,  z0  les  coordonnées 
du  centre  de  cette  sphère,  nous  trouverons 

x0  cosco  -r-j'o  sinco  =  o, 

1  sinTn( —  x0  sinco  -+- y0  cosco )  -4-  z0  cosm  =  p, 
{^7  )  \        ■  -, 

,  .  dp 

costîî(      Xq  sin  <o  — y0  cosco )  -+-  z0  sin m  =  "ï-t-j 

d'où  l'on  déduit 

\  sinco         cos  c 

<  rfP  . 

z0=  p  cos  en  -f-  1  —. -  sinra. 
as 

Les  deux  premières  équations  (27)  représentent  l'axe  du  cercle 
oscillateur.  En  prenant  l'intersection  de  cet  axe,  soit  avec  la  nor- 
male, soit  avec  le  plan  tangent,  on  a  : 

i°  Le  centre  de  courbure  normale 

(29)  *i=^i  =  o,      *i=^; 

20  Le  centre  de  courbure  géodésique 


O  SiriCT  Z  ~  C0S77T, 

OS 


. „   .  p  sin  co  p  cosco 

(OO)  X»  =  —  — : ,  y-,  =   —. y  3.,=:0. 

sincn  "         sinTrr 

Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  sera  évidemment  donné  par 


(')  Laguerre,  Sur  une  propriété  relative  aux  courbes  tracées  sur  une  sur- 
face quelconque  {Bulletin  delà  Société  philomathique,  t.  VII,  p.  49;  1870)- 
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les  formules 


(3i)       x3 


a  sin  w  sinzïj, 


y3  =  p  cosco  sinzn, 


33  =  p  COS7ÎÎ. 


494.  Après  Je  troisième  ordre,  il  ne  reste  plus  d'élément  géo- 
métrique à  calculer.  Les  dérivées  des  éléments  p,  td  et  t  s'obtien- 
dront par  Ja  simple  différentiation  des  formules  précédentes.  Il 
nous  paraît  bon  toutefois  de  remarquer  qu'on  pourra  écrire,  si 
l'on  veut,  pour  les  éléments  différentiels  d'un  ordre  quelconque, 
deux  formules  analogues  aux  relations  (23)  et  (25).  Supposons, 
en  effet,  qu'on  ait  une  équation  de  la  forme 

*  =  K, 

<J>  contenant  les  éléments  différentiels  de  la  courbe  jusqu'à  Tordre 
n  et  R  étant  fonction  seulement  de  u7  v  et  de  w.  La  différentiation 
de  celte  équation  nous  donnera 

dK   ,         dK  ,         dK   , 

dv  —  ——  du  -) dv  H ato, 

OU  OV  OU) 


et  l'on  déduira  de  là 
dK  sinro 


d® 
ds 


dw 


dK  du 

du    ds 


dK  <h 
dv    ds 


dK 
d<s> 


du 

ds 


ds) 


Cette  formule  conserve  la  forme  de  celle  d'où  on  l'a  déduite  : 
le  second  membre  y  dépend  seulement  de  u,  v  et  de  w;  mais  le 
premier  membre  contient  les  éléments  différentiels  de  la  courbe 
jusqu'à  l'ordre  n  +  1 . 

Si  l'on  applique  cette  métbode  aux  deux  formules  (22)  et  (20), 
on  en  déduira  deux  équations  nouvelles  se  rapportant  aux  élé- 
ments du  quatrième  ordre,  et  l'on  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à 
un  ordre  quelconque. 

Par  exemple,  de  la  formule  (22)  on  déduira  la  suivante,  que 
nous  nous  contentons  d'énoncer, 


(32) 


d_ 
ds 


dm\ 
~ds  ) 


SinTO   /  1  COS77T 


R 


=  K1) 


P      \       P 

Kj  demeurant  le  même  pour  deux  courbes  qui  ont  la  même  tan- 
gente, et  R,  R'  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface. 
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LES    FORMULES    DE    CODAZZI. 


Formules  relatives  aux  coordonnées  obliques,  l'élément  linéaire  étant  déterminé 
par  l'équation 

ds~  =  A2  du2  -t-  C2  dv -  -+-  2  AC  cos  a.  du  dv. 

Angle  de  deux  courbes.  —  Condition  pour  que  deux  directions  soient  conju- 
guées. —  Lignes  asymptotiques.  —  Lignes  de  courbure.  —  Théorème  de  Gauss. 
—  Courbure  totale  et  courbure  moyenne.  —  Coordonnées  curvilignes  rectan- 
gulaires; formules  de  Codaz/.i.  —  Etude  particulière  relative  au  système 
coordonné  formé  par  les  lignes  de  courbure.  —  Application  de  la  méthode 
générale  au  système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  longueur  nulle.  — 
Détermination  des  quantités  p,  q,  r,  p{,  qu  rt,  £,  t\,  \x,  t\l  lorsque  l'on  connaît 
les  expressions  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  en  fonction  de  deux  pa- 
ramètres m,  v.  —  Application  à  l'ellipsoïde  qu'on  suppose  rapporté  à  ses 
lignes  de  courbure. 


495.  JNous  nous  sommes  contenté  jusqu'ici  de  supposer  que 
Taxe  des  z  du  trièdre  (T)  était  la  normale  à  la  surface.  Dans  les 
questions  où  intervient  l'élément  linéaire  de  la  surface,  il  importe 
de  définir  d'une  manière  plus  précise  la  relation  entre  le  trièdre 
et  la  surface,  afin  de  reconnaître  quelles  sont  les  quantités  qui 
demeurent  invariables  quand  on  déforme  la  surface. 

A  la  vérité,  ce  résultat  pourrait  être  atteint  avec  les  notations 
précédentes;  il  suffirait  de  remarquer  que,  si  la  surface  se  déforme 
en  entraînant  avec  elle  le  trièdre  (T),  les  translations  Ç,  yj,  £1?  i\{ 
demeurent  invariables  et,  par  conséquent,  aussi  les  rotations  r,  r{ , 
en  vertu  de  la  quatrième  et  de  la  cinquième  des  formules  (A). 
On  reconnaîtrait  ainsi  immédiatement  que  la  courbure  géodésique 
d'une  courbe  quelconque,  le  produit  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux en  chaque  point  de  la  surface  conservent  leur  valeur  après 
toute  déformation  de  la  surface.  Mais  ces  résultats,  et  d'autres 
encore,  apparaîtront  d'une  manière  plus  nette  si  l'on  part  d'une 
forme  donnée  a  priori  de  l'élément  linéaire.  Nous  allons  donc 
considérer  successivement  les  divers  systèmes  de  coordonnées. 
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Supposons  d'abord  que  les  points  de  la  surface  soient  rapportés 
à  des   coordonnées    obliques    pour   lesquelles    l'élément   linéaire 
prendra  la  forme 
(  i)  ds2  =  A2  du2-+-  C2  dv2-\-  2  AC  cosa  du  dv. 

Pour  achever  de  définir  la  position  du  trièdre  (T),  nous  donne- 
rons l'angle  m  que  fait  l'axe  des  x  avec  la  tangente  à  la  courbe 
r=const.,  c'est-à-dire  avec  l'arc  infiniment  petit  h  du.  Si  l'on 
désigne  de  même  par  n  l'angle  que  fait  avec  le  même  axe  l'arc  in- 
finiment petit  Gdv,  on  aura  évidemment 


L'angle  a  n'entrant  que  par  son  cosinus  dans  l'élément  linéaire, 
on  peut  prendre 
(2)  n  —  m  =  a. 

Il  est  aisé  de  comprendre  pourquoi  nous  ne  donnons  pas  à 
l'angle  m  une  valeur  particulière.  Dans  le  cas  des  coordonnées 
rectangulaires,  il  serait  naturel  de  faire  coïncider  les  axes  des  x  et 
des  y  du  trièdre  mobile  avec  les  tangentes  aux  courbes  coor- 
données; mais,  si  ces  courbes  ne  se  coupent  pas  à  angle  droit,  la 
Géométrie  n'indique  aucune  position  particulière  pour  les  axes 
du  trièdre  mobile.  Faire  coïncider  l'un  d'eux  avec  l'une  des  tan- 
gentes aux  courbes  coordonnées  serait  détruire  la  symétrie  qui 
doit  exister  dans  les  formules  entre  les  deux  variables  u  et  v. 
Cette  symétrie  serait  conservée,  il  est  vrai,  si  l'on  prenait  pour 
axes  les  bissectrices  des  tangentes  aux  courbes  coordonnées; 
mais  ce  choix  aurait  l'inconvénient  de  ne  pas  coïncider  avec  celui 
qui  est  le  plus  naturel  quand  les  coordonnées  deviennent  rectan- 
gulaires. Il  nous  paraît  donc  préférable  de  conserver  cette  arbi- 
traire m,  sauf  à  lui  donner  la  valeur  qui  sera  la  plus  avantageuse 
dans  l'étude  de  chaque  question. 

Quand  u  varie  seule,  l'origine  du  trièdre  décrit  dans  le  plan 
tangent  l'arc  A  du  qui  fait  l'angle  m  avec  l'axe  des  x.  On  aura 
donc 


(3) 

£  =  A  cosm, 

7)  =  A  sinm 

et  de  même 

(4) 

|i  =  G  cosn, 

7)!  =  G  SI  1171 
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Introduisons  ces  valeurs  des  translations  dans  les  formules  du 
Chapitre  précédent.  Le  système  (A.)  prendra  la  forme 

/  dp       dpi 


dq        agi 
dv         du 


rpi  —/?/•], 


àr         ôi-j 
(A')  {Tv~--àu-=Pqi-qPi- 


dn  i        /  à  A.        dC 

—  cosa 


du         G  sin  oc  \  dv         du 

dm  i        /dC        dX. 

/-,  =  —- h  — - —  cos  a 

dv         A  sma  \du         dv 

A(jD!  sin  m  —  qx  cosm)  =  CQd  sinn  —  q  cosn). 

La  quatrième  et  la  cinquième  équation  ont  été  résolues  par 
rapport  à  /*  et  à  r,. 

496.  L'angle  <o  de  la  tangente  à  une  courbe  tracée  sur  la  surface 
et  la  différentielle  ds  de  l'arc  de  cette  courbe  seront  maintenant 
définis  par  les  formules 

ds  costo  =  A  cos  m  du  -+-  G  cos/i  dv, 


(5) 

(  ds  sin  w  =  A  sin  m  du  -+-  G  sin  n  dv, 

qui  donnent 

du        si  n  (  n  —  w  )  „  dv        si  n  (  oj  —  m) 

(O)  ^-J-    =   '-■ >  G -r-    =    : 

ds  sin  a  ds  sin  a 

D'après  cela,  si  l'on  considère  deux  courbes  différentes  passant 
par  le  même  point  de  la  surface  et  si  l'on  désigne  par  la  lettre  o 
les  différentielles  relatives  à  la  seconde  courbe,  par  w'  l'angle  ana- 
logue à  co,  l'angle  des  deux  courbes  sera  donné  par  les  formules 

A2  du  ou  -+-  AG  cos  a(  du  ov  -+-  dv  ou)  -+-  G*  dv  ov 

COS(to  —  oV)  =   -j-^ , 

ds  os 

(7)     {  ... 

.    ,  , ,        AC  smi(dv  ou  —  duov) 

si  n  (  oj  —  oj  )  =  ; — s • 

ds  os 

Cet  angle  ne  dépend,  on  le  voit,  que  de  l'expression  de  l'élé- 
ment linéaire;  par  conséquent,  il  ne  changera  pas  quand  on  dé- 
formera la  surface.  Ce  résultat  avait  été  déjà  signalé  (n°  122). 

La  condition  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées  de- 


3;f) 
viendra  ici 


livre  v. 
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(8) 


A(<7    cosm  —  p    sin  m)  du  ou -\- G(qi  cosn — />i  sin  n)  dv  Se 
A(^iCOsm — /?!  sinm)  om  «?p  -f-  C(q    cosn —  /?    sin  n)  du  8v  =  o. 


Par  conséquent,   l'équation   différentielle  des  lignes  asympto- 
tiques  sera 


(9) 


A(<7    cosm — p   sin  m)  du- -h  G (qt  cosn — p\sinn)dv- 
[  A.( qi  cosm  — p{  sin  m)  -+-  G(q  cosn  — p  sin  w)]  dv  du  =  o. 


Enfin  les  deux  équations  qui  définissent  les  lignes  de  courbure 
deviendront 


(10) 


À  cos  m  du  -+-  G  cos  n  dv  -t-  (  q  du  -+-  q  t  dv  )  p  =  o, 


A  sin  m  fi?ît  -+-  G  sinn  <r/c  —  (  p  du  -h  pi  dv)p  =  o. 
L'équation  différentielle  de  ces  lignes  développée  s'écrira 

00 


A.(p  cosm  -t-  q  sin  m)  du- -h  C(pi  cosn   -h  qi  sin/i)  dv- 
[G(p  cosn  -+-  q  sin  n)  -+-  A(pt  cos  m  -j-  ^i  sin  m)]  du  dv  =  o. 


Mais  nous  devons  surtout  insister  sur  la  forme  nouvelle  que 
prendra  l'équalion  du  second  degré  qui  détermine  les  rayons  de 
courbure  principaux.  Elle  devient  ici 


(19.) 


p-(pqi  —  qpi) 

—  p  [A(/?i  cosm-t-^i  sin7«)  —  G(p  cos  n-\-q  sin  n)]~\-  AG  sin  a  ==  o. 


On  en  déduit,  par  conséquent,  en  désignant  par  R;  R'  les  deux 
rayons  de  courbure  principaux, 

=  A.(pi  cosm.  H- g^  sin  m)  —  C(p  cosrc-f-  q  sinn), 
AG  sin  a 


(i3)      AGsina^-  +  — 

04) 


RR' 


■■pqi  —  qpi- 


Remplaçons  pq{  —  qpK   par  son  expression  déduite  de  la  troi- 
sième des  formules  (A');  il  viendra 


05) 


A  G  sin  a        dr        àfi 
RR'      =  dv~  lu 


ou,  en  remplaçant  r  et  ?'t  par  leurs  valeurs, 

A  G  sin  a  à2  a  à 


06) 


riv 


dudv        du 


dC  _  d_\ 
du         à 
A  si 


A          ~|  rd\        dC 

—  cosa  I  ,  J — cosa  I 

v            I  d  \    dv        du            I 

na  dv  l           G  sin  a         J 
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Cette  formule  donne  immédiatement  le  beau  théorème  de  Gauss. 
Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  ne  dépend  que  de 
l'expression  de  l'élément  linéaire  et  subsiste  quand  la  surface  est 
déformée  sans  déchirure  ni  duplicature. 

497.  L'expression  -r-r—  a  reçu  le  nom  de  courbure  totale  de  la 
surface;   celui  de  courbure  moyenne  a  élé  donné  à  la  somme 

On  a  écrit  des  Mémoires  pour  chercher  laquelle  de  ces  deux 
quantités  doit  servir  de  mesure  à  la  courbure  de  la  surface  en  un 
point  donné.  Les  géomètres  qui  ont  traité  ce  sujet  ne  se  sont  pas 
aperçus  qu'ils  renouvelaient,  sous  d'autres  espèces,  la  célèbre 
question  des  forces  vives,  et  qu'ils  soulevaient  une  question  qui  doit 
se  résoudre  par  une  définition  de  mots.  Tout  au  plus  pourrait-on 
essayer  de  raisonner  par  analogie,  en  examinant  les  propriétés 
relatives  à  la  courbure  des  lignes  planes  qui  sont  susceptibles 
d'être  généralisées  dans  la  théorie  des  surfaces.  Si  toutes  ces  gé- 
néralisations se  rapportaient,  par  exemple,  à  la  quantité  que  nous 
avons  appelée  la  courbure  totale,  les  géomètres  auraient  eu  quelque 
raison  de  réserver  le  nom  de  courbure  à  cet  élément.  Mais  ce 
moyen  indirect  de  résoudre  la  question  échappe  complètement; 
parmi  les  propriétés  relatives  à  la  courbure  dans  les  lignes  planes, 
les  unes  admettent  une  généralisation  dans  laquelle  on  emploie  la 
courbure  totale;  pour  d'autres,  au  contraire,  il  faut  faire  intervenir 
la  courbure  moyenne;  quelques-unes  d'entre  elles  admettent 
même  des  généralisations  différentes  dans  lesquelles  on  a  à  em- 
ployer, tantôt  la  courbure  moyenne,  tantôt  la  courbure  totale. 

Nous  allons  d'abord  montrer,  d'après  Gauss,  qu'on  peut  adopter 
une  définition  de  la  courbure  totale  tout  à  fait  analogue  à  celle  de 
la  courbure  dans  les  lignes  planes. 

Etant  donné  un  arc  de  courbe  plane,  si,  par  le  centre  d'un  cercle 
de  rayon  i,  on  mène  des  parallèles  aux  normales  à  l'extrémité  de 
cet  arc,  ces  parallèles  interceptent  un  arc  de  cercle  qui  est  égal  à 
l'angle  des  tangentes  aux  deux  extrémités  de  la  courbe  et  qui,  par 
conséquent,  mesure  ce  qu'où  appelle  la  courbure  de  l'arc  de 
courbe. 

De  même,  si  l'on  considère  une  étendue  de  surface  limitée  par 
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une  courbe  fermée  et  qu'on  mène  par  le  centre  d'une  sphère 
de  rayon  1  des  parallèles  aux  normales  de  la  surface  en  tous  les 
points  de  sa  courbe  limite,  ces  parallèles  couperont  la  sphère 
suivant  une  courbe  également  fermée.  Il  y  aura  une  portion  de  la 
sphère,  limitée  par  cette  courbe,  qui  contiendra  tous  les  points  de 
la  sphère  correspondants  aux  différents  points  du  segment  de  siu1- 
face  considéré.  L'aire  de  cette  portion  de  la  sphère  s'appellera  la 
courbure  totale  du  segment  de  surface. 

Revenons  à  la  courbe  plane.  Si  l'on  divise  la  courbure  totale 
d'un  arc  de  la  courbe  par  la  longueur  de  cet  arc,  on  démontre  que 
ce  quotient  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  l'arc 
diminue  indéfiniment  et  se  réduit  à  un  point;  cette  limite  est,  par 
définition,  la  courbure  en  ce  point. 

Si  l'on  envisage  de  même  un  segment  de  surface  entourant  un 
point  M  de  la  surface,  et  si  l'on  suppose  que  l'étendue  de  ce  seg- 
ment diminue  indéfiniment,  et  dans  tous  les  sens,  autour  du  point  M, 
la  courbure  totale  du  segment  diminue  indéfiniment;  mais,  si  on 
la  divise  par  l'aire  de  la  même  région,  le  quotient  obtenu  tendra, 
comme  nous  allons  le  démontrer,  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée,  indépendante  de  la  forme  du  segment.   Cette  limite  est 

-rz-fr-,)   c'est-à-dire  l'élément  auquel  nous   avons  donné  le  nom  de 

courbure  totale  au  point  M. 

En  nous  plaçant  au  point  de  vue  précédent,  il  semble  donc  que 
l'analogie  est  complète  entre  la  courbure  dans  les  courbes  et  la 
courbure  totale  dans  les  surfaces.  Mais  on  peut  indiquer  d'autres 
propositions  dans  lesquelles  cette  analogie  est  détruite  et  qu'on 
peut  généraliser  en  substituant  à  la  courbure  de  la  ligne  plane  la 
courbure  moyenne  de  la  surface,  et  non  plus  la  courbure  totale. 

Imaginons,  par  exempte,  qu'on  porte  des  longueurs  infiniment 
petites  sur  les  normales  d'une  courbe,  de  manière  à  obtenir  une 
courbe  voisine.  Si  h  désigne  la  longueur  portée  sur  chaque  nor- 
male, l'accroissement  de  longueur  quand  on  passera  de  la  première 
courbe  à  la  seconde  sera  représentée  par  l'intégrale 


/ 


,  ds 
h  — 

0 


où  ds  désigne  la  différentielle  de  l'arc  et  p  le  rayon  de  courbure. 
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Si  l'on  opère  de  même  sur  une  portion  de  surface,  l'accroisse- 
ment de  l'aire,  quand  on  passera  à  la  surface  infiniment  voisine, 
sera  (n°  185) 

d<r  désignant  l'élément  d'aire  et  R,  R'  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. Ici,  on  le  voit,  l'élément  qui  se  substitue  à  la  courbure 
dans  la  proposition  généralisée  n'est  plus  la  courbure  totale;  c'est 
le  double  de  la  courbure  moyenne. 

Il  est  inutile  d'insister  sur  cet  exemple  et  sur  d'autres  qu'on 
pourrait  invoquer.  On  peut  dire  que  la  courbure  totale  a  plus 
d'importance  en  Géométrie;  comme  elle  ne  dépend  que  de  l'élé- 
ment linéaire,  elle  intervient  dans  toutes  les  questions  relatives  à 
la  déformation  des  surfaces.  En  Physique  mathématique,  au  con- 
traire, c'est  la  courbure  moyenne  qui  paraît  jouer  le  rôle  prépon- 
dérant. 

498.  Il  nous  reste  maintenant  à  bien  préciser  la  définition  de  la 
courbure  totale  et  à  démontrer  la  proposition  de  Gauss  que  nous 
avons  énoncée  plus  haut. 

Soient  M  un  point  de  la  surface  et  M' le  point  correspondant  de 
la  sphère  de  rayon  i  sur  laquelle  on  effectue  la  représentation. 
Menons  par  M'  des  parallèles  aux  axes  du  trièdre  (T).  Nous  aurons 
ainsi  un  trièdre  (T')  dont  les  rotations  seront  évidemment  les 
mêmes  que  celles  du  trièdre  (T),  et  qui  jouera  par  rapport  à  la 
sphère  le  même  rôle  que  le  trièdre  (T)  par  rapport  à  la  surface; 
car  son  axe  des  z  sera  la  normale  à  la  sphère.  Soit 

ds*  =  A'2  du2  -+-  2  A'  G'  cos a'  du  dv  -+-  G'2  dv2 

l'expression  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère.  L'élément  super- 
ficiel aura  pour  valeur 

A' G'  sina'  du  dv, 

en  grandeur  et  en  signe.  Cela  posé,  appliquons  à  la  sphère  la  for- 
mule (i4)- 

Nous  aurons,  puisque  les  rotations  du  trièdre  (T')  sont  les 
mêmes  que  celles  du  trièdre  (T), 

A'  G'  sin  a'  =  pqx  —  qp± , 
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el,  par  suite,  en  tenant  compte  de  la  formule  (i4)? 

AG  sina 


A' G'  sin  a'  = 


RR' 


Donc  la  courbure  totale  d'une  portion  de  la  surface,  qui,  d'après 
la  définition  même  de  Gauss,  est  représentée  par  l'intégrale 

/     /    A'C'  sina'  du  dv 

étendue  à  cette  portion  de  surface,  le  sera  aussi  par  l'intégrale 

C    TAC  sina    ,      , 

J  J  ^m-dudç! 

étendue  à  la  même  région. 

Si  donc  on  divise  la  courbure  totale  d'un  segment  de  surface 
par  l'aire  de  ce  segment,  le  quotient  sera 

AG  sin  a 


II 


RR' 


du  dv 


II 


A  G  sina  du  du 


Pour  supprimer  toute  difficulté  relative  au  choix  des  coordonnées, 
désignons  par  da  l'élément  superficiel  et  écrivons  le  quotient  pré- 
cédent sous  la  forme 

jm. 
iid° 

Il  est  évident  qu'il  aura  pour  valeur 


RR'yV 
(  tTr7  )    indiquant  une  moyenne  entre  toutes  les  valeurs  de  -^^  à 

l'intérieur  du  segment  considéré.  Si  l'étendue  de  ce  segment 
diminue  de  manière  que  les  distances  de  tous  ses  points  à  un 
point  M  de  l'intérieur  tendent  vers  zéro,  on  voit  que  le  rapport 
précédent  aura  pour  limite  la  courbure  totale  de  la  surface  en  ce 
point.  Ce  rapport  n'aurait  aucune  limite  déterminée  si,  contraire- 
ment à  l'hypothèse,  le  segment  se  réduisait  non  plus  à  un  point, 
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mais  à  une  ligne  donnée,  par  la   diminution  d'une  seule  de  ses 
deux  dimensions. 


499.  Dans  le  cas  où.  les  coordonnées  curvilignes  choisies  sont 
rectangulaires,  les  formules  générales  se  simplifient  beaucoup. 
Alors  on  peut  faire  coïncider  l'axe  des  x  du  trièdre  (T)  avec  la 
tangente  à  l'arc  Adu,  c'est-à-dire  avec  la  tangente  à  la  courbe 
v  —  const.  Cela  donnera 

rt  =  — j  ni  =  o,  «  =  —  • 

Les  formules  (A')  prendront  la  forme  plus  simple 

dp        doi 

(A") 


i   àX 
C   dv 

dv         du 

—pru 

i   àC 
A  du 

dr        d?\ 

Tv-^Ti=pqi 

—  qpii 

elles  coïncident,  aux  notations  près,  avec  celles  qui  ont  été  données 
en  premier  lieu  par  Codazzi  ('). 

(')  Codazzi  (D.  ),  Mémoire  relatif  à  l'application  des  surfaces  les  unes  sur 
les  autres,  envoyé  au  Concours  ouvert  su/-  cette  question,  en  i85o,  par  l'Aca- 
démie des  Sciences  (t.  XXVII  des  Mémoires  présentés  par  divers  savants  à 
l'Académie  des  Sciences,  imprimé  en  1882). 

Codazzi  donne  aussi,  dans  un  Appendice  à  son  Travail,  des  formules  relatives 
aux  coordonnées  obliques.  Ces  formules,  différentes  du  système  (A'),  sont 
équivalentes  à  des  relations  que  nous  ferons  connaître  plus  loin  (n°  508).  Les 
formules  (A'),  qui  contiennent  une  arbitraire  m  et  où  toutes  les  quantités  sont 
définies  par  leurs  propriétés  cinématiques,  ont  été  données  en  1866  dans  le 
Cours  que  j'ai  eu  l'honneur  de  faire  comme  suppléant  de  Joseph  Bertrand,  au 
Collège  de  France.  Combescure,  dans  un  Mémoire  inédit  présenté  en  1864  à 
l'Académie  des  Sciences,  avait  déjà  appliqué  des  considérations  de  Cinématique 
à  la  démonstration  des  formules  de  Codazzi.  Le  travail  de  Combescure  traite 
des  déterminants  fonctionnels  et  des  coordonnées  curvilignes;  il  a  été  publié 
en  1867  dans  les  Annales  de  l'École  Normale  (t.  IV,  1"  série). 

C'est  O.  Bonnet  qui,  le  premier,  a  mis  en  évidence  tout  l'intérêt  et  toute 
l'utilité  des  formules  de  Codazzi  relatives  aux  coordonnées  rectangulaires.  Après 
les  avoir  démontrées  géométriquement  dans  une  Note  sur  la  théorie  de 
la  déformation  des  surfaces  gauches,  insérée  en  i863  aux  Comptes  rendus 
(t.  LVII,  p.  8o5),  l'éminent  géomètre  en  a  fait  une  étude  approfondie  dans  une 
Addition  de  120  pages  à  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables 
sur  une  surface  donnée,  inséré  en  1867  au  XLII6  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
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Les  formules  (B),  [p.  36o],  qui  donnent  les  projections  du  dé- 
placement d'un  point,  prendront  ici  une  forme  plus  simple  et  de- 
viendront 

/   Dx  =  dx  -+-  A  du  -+-  (q  du  -t-  q\  dv)  z  —  (  r  du  -h  rt  dv )y, 

(B")      1  Dr  =  dy  -H  G  dv  -t-  {r  du  -+-  ri  dv)x  —  (p  du  -+-/?i  dv)z, 

(   D:  =  dz  -+-  (p  du  -4-/?i  dv)y —  (  q  du  -t-  qy  dv)x. 

Quand  on  aura  à  appliquer  les  formules  du  Chapitre  précédent, 
il  faudra  adopter  les  valeurs  suivantes  des  translations  : 

<l7)  U  =  o,        ,,-C. 

Si  l'on  considère  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface, 
on  aura 

A  du  .  G  dv 

(l8)  COSW=    ; 7  SU1U>=   ; — » 

'  ds  ds 

(0  désignant  maintenant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'arc  A  du. 
Les  lignes  de  courbure  seront  définies  par  les  deux  équations 

(  A  du  -+-  p  (  q  du  -+-  q i  dv  )  =  o, 
(  G  dv  —  p(p  du  -t-  p  i  dv  )  =  o  ; 


Polytechnique  (p.  3i-i5i  ).  Cette  partie  du  travail  de  Bonnet  contient  une  dé- 
monstration complète  et  de  nombreuses  applications;  nous  aurons  à  la  citer 
souvent.  Bonnet  s'est  placé  au  même  point  de  vue  que  Codazzi,  et  il  a  défini 
tous  les  éléments  qui  entrent  dans  les  formules  par  des  considérations  de  pure 
Géométrie. 

Depuis  1867,  un  grand  nombre  de  recherches  ont  été  publiées  sur  le  même 
sujet.  Nous  citerons  en  premier  lieu  celles  de  Codazzi  insérées  dans  un  grand 
travail:  Sulle  coordinate  curvilinee  d'una  superficie  e  délie  spazio  (Annal  i 
di  Matematica  de  Milan,  t.  ï,  p.  2o.3-3i6;  t.  II,  p.  101-119  et  269-287;  t.  IV, 
p.  i6-25;  1867-1869).  Nous  avons  aussi  emprunté  une  formule  très  élégante  à  un 
Mémoire  de  Laguerre  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  théorie  des 
surfaces,  publié  en  1872  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (t.  XI, 
2e  série,  p.  60).  Les  méthodes  de  Laguerre  ont  été  développées  par  Ch.  Brisse 
dans  un  Mémoire  intitulé  :  Exposition  analytique  de  la  théorie  des  surfaces. 
Ce  Travail  dont  la  première  Partie  a  paru  en  1874  dans  les  Annales  de  l'École 
Normale  (t.  III,  20  série,  p.  87)  se  trouve  continué,  mais  non  terminé,  dans  le 
LIIIe  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (p.  2i3  ;  i883). 

Mais  je  dois  surtout  signaler,  comme  offrant  le  plus  d'analogie  avec  les  mé- 
thodes suivies  dans  cette  partie  de  mes  Leçons,  celles  que  Ribaucour  a  développées, 
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l'élimination  de  o  conduira  à  l'équation  différentielle  de  ces  lignes 
(20)  Ap  du- -h  Gqi  dv^-r-  (Cq  -h  A/?i)  du  dv  =  o, 

et  celle  de  —rk  l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux 

(2,)  p^(^-^)-p(A^I^Gy)  +  AG=o. 

En  particulier,  la  courbure  totale  de  la  surface  sera  donnée  par 
la  formule 


(■M) 


AC   _  dr        drt  _         d_  /  j_  dC\         d  / j_  dA 
RR?  —  ~dî>~  ~&u~  ~~  ~dû\'Â~&u~)'~  dv  V  G   év 


Enfin  la  relation  entre  deux  tangentes  conjuguées  prendra  la 
forme 

(23)  Aq  du  8u  —  Cpi  dv  ov  -t-  A  q^  du  ce  —  G/>  dv  ou  =  o, 

et  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptoliques  deviendra 

(24)  Aq  du"- — Gpidv"-\- (Agi — Cp)dudv  =  o. 

500.  On  peut  encore  faire  une  hypothèse  plus  particulière,  et 
envisager  le  cas,  très  important  pour  la  théorie  et  les  applications, 
où  les  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  sont  des  lignes  de 


d'une  manière  plus  ou  moins  complète,  dans  plusieurs  de  ses  travaux,  et  qui  se 
trouvent  exposées  d'une  manière  détaillée,  sous  le  nom  de  périmorphie,  dans  le 
Mémoire  couronné  par  l'Académie  de  Bruxelles  :  Etude  des  élassoïdes  ou 
sur/aces  à  courbure  moyenne  nulle  (Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des 
Savants  étrangers  publiés  par  l'Académie  Royale  de  Belgique,  t.  XLIV; 
1881).  Toutefois,  Ribaucour  ne  considère  que  des  coordonnées  curvilignes 
rectangulaires,  il  ne.  donne  pas  la  définition  cinématique  des  quantités  qui 
entrent  dans  ses  formules;  les  deux  systèmes  de  formules  qui  tiennent,  dans  sa 
théorie,  la  place  de  nos  S3rstèmes  (A)  et  (B)  nous  paraissent  moins  simples  et 
ont  une  signification  moins  précise.  Au  fond,  Ribaucour  a  employé  la  théorie  des 
mouvements  relatifs,  mais  sans  utiliser  toutes  les  ressources  que  présente  cette 
théorie. 

Les  formules  de  Codazzi  sont  loin  d'être  les  seules  qui  permettent  une  étude 
approfondie  de  la  théorie  des  surfaces.  Nous  montrerons  plus  loin  tout  le  parti 
qu'on  peut  tirer  du  beau  Mémoire  de  Gauss,  Disquisitiones  générales  circa 
superficies  curvas,  auquel  se  rattachent  presque  tous  les  travaux  des  géomètres 
allemands.  Les  relations  qui  y  sont  établies  permettent  de  traiter  complètement 
toutes  les  questions  essentielles. 
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courbure  de  la  surface.  Nous  allons  indiquer  rapidement  les  for- 
mules qui  se  rapportent  à  cette  hypothèse. 

Dans  ce  cas,  l'équation  différentielle  (20)  des  lignes  de  cour- 
bure doit  être  privée  des  termes  en  du-,  dv2.  Il  faut  donc  qu'on 
ait 

(25)  p  =  qx=o. 

Les  formules  de  Codazzi  se  réduisent  alors  aux  suivantes  : 

1   dX  dpx 

=  —  Cdv~'  ~dïi=~qru  dr        dr{ 

(A    )       <  ; —  =  —  QP\. 

1    dC  àq  dv         du  J/  l 

1  =  1 »  =  rP\, 

X  du  dv  r 

Six  des  douze  rotations  ou  translations  du  trièdre  deviennent 
nulles. 

On  voit  que  l'élimination  de  /?,,  q,  ;-,  /',,  entre  les  équations 
précédentes  doit  conduire  à  des  relations  différentielles  entre  A 
et  C.  On  ne  pourrait  donc  pas  choisir  arbitrairement  l'élément 
linéaire  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure. 

L'élément  linéaire  d<r  de  la  représentation  sphérique  prend  ici 
la  forme  très  simple 

(26)  <fa2  =  q2  duz-\- p\  dv%. 

On  reconnaît  ainsi  que  les  lignes  de  la  sphère  qui  servent 
d'images  aux  lignes  de  courbure  se  coupent,  elles  aussi,  à  angle 
droit. 

Appelons  R  le  rayon  de  courbure  principal  correspondant  à 
l'arc  A  du,  R'  l'autre  rayon,  correspondant  à  l'arc  Cdv.  Les  for- 
mules (19)  nous  donnent 

(27)  R=--,         R'=iL 

9  Pi 

L'élément  linéaire  de  la  surface  peut  donc  s'écrire 

(28)  ds*  =  Rtqîduz-h  R'Vï  dv\ 

L'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  prend  l'une 
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ou  l'autre  des  deux  formes 

!A.q  du2 —  C/>j  dv%  —  o, 
cos2o>        sin2io 

Notons  encore  qu'en  introduisant  R,  R'  à  la  place  de  A  et  de  C 
dans  les  deux  premières  équations  (Aw),  on  obtient  les  formules 

(  **     i.^(R'_R)> 

(O  *      q  dv 

^!=_-L£i(R'_R), 

\    ou  pi    ou 

qui  constituent  les  relations  entre  les  rayons  de  courbure  et  la 
représentation  sphérique.  Comme  on  peut  déduire  des  trois  der- 
nières formules  (Aw)  la  relation  différentielle  suivante  : 

/rk,  d    /    1     dq\  à    /  i   dpi\ 

(D)  ^U^J+^U^;+^1==° 

entre  p{  et  q,  on  voit  qu'il  sera  impossible  de  prendre  pour  R.  etR/ 
des  fonctions  quelconques  de  u  et  de  v. 

Le  système  (B")  prend  ici  la  forme  suivante  : 

!D,C  =  dx  -+-  A  du  -+-  q  z  du  —  (  r  du  -+-  r\  dv  )y, 
Dy  =  dy  -+-  C  dv  -+-  (  /'  du  -+-  rx  dv )x  —  pt  z  dv, 
D  -  =  dz  -+-  p  i  y  d  v  —  q  x  du . 

501.  Les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  que  nous  venons 
d'employer  sont  tous  réels.  Tl  arrive  fréquemment,  dans  les  re- 
cherches les  plus  importantes  relatives  à  la  théorie  des  surfaces, 
qu'on  est  conduit  à  se  servir  des  coordonnées  symétriques  pour 
lesquelles  l'élément  linéaire  a  la  forme  réduite 

(  x )  ds^  =  4  X2  du  dv. 

Dans  ce  cas  encore,  il  est  bon  d'indiquer  les  formules  qui 
peuvent  remplacer  celles  de  Codazzi. 

Voici  comment  nous  déterminerons  ici  la  position  du  trièdre  (T) 
qui  admet  pour  axe  des  z  la  normale  à  la  surface.  Nous  pren- 
drons, en  chaque  point,  pour  axe  des  x  du  trièdre  la  tangente  à  la 
D.  —  II.  a5 
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courbe 

u  —  v  =  const., 

et  pour  axe  des  y  la  tangente  à  la  courbe  orthogonale 

u  -t-  v  =  const., 

Ces  hypothèses  donnent  déjà,  entre  les  translations,  les  relations 

£  =  ;i,       7j-+-7}{=o. 

Identifions  maintenant  l'élément  linéaire  de  la  surface  à  celui 
qui  est  donné  par  la  formule  (2)  du  Chapitre  précédent;  nous 
aurons  les  relations 

ç2-t-r,2— o,  £2 — ïj2=2X2. 

Nous  prendrons 

et,   par  conséquent,  les    valeurs   des    quatre    translations    seront 
données  par  les  formules  suivantes  : 

(  \  =1,      n  =  — Xi, 

(3o) 

(  ;i=  '>,        ïj1  =  -i-aî. 

Il  suffit  de  substituer  ces  valeurs  clans  les  formules  du  Chapitre 
précédent  pour  obtenir  toutes  celles  qui  su  rapportent  aux  coor- 
données symétriques.  Le  système  (A)  nous  donnera  ici 

.à  loçX  on        dq, 

(AIV)  /•  =  —  i—r~>  4- p  =  rpi—prï, 

au  dv         du 

.d\o"\                 or        dr{ 
i\=       1 — -3— , —=pql—qp1. 

\  av  dv        au 

Les  expressions  données  par  les  formules  (B)  deviennent 

1'  D^  =  dx  -4-    X ( du  -+-  dv)  -\-  (g  du  -+-  g t  dv )  z  —  (  r  du  -+-  i\  dv)y, 

(B1V;    <   Dy  =  dy  -+-  i~k  (dv  —  du)  -\-  (r  du  -+■  r^  dv)x  —  (p  du  -\-  p\  dv)z, 

'    D;  =  dz  -+■  (p  du  -\-pi  dv)y  —  (g  du  -+-  gx  dv)x. 

Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  ont  pour  équation  diffé- 
rentielle 

(  3 1)     (g  -h  ip  )  du%  -+-  (  g  ,  —  ipj)  dv2  ■+■  (tpi  —  ip  -+-  q  ^f-  qx  )  du  dv  =  o. 
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Le  système  des  équations  (10)  (n°  488),  qui  définit  les  lignes  de 
courbure,  prend  la  forme 

X  ( du  -+-  dv )  -+-  p ( q  du  -f-  qy  dv)  =  o , 


(32) 

i  k(du  —  dv)  -t-  p(pdu  -+-  fi  dv) 


p  désignant  toujours  le  rayon  de  courbure  principal. 
L'élimination  de  -j-  conduit  à  l'équation 

(33)  ?2(pqi  —  qpi)  —  ^p(pi—p  —  îç  —  iqi)  -+-  aA2  = 


qui  fait  connaître  les  rayons  de  courbure  principaux.   On  en  dé- 
duit 

i  i  â*ios\ 


(34) 


RK'  Xa     dudv 


formule  dont  on  fait  un  fréquent  usage. 

L'élimination  de  p  entre  les  équations  (3a)  conduit  à  l'équation 
différentielle  des  lignes  de  courbure 

(35)  diC-  (p  —  iq  )  -+-  dv"1  (py  -h  iq{)  =  o. 

L'absence  du  terme  en  du  dv  montre  immédiatement  l'orthogo- 
nalité  des  deux  lignes  de  courbure. 

502.  En  résumé,  nous  avons  à  notre  disposition  quatre  systèmes 
différents  de  formules,  se  rapportant  respectivement  aux  coordon- 
nées obliques,  aux  coordonnées  rectangulaires,  aux  coordonnées 
déterminées  par  les  lignes  de  courbure,  aux  coordonnées  symé- 
triques. Nous  allons  étudier  quelques-unes  des  questions  dans 
lesquelles  ces  formules  jouent  un  rôle  essentiel.  Mais,  avant  de 
terminer,  nous  ferons  une  remarque  générale  :  Dans  l'un  quel- 
conque des  systèmes  obtenus,  les  expressions  de  r  et  de  ;'(  dé- 
pendent exclusivement  de  l'élément  linéaire.  Il  suit  de  là  que  la 
courbure  géodésique,  dont  l'expression  contient  les  seules  rotations 
r,  /•,,  ne  change  pas  quand  on  déforme  la  surface.  En  particulier, 
les  lignes  géodésiques,  pour  lesquelles  la  courbure  géodésique  est 
nulle  et  dont  l'équation  différentielle  se  forme  exclusivement  avec 
l'élément  linéaire  de  la  surface,  conserveront  leur  définition 
lorsqu'on  passera  de  la  surface  proposée  à  toute  autre  surface 
applicable  sur  la  première. 
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Lorsque  les  recherches  que  nous  aurons  à  entreprendre  devront 
s'appliquer  à  tous  les  cas,  nous  pourrons  employer  les  formules 
du  Chapitre  I,  en  remarquant  que  £,  £,,  7j,  7],,  /',  r,  dépendent 
exclusivement  de  l'élément  linéaire  dans  tous  les  systèmes  de  for- 
mules, et  demeurent  les  mêmes  quand  la  surface  se  déforme  en 
entraînant  le  trièdre  (T). 

503.  Il  nous  reste,  pour  compléter  tous  ces  développements,  à 
indiquer  comment  on  déterminera  les  différentes  qualités  qui 
figurent  dans  ces  systèmes  de  formules  lorsque  la  surface  sera 
connue  et  définie;  par  exemple,  lorsqu'on  aura  les  expressions  des 
coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un  point  de  la  surface  en 
fonction  des  paramètres  u  etc.  Considérons  le  premier  système 
de  formules,  celui  d'où  l'on  peut  faire  dériver  tous  les  autres  et 
qui  contient  les  translations  £,  i\,  çl5  t\{.  E,  F,  G  désignant  les 
trois  fonctions  de  Gauss;  on  aura  d'abord 


.)      '     \ôu)    ^   \duj         Ç         ^  ' 


dx  dx         ày   ày         dz   dz         r 

du  dv  du    àç  du  dv         ^  "  ' 


ms),-(£),+®,-«+* 

Ces  trois  équations  permettront  de  déterminer,  autant  qu'elles 
peuvent  l'être,  les  quatre  translations.  Toute  hypothèse  sur  la 
manière  dont  le  trièdre  (T)  est  attaché  à  la  surface  donnera  une 
relation  qu'il  faudra  joindre  aux  précédentes.  Nous  pouvons  donc 
considérer  les  translations  comme  connues. 

Cela  posé,  conservons,  pour  déterminer  les  neuf  cosinus  qui 
déterminent  la  position  du  trièdre  (T),  toutes  les  notations  du 
Livre  I  [I,  p.  3].  La  considération  des  déplacements  suivant  les 
courbes  coordonnées  nous  conduira  aux  six  équations 


(37) 


1   ç"  a  -t-  7)  6 

dx 
du 

(   ça'  -+-  7)  b' 

_  ày 
du 

f    çV'+Tjô" 

dz 
du 
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et 

t  7         àx 

àv 

ov 

>■      «  m       dz 

qui  feront  connaître  les  six  cosinus  «,  Z>,  a',  . . .  On  trouve  ainsi 


Aa  = 

dx 

711  ^7 

dx 

Aa'  = 

ày 

ày 

\a"  = 

dz 

dz 

(38) 


(38)'  ^  =  _^  +  ^, 

Aè'  =—  £t  —  -t-  §  — , 
d«  dv 

où    A    désigne   le    déterminant   £r;, — •/)!;,    qui,    d'après    les    for- 
mules (36),  a  pour  valeur 

(39)  A  =  |ril-^1  =  ±V/EG-F*. 

Quant  aux  cosinus  directeurs  c,  c',  c"  de  la  normale  à  la  sur- 
face, on  les  déduira  de  leurs  expressions  connues  [I,  p.  3]  en 
fonction  des  six  autres.  On  trouve  ainsi 

dy  dz        ày  dz 
du  àv         àv   au 

dz    dx        dz  dx 

(4°)  •   Ac  =  — —  » 

du  àv         àv  ou 

àx  ày        àx  ày 

Ac  = —  • 

au  àv         àv   au 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  rotations.  On  les  obtient,  par 
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exemple,  en  différentiant  les  formules  (3^) et  (3^)'  qui  conduisent 
ainsi  aux  suivantes  : 


(40 


kc  d 


dx 
du 


S 

s 


c  d 


dx 
dv 


dx      dx 
dv      du 


^   \c  da  +  ■/)  \c  db 

\  (q  du  ■+-  qi  dv)  -+- 1\  (p  du  -+-/>i  dv), 

t\cda-+-ril  >cc/6 

lv(q  du  -+-  qi  dv)  -+-  ?)i(/>  du  -hfi  dv), 

ci  d\-^t\i  drt  -+-  ( fa  —  rfry  )  ( /•  du  +  /^  ofa). 


En  remplaçant  c,  c',  c"  par  leurs  valeurs  données  plus  haut  et 
en  introduisant  les  déterminants  D.  D',  D"  définis  par  l'identité 


(42)     Vdu2  +  aD'rf«rfc  +  D*rfi»'  = 


dx 

dx 
dv 

à2x    7               à2  x           ,         à-x 

du 

du2-                  du  dv                    dv2 

dy 
du 

dy 
dv 

d2y                   d2y                    à2  y 

— —  du2  -+-  1  - — : —  du  dv  -\ — 

du2                  du  dv                     dv2 

dz 
du 

dz 
dv 

à2z                   d2z                     d2z 

— -  du2  -+-  1  - — —  du  dv  -+-  ■ 

du2                  du  dv                   dv2 

dv2 
dv2 

dv2 


on  obtiendra,   par  la  résolution    des    équations   précédentes,    les 
valeurs  suivantes  des  rotations  : 


^-(pdu-^pidv)  =  \{T)'  du-±-T>"  dv)  —  ^(D  du -h  &'  dv), 
A2  (2  du  -+-  qidv)  =  ï)(D'  du  -h  D"  dv)  —  7)1  (D  du  -+-  D'  dv), 

\     fil,  'X       r)V     I 


(43)       J  A  (  r  du  -+-  /-!  dv)  =  —  ci  de  —  tii  di)  -+-  -  —  rfp 

■2  du 


=  -+-  ç  de  1  -I-  r\  dr  1 —  du  — 

9.   dv 


du 
dF_ 
dv 


1  <2)  *: 

2  d?(  / 


Nous  verrons  plus  loin  que  les  déterminants  D,  D'.,  D"  jouent 
un  rôle  essentiel  dans  la  théorie  de  Gauss.  D'après  la  dernière 
des  formules  preédentes,  on  reconnaît  que  les  rotations  /*  et  ?'{ 
dépendent  seulement  de  l'élément  linéaire  de  la  surface,  ce  qui 
est  conforme  aux  résultats  déjà  signalés  (n°  502).  Quant  aux  rota- 
tions/?, q^p^i  q\,  elles  s'expriment  en  fonction  linéaire  de  D,  D' 
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et  D".  On  a,  en  effet, 

&p   =SD'— ^D,  \"-g    =-flD'  —  r;1D, 

&pi  =  ïD"-  ï,  D',         AV7l  =  ï]D"-  7),  D', 

(4-1  )  <  Ar      =  h-  \  -2-  H-  7)  — '■ —  , 

du  du         i    dv 

I  ,    d\  &l\         i    àCr 

A/-,     =  —  St-2-  —  r(1  -i  -H-  —  • 
dv  dv        a  d« 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  yj,  <7,/?i,  </i  dans  la  troisième  des 
relations  (5)  [I,  p.  49];  on  sera  conduit  à  l'identité 

(45)  A»(^y1-2|»1)  =  DD'-D'«=A«(^-^N 

établissant  entre  D,  D',  D7  une  relation  qui  dépend  seulement 
de  l'élément  linéaire,  et  sur  laquelle  nous  aurons  à  revenir  quand 
nous  ferons  connaître  la  théorie  de  Gauss. 

504.  Pour  indiquer  au  moins  une  application,  supposons  que 
la  surface  soit  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  lignes  de  courbure.  On 
aura  ici 

a?=     /a(a-M)(a  — 1>), 

y      (a  —  b){a  —  c) 


(46)  ;  y  =  i/b(b-u){b~v) 

(b-a)(b-c) 


.  =  .   /c(c  — m)(c  — <•'), 
V       (  c  —  a  )  (  c  —  b) 

1 '-\                   v        u(u  —  v)                                          v(v  —  u) 
(47)  E=  — — — - — ,  F  =  0,  Ci  = j— > 

f(u)  désignant  la  fonction 

(43)  f(u)  =  4(a—  u)  (b  —  u)(c  —  u). 

Le  calcul  donne 

—  !\xyz{u  —  v)-{a — ■  b)(a  —  c)(b  —  c)  \J abc  (u  —  v  f- 


D 


/2(«)/(*0  f(u)s/-f(u)f(v)' 

(49)    {  

D'=o,  Y)"  =       ^bc{u-vy-       m 

f(v)\/-f(u)f(v) 
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Supposons  qu'on  prenne 
(5o)  £1=0,         »)  =  o, 

ce   qui    revient    à   faire  coïncider  les  axes   des  x  et   des  y    du 
trièdre  (T)  avec  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées.  On  aura 

(5i)  Ê  =  v/Ë,        tm=/G, 

et  les  formules  (43)  donneront 

EG(p  du  -hpidv)  =       </ED"  dv, 

EG(q  du  -+-qidv)  =—  /GDdu. 
On  déduira  de  là 


P  =  0, 


71  =  °> 


(5i) 


\l abc      / u  —  c  \f  abc       /  v  —  a 


Quant  aux  rotations  /•,  rt,  elles  se  déduisent  de  l'élément  li- 
néaire par  la  troisième  des  formules  (43)  qui  nous  donne 


r  du  ■+-  rt  dv 


1        dG    , 
— -  ai 


1        dE    , 

;=  —  du 


2/EG  àu  2/EG   dl 


et,  par  suite, 


(53) 


1        dE 


_J .    /—uf(v)f 

2  v/eg  d('        2(»  —  ")  V      "/(") 


1        dG  _  1  /    v f(u) 

■2-^ÊGàu~'2(u  —  v)\'    —uf(v) 

Les  formules  (27)  nous  donnent,  par  exemple,  pour  les  rayons 
de  courbure  principaux,  les  valeurs  suivantes  : 


(54)            R  =  _v/K 

1    1. 
u2-v2 

R' 

=  1/G 

1    3 

q 

1 

(abc)'1 

/>! 

1 

(abcf: 

d'où  l'on  déduit 

(55) 

R          aèc 

R7^  =  ~^' 

R' 
R* 

abc 

Donc,  sur  chaque  ligne  de  courbure,  le  rayon  principal 
correspondant  est  proportionnel  au  cube  de  Vautre  rayon  de 
courbure  principal. 
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Il  résulte  des  formules  (54)  qu'on  a 


(56)  RR'=  U'V 


bc 


Par  suite,  les  lignes  pour  lesquelles  la  courbure  totale  demeure 
constante  sont  définies  par  l'équation 

uv  =  const. 

Or,  si  l'on  désigne  par  a  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au 
plan  tangent  en  un  point  de  coordonnées  u,  v,  un  calcul  facile 
donnera 

<5->  h- 

Il  suit  de  là  que  les  courbes  considérées  sont  celles  que  Poinsot 
a  désignées  sous  le  nom  de  polhodies  et  qui  sont  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  la  distance  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  tangent 
conserve  une  valeur  constante. 

Des  considérations  de  Géométrie  tirées  de  la  théorie  des  dia- 
mètres conjugués,  et  auxquelles  le  lecteur  suppléera  aisément, 
mettent  en  évidence  une  remarquable  propriété  de  ces  courbes  : 

Si,  par  chaque  tangente  à  une  polhodie,  on  mène  un  plan 
normal  à  l'ellipsoïde,  la  section  de  V ellipsoïde  par  ce  plan 
aura  un  de  ses  sommets  au  point  de  contact  de  la  tangente. 

En  d'autres  termes,  les  polhodies  sont  des  courbes  telles  que 
chaque  section  normale  tangente  à  la  courbe  en  un  de  ses 
points  est  surosculée  en  ce  point  par  un  cercle. 

Nous  retrouverons  plus  loin  cette  propriété,  au  n°  510. 

Avant  de  commencer  l'étude  détaillée  des  lignes  tracées  sur  les 
surfaces,  nous  allons  donner  différents  Tableaux  contenant  les 
systèmes  de  formules  que  nous  avons  obtenus  dans  ce  Chapitre  et 
dans  le  précédent. 
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Tableau  I  (Chapitre  I). 
Rotations  p,  q,  r;  pi:  q,,  r,  ;  translations  ç,  rl5  o  ;  H, ,  ~r\  t ,  o  : 

l    ()C  ou  op  c'a 

/an  ]  d9        dcU  dl\        drn  >        t 

I  ^  ~^7  =pqi  —  qpu      p?i\—p\t\  =yçi  — ?i5. 

iD^^  <&£  -t-  £  «?a  -H  çi  rf^  -t-  (c/  c/«  +  j)^):  —  (  r  <f«  -4-  r{  dv)y, 
D r  =  c?jk  -+-  ï]  c/u  H-  7]i" cfo  -+-  ( r  t/it  -+-  r\dv)x  —  {p  du  -+- pydv)z. 
D-  =  c/s  H-  {p  du  -+- p\dv) y  —  (q  du  -+-  q\  dv)x. 

Courbe  tracée  sur  la  surface  : 

(i)  ds  cosw  =  \  du  -t-  \i  dv,         ds  sinto  =  i\  du  -+-  rlX  dv, 

Image  sphérique  de  la  courbe  : 

(2)  du  cosô  =  q  du  -i-  qL  dv,         ofasin6  = — p  du  —  px  dv, 

(3)  d<7*=  (p  du  -+-pi  dv  )"--+-  (q  du  -+-  qv  dv)-. 

Condition  pour  que  deux  directions  soient  conjuguées  : 

(4)  (p  du  -+- pi  dv)  (-q  ou  -+-  tji  ov)  —  (q  du  -+-  qx  dv)  (£  ou  -+-  £j  ov)  =  o. 
Lignes  asymptotiques  : 

(5)  (pq  —qt)du2-+-(p1rii—qlh)dv*-i-(prjl-+-plri  —  qt1—qit)  dudv  =  o, 

(6)  (p  du  -+-p\  dv)  siruo  —  (q  du  -+-  q±  dv)  cosco  =  o. 

Lignes  de  courbure  : 

i    £  du  -+-  ^1  dv  -t-  p(q  du  -+-  q^  dv)  =  o, 
\   t]  du  -+-  Tj  !  dv  —  p  (  p  du  -+-  p  1  dv  )  =  o. 

Equation  différentielle  de  ces  lignes  : 

(8)  (p  du  -\- pi  dv)  (£  du  -t-  qi  dv)  -+-  (q  du  -+-  qxdv)  (tj  du  4-  "t\\  dv)  =  o, 

(9)  (p  du  -+-/>i  û?p)  cosw  -+-  (q  du  -+-  g  {  dv)  sin  co  =  o. 

Equation  aux  rayons  de  courbure  principaux  : 

(10)  pHpqi  —  gp1)^-p(gyli—  q  yT,  -+-  p\\  —  pi  £)  +  fol— »&  =  O. 

Courbure  totale  : 

,  s  fol"  *)£l  ^  ^''l 

(U)  —R^~-^l-^l=ôv-Ju' 
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Tableau  II  (Chapitre  I). 

Courbure  et  torsion  d'une  ligne  tracée  sur  la  surface;  oj  angle 
de  la  tangente  avec  l'axe  des  x\  £',  y/,  Ç',  angles  de  la  normale 
principale;  V,  u/,  v',  angles  de  la  binormale  avec  les  axes  du 
Irièdre  (T)  : 


(i) 


cos£'  =  - — sinwsinzrr,  cosy]'  =       cosojsincj,         cosÇ'  =  cosro, 

cosX'  =       sinwcosTO,         cos  jjl'  = —  cosiocostu,         cosv'=sinn7, 
(  i  )'  ds  cos  co  =  \  du  -H  £1  dv,  ds  si  n  oj  =  -/)  â"«  -t-  7)  t  rtV, 


(  2) ds  =  dw  -+r  /•  a*i*  -h  /'i  aV, 

(3) ds  =  sinw(p  du  ->r p^  dv)  —  costo(^r  du  -+■  cji  dv), 

1        dm        pdu-hp\dv  q  du  -\-  q,  dv    .  1     d    /cos tu \ 

(4)  --4--j-=i ^ cos(o-+-=t ?  sin co  =  -  -— , 

-û        ds  ds  ds  2  dco  \     p      / 

costjï  c/p        si  iitïj  /2        „  rftrr\ 


(5) 


p2         flfc  p         \T  ds  J 

\  d    /cosrn\  d    /costtj\1  du 

du  \     p     /  do>  \     p     /  y  ds 

cos7n\  d    /costjt\"1  dv 

ds 


,  |  dit  \     p     /  o>o>  \     p     /  J 

Ldf  \     p     /  dto  V     p     /J 


Centre  de  la  sphère  osculatrice  (x0,y0,  z0)  : 

: =   — =   0  SiriHT T  COSTTJ-j— 

—  sin  (o        cos  10        '  as 

dp    . 

Z0  =   0  COS7TT  -+-  T  -p-  SinZU. 

V  «s 

Centre  de  courbure  normale  (x\,yt,  z-i  )  : 
(7)  ^+jKi=o,  *1=_£_. 


Centre  de  courbure  géodésique  (x*,  y-i-,  ^2) 


,_  0  sin  10  p  cos  w 

(8)  a?2  =  -i^T'  ^2=^7— -■ 


Centre  de  courbure  delà  courbe  (^3,y3,  z3  ) 
(9)  #3  = — psiniosinru,         j^3  =  p  cosw  siniu, 
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Tableau  III  (Chapitre  II). 

(1)  ds-  =  A2  du--\-  C-  dv--{-  2  AC  cosa  du  dv, 

(2)  n  —  m  =  a, 

Ci)       ij  =  Acosm,         Y)  =  Asin/n,         ç1=Ccosn,         T)1=Csinn, 

dp        dp\  an  1       /dk.       dG  \ 

dv         du         J  du        LsmoL\ài>         ou  j 

,  dq        dq,  dm  1        /àC        dk  \ 

(A;   {  -/-  —  -f-  =rpi—  pru       r,  =  —  — -  +  — - —  cosa    , 

1  àv         du  dv        Asina  \du         dv  J 

—  —  — -  =  pqi  —  QPi,      A(/?1sinw — qi  cosm)  =  C(psinn — qcosn), 

Dx=  dx-h  A cos  m du~{-C  cos  ndv-\-{qdu-*r-qx  dv) z  —  (rdu-hri  dv)y, 
CB')   /  Dr  =  dy-\-  Xsinmdu-hC  sin  n  dv -h  (r  du -^  ridv)x  —  (pdu-{-pldv)z, 
(   D.  =  dz  -h(pdu-{-pidv)y  —  (q  du-\-qtdv)x. 

Ligne  tracée  sur  la  surface  : 

(4)     ds  cosco  =  Acosm  du-\-  Ccosn  dv,       rfssina)  =  Asinm  du-hCsinndv. 
Angle  de  deux  directions  : 

i  ds  os  cos(to  —  w')  =  A2  du  8u-+-  AC  cosz(du  8v  -+-  dv  ou)  -+-  C2  dv  ov, 


(6) 


(5) 

ds  os  sin( 10  —  a/)  =  AC  sina(rfp  ou  —  du  ov). 

Directions  conjuguées  : 

A.(q  cos  m  —  p  sinm)  du  ou+  C(qx  cosn  — pi  sinn)  dv  §v 

-+■  A(c/1  cos  m  —  pi  sinm)  du  ûv  -h  C(q  cosn  — p  sinn)  dv  ou  =  o. 

Lignes  asjmptotiques  : 

i  A(^cosm  —  p  sinm)  du- 

i       -+-  C(  qi  cosn — pi  sin  ai)  dv%-Jr-ik(qi  cos  m  — p  y  sin  m)  du  dv  =  o. 

Lignes  de  courbure  : 

(  A  cos  m  du  4-  C  cos  n  dv  -+-  o(  q  du  -+-  q,  dv)  =  o, 
(8)  \  . 

(   A  sin  m  du  -+-  C  sinn  dv  —  o{p  du  -+-  yDj  dv)  =  o. 

Equation  différentielle  : 

(   A(/j  cos  m  -+-  q  sinm)  du^-h  C(px  cosn-f-  qx  sin  n)  dv1* 

l       -+-  [A(/>!  cos  m  -t-  qx  sinm)  -+-  C(  p  cosn  -t-  q  sinn)]  du  dv  =  o. 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

(       —  p  [A(/?1cosm-l-g'i  sin/??) —  G(p  cosn  -+-  q  sin  n)]  ~\-  ACsinoc=  o, 

/àC      dk         \  /(9A      dC 

,P    .  ,,  ,  /  -r —  cosa  \  /  - -—cosa 

ACsina  o-a  d  l   du        dv  J         t*      «c        du 

^,T)  RR'      =_  àudv~~  d~û\        Asina        /  _  dv \        Csina 


LES  FORMULES  DE  CODAZZI.  897 

Tableau  IV  (Chapitre  II). 

Coordonnées  rectangulaires  quelconques  : 

(1)  £=A,         7]  =  o,         £,  =  o,         7)1  =  C,         n  —  a  =  —  >         /n  =  o, 

dp        dpi 

(A)  {  r  =—  7T -T-5  -p- j-=rpY  —  pru 

C    dv  dv         du 

\    dC  dr         dr\ 

1    Dx  =  dx  -+-  A  ofo  -+-  (q  du  ■+■  q  1  dv)  z  —  ( r  du  -+-  i\  dv )y, 

(B)  <    Dy  =  dy -h  G  dv  -r- (r  du -h  r^  dv)x —  (p  du  -\-pi  dv)z, 
|   D~  =  dz  -+-  (p  du  -+-  pi  dv)y  —  {q  du  -+-  qi  dv)x. 

Ligne  Iracée  sur  la  surface  : 

(2)  ds  coso)  =  A  du,         ds  sinoj  =  G  dv. 

Directions  conjuguées  : 

(3)  A.q  du  ou  —  Cp^  dv  ov  -+-  Aqi(du  dv  -+-  dv  au)  =  0. 
Lignes  asjmpto tiques  : 

(4)  Aq  du- —  C/>i  dv^-h  (  A<7j  —  Cp)  du  dv  =  o. 

Lignes  de  courbure  : 

A  du  -+-  p  (  q  du  -+-  q  1  dv )  =  o, 


(5) 

C  dv  —  p(p  du  -i-pi  dv)  =  o 

Equation  différentielle  : 

(6)  kp  du2 -h  Cqx  dv2-\-  (Cq  -+-  A.pt)  du  dv  =  o. 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

dr        d/\  \ 


(7) 


-r-i  )  —  o(Adi-Co)  +  AC  =  o, 
du  J 

m  AG  ±{±d_Ç\_±{LdA\ 

RR'  au  \A  du)        dv  \C   dv  J  ' 

(9)  AC^  +  ^^A^-C?. 
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Tableau  V  (Chapitre  II). 
Système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  courbure  : 

(i)         ij  =  A,  7)  =  o,  iji=o,  ï]i=C,         p  =  o,  </i  =  o, 

I     dA  ()/?! 

I      t)C  (9(7 

dr        dj-]  à    I  i    d/?!  \  d  I  \    ùq 


\  dv        du  qPx'  àu\g   du  )       dv  \joi   <ir  /       9^1' 

Directions  conjuguées  : 

(•2)  A (7  rf«  ou  —  Gpi  dv  ov  =  o. 

Lignes  asjmptotiques  : 

cos2oj        sin2o) 

(3)  Kg  au- — Lpidv-=o,  — 1 5-; —  =  o. 

Rayons  de  courbure  principaux  : 

(4)  R=--,         R'=-, 

?  Pi 

(5)  ^  =  (R'-R)^.        £=-<*'- R?"** 


de  t/t;  d«  d?f 


Ligne  tracée  sur  la  surface  : 


(6) 


A  du  .  G  dv 

.0  =  ■ — ; — ,  sinio  =  — -j — : 

ds  ds 

COS70        cos2w        sin2o> 


p  K  IV 


I  «te  /  ;I    .  .        I  '  \      . 

(7)  -  +  _  =  ^w^_\8inWcos.u, 

00s m  dp        sinnj  /  2        0  «te\ 

(8)    <      '  V  ; 

,  G>R    «[«3  .,      2  dR    rfo2    çfo  .,      ,dR|(fe    rf(>2  ^   ^R'    rf^S 

c>«    «fs3  -*     (7c    ds1    ds  du    ds   ds-  dv    ds3 
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Tableau  VI  (Chapitre  II). 
Coordonnées  symétriques  : 


(0 

(■>) 


(A) 


Jog 

du 

à  I05X 


/',  =       1 


ds2  =  4  X2  du  dv, 

Y]  =—  ï'X,  Ç1=  À,  -/)i=   lX, 

c>r  d» 

d  logX  t)y  ()^, 

dv  du 

dr  dry 

dv  du 


dv 


=  q/\  —  rqh 

=  pqx-  qpu 


I    D-r=<£r-+-     l(du -t-  dv) -{- (q  du-h  qt  dç)z — (/•  d«  -+-  /-,  dv)y, 

(B)     <   Dy—  dy  -+-  i  \(dv — du)  -+■  (  r  du-\-  i\  dv)x  —  (p  du  -+-  pxdv)z, 

(   D;  =  dz  -**-{p  du  -!-/?i  dv)y  —  (q  du -h  qt  dv)x. 

Directions  conjuguées  : 

(3)     {q  -+-  ip)  du  8u  •+•  (qi —  ipi)  dv  0  v  -t-  (  q  —  ip)  {du  ov  -4-  dv  ou)  =  o. 

Lignes  asymptotiques  : 
( 4  )  (q  -+-  ip)  du2 -+-  ( qt  —  ipx  )  dv2 -\-  o.(q  —  ip)  du  dv  =  o . 

Lignes  de  courbure  : 


(5) 


X ( du  H-  dv )  H-  p ( <7  «fa  +  ji^)  =  o, 
/   t  X  ( g?m  —  d v )  -+-  p (  p  du  -+-  pi  dv)  =  o. 

Equation  différentielle  : 

(6)  (p  —  iq)  du--+-  (pi  -!-  iq\)  dv2  =  o. 
Rayons  de  courbure  principaux: 

(7)  ?-(  pqi  —  qpi)  —  ^p(pi—p—  iq  —  iqi)  -f--2i'X2  =  o, 

(3) 


1 

RR7 


1    d2  logX 
X2     du  dv 


Courbe  tracée  sur  la  surface  : 


(9) 
(10) 


2X  du 
ds 


1 X  dv 
~ds~ 


i  .        dv 
u>=  -  log-p 


7  .  /dlogX  ,         dlogX 

c/5  —  rfw  h-  /•  du  -+-  /']  «i>  =  doi  —  i\  -      —  du  —  —  <zi- 


(/lo£ 


dv_ 

du 


dlogX 


c/m 


du 


dp 


</r 
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CHAPITRE  III. 

COURBURE    NORMALE    ET    TORSION    GÉODÉSIQUE. 

Théorème  d'Euler  sur  la  courbure  des  sections  normales.  —  Formule  de 
Bonnet.  —  Théorèmes  de  J.  Bertrand.  —  Inlroduction  de  la  torsion  géodé- 
sique.  —  Expression  géométrique  des  six  rotations  qui  figurent  dans  les  for- 
mules données  précédemment.  —  Belations  entre  les  mêmes  éléments  géomé- 
triques dans  le  cas  des  coordonnées  obliques.  —  Théorème  de  Joachimsthal 
relatifs  aux  lignes  de  courbure  communes  à  deux  surfaces.  —  Formule  de 
Laguerre.  Son  application  à  la  détermination  de  rayons  de  courbure  d'une 
ligne  tracée  sur  la  surface  aux  points  où  elle  est  tangente  à  une  ligne  asym- 
ptotique.  —  Théorème  de  Beltrami.  —  Torsion  d'une  ligne  asymptotique.  — 
Formule  de  Bonnet  relative  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  asymptotique.  — 
Application  aux  systèmes  orthogonaux  et  isothermes. 


505.   Nous  commencerons  par  l'étude  des  deux   formules    qui 
donnent  la  courbure  et  la  torsion 

du  dv\  I     du  di 


dv\ 


=  smu>{p  —  -h/^-cosuW?—  +  gldg 


dm        i  /     du  dv\  .        (     du  dv 

La  première  nous  fait  connaître  la  variation  de  la  courbure 
normale  pour  toutes  les  courbes  passant  par  un  même  point  de 
la  surface.  Elle  contient  donc  le  célèbre  théorème  d'Euler  relatif 
à  la  variation  de  la  courbure  des  sections  normales.  Et,  en  effet, 
si  l'on  suppose  que  les  lignes  coordonnées  soient  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface,  et  si  l'on  introduit  les  simplifications  qui 
résultent  de  cetle  hypothèse,  les  équations  précédentes  prendront 
la  forme  suivante  : 

COST0  I  COS2W 

(I) 


p  ?n  R  R' 

.  ûfcr        i        /  i         ï  \    . 

(,)  _  +  _  =  (___jsma)COsa>. 

La  première  de  ces  formules  donne  immédiatement  le  théorème 
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d'Euler.  La  seconde,  qui  est  due  à  Bonnet  ('),  va  nous  permettre 
de  faire  connaître  les  lois  remarquables  que  J.  Bertrand  a  ajoutées 
à  celles  d'Euler  (2). 

Si  l'on  considère,  sur  une  surface,  un  point  fixe  M  et  un  point 
M'  infiniment  voisin,  la  direction  de  la  normale  en  M'  pourra 
être  déterminée  de  la  manière  suivante  :  i°  par  l'angle  que  fait 
avec  la  normale  en  M  la  projection  de  la  normale  en  M'  sur  le  plan 
normal  en  M  qui  passe  au  point  M'  ;  i°  par  l'angle  que  fait  la  nor- 
male en  M'  avec  sa  projection  sur  ce  plan  normal. 

Le  premier  de  ces  deux  éléments  est  évidemment  l'angle  de 
contingence  de  la  section  normale  en  M  dont  le  plan  passe  par  M'. 
Lorsque  le  point  M'  tourne  autour  de  M,  la  variation  de  cet  angle 
est  connue  ;  elle  sera  donnée  par  le  théorème  d'Euler.  Avant 
Bertrand,  on  n'avait  pas  songé  à  déterminer  la  grandeur  du  second 
angle  et  à  chercher  comment  il  varie  quand  le  point  M'  se  déplace 
autour  de  M  ;  cependant,  l'étude  de  cet  élément  est  essentielle  si 
l'on  veut  connaître  complètement  les  propriétés  du  pinceau  des 
normales  infiniment  voisines  de  la  normale  en  M.  Il  est  aisé  de 
reconnaître  que  cette  étude  peut  se  faire  complètement  au  moyen 
de  la  formule  de  Bonnet. 

Appliquons-la,  en  effet,  aux  sections  planes  normales  passant 
par  le  point  M.  Pour  ces  sections,  la  torsion  est  nulle,  et  la  for- 
mule (4)  nous  donnera  par  conséquent 


drn  =  I  -j-7  —  —  1  ds  sin to  cosw. 

Or  T3  désigne,  en  général,  l'angle  du  plan  osculateur  à  la  courbe 
avec  la  normale  à  la  surface.  Considérons,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  un  point  M'  voisin  de  M  sur  la  section  plane  considérée  ; 
—  vs  sera  l'angle  de  la  normale  en  M'  avec  le  plan  de  la  section. 
Comme,  au  point  M,  cet  angle  est  nul,  —  dm  sera,  en  négligeant  les 
infiniment  petits  du  second  ordre,  l'angle  même  considéré  par 
J.  Bertrand. 


(1)  O.  Bonnet,  Mémoire  sur   la   théorie    des  surfaces  {Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique,  XXXIIe  Cahier,  p.  i;  1848). 

(2)  J.  Bertrand,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  {Journal  de  Liouville, 
irc  série,  t.  IX,  p.  i33;  1844  )• 

D.  —  II.  26 
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Si  nous  le  désignons  par  <j>,  on  aura  donc  la  relation 


^  =  /  7j  —  -p;  )  ds  sinw  costo. 


Cette  formule  nous  montre  que  <Ji  sera  nul  pour  les  deux  direc- 
tions principales.  En  général,  les  valeurs  de  'l  qui  correspondent 
à  la  même  valeur  de  ds  et  à  deux  directions  rectangulaires  seront 
égales  et  de  signes  contraires. 

506.  On  peut  aborder  autrement  l'étude  des  relations  entre 
deux  normales  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre.  Etant  donné  le 
t'rièdre  (T)  relatif  au  point  M,  cherchons  les  équations,  relatives 
à  ce  trièdre,  de  la  normale  à  la  surface  en  un  point  infiniment 
voisin  M'.  Les  coordonnées  du  point  M'  seront,  avec  les  notations 
adoptées  et  si  l'on  néglige  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 

x  =  ds  costo,         y  =  dssui(M,         .3  =  0. 

D'au  tre  part,  si  l'on  mène  par  un  point  fixe  de  l'espace  une  paral- 
lèle à  la  normale  en  M'  et  si  l'on  porte  sur  cette  parallèle  à  partir 
du  point  fixe  un  segment  égal  à  1 ,  on  sait  que  le  déplacement  de 
l'extrémité  de  ce  segment  a  pour  composantes 

de  cos6,      da  sinô,      o, 

dz  et  9  étant,  dans  le  cas  le  plus  général,  définies  par  les  formules  (3) 

du  n°  485.  Il  suit  de  là  que  les  projections  de  ce  segment,  qui 

sont  évidemment  les  paramètres  directeurs  de  la  normale  en  M', 

sont 

rfticosG,      efosinô,      1, 

toujours  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur.  Par 
conséquent,  les  équations  de  la  normale  elle-même  seront,  au 
même  ordre  d'approximation, 

(  x  —  ds  cosw  =  z  de  cos6, 
[y  —  ds  sino)  =  z  de  sin  6. 

Ces  équations  permettent  de  résoudre  tous  les  problèmes  que 
l'on  peut  se  proposer  sur  cette  droite.  Par  exemple,  le  moment  de 
la  normale  en  M'  par  rapport  à  la  normale  en  M,  c'est-à-dire  le 
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moment  par  rapport  à  M 5  d'un  segment  unitaire  porté  sur  la  nor- 
male en  M',  sera 

OÏL  =  ds  da  sin(6  —  10). 

Les  coordonnées  du  point  où  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  normales  rencontre  la  normale  en  M'  auront  pour  expressions 

»  ds 

a;  =  <afc  sin  (6 —  w)sin6,      y  = — <&sin(9  —  w)cos8,      z= — -y-cos(0  —  w), 

en  sorte  que  la  plus  courte  distance  0  des  deux  droites  sera 

8  =  ds  sin(G  —  to)  ; 

cette  plus  courte  distance  ayant  un  signe  et  devant  être  considérée 
comme  positive  quand  elle  sera  portée  dans  la  direction  Q —  -• 

On  pourra  aussi  calculer  l'angle  d/,  car  on  verra  aisément  que 

l'on  a 

3ÏL  =  ^ds 
et,  par  conséquent, 

'ii  =  d<7  sin(9  —  w). 

Ces  formules  conviennent  aux  hypothèses  les  plus  générales  sur 
le  choix  des  coordonnées.  Pour  les  appliquer  au  cas  où  l'on  rap- 
porte la  surface  à  ses  lignes  de  courbure,  nous  remarquerons  que 
l'on  a  alors 

.  ,.  ,  „  ds  cosix>  ,      .    .  ofasinio 

(4)  a<rcosb  = - ?  d<7S\nd  =  —  —         , 

K  K 

R  et  R'  désignant  toujours  les  rayons  de  courbure   principaux. 
Ces  formules  se  déduisent  immédiatement  des  Tableaux  I  et  V. 
On  aura  ainsi  ' 

(5)  ^  =  efo  sin(6  —  w)  =  cfcsinu)  cosw    5-  —  —  1  • 

Le  z  du  point  central  sera  défini  par  la  formule 

cos2w        sin2u> 


*  =  Rcos*6-t-R'sin*0  = 


cos2w        sin2u> 


R2  R' 

et  ainsi  de  suite. 
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A  toutes  ces  formules  on  peut  substituer  les  constructions  sui- 
vantes : 

Projetons  {fig.  35)  la  normale  en  M'  sur  le  plan  tangent  en  M. 
Cette  projection  ayant  pour  équation 

x  —  ds  costo         y  —  ds  sinw 


cos6  sinO 

on  voit  qu'elle  fera  l'angle  6  avec  l'axe  des  x\  et,  de  plus,  si  |j.  dé- 

Fig.  35. 


signe  la  projection  du  point  de  la  normale  dont  la  troisième  coor- 
donnée est  5,  on  aura,  en  grandeur  et  en  signe, 

M>  =  zds. 

Par  suite,  il  résulte  des  formules  (3)  et  (4)  que  si  c  et  c'  sont  les 
points  où  la  projection  rencontre  les  axes  des  x  et  des  y,  tangentes 
principales  de  la  surface,  on  aura,  en  grandeur  et  en  signe, 


M'c  =  Rda, 


IV  =  R'  da, 


R  et  R'  étant  toujours  les  deux  rayons  de  courbure  principaux. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  construire  la  figure  dès  que  l'on 
connaît  le  point  M'.  Car,  si,  par  ce  point  M',  on  mène  une  parallèle 
à  My  qui  rencontrera  l'axe  des  x  en  H',  et  si  l'on  détermine  sur 
cette  parallèle  un  point  H  par  la  proportion 


M' H 


R 


M' H'        R' 


qui  devra  avoir  lieu  en  grandeur  et  en  signe,  les  deux  droites  cH, 
c'H'  devront  être  parallèles,  et  l'on  déterminera  le  point  c  en  menant 
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par  H  une  parallèle  à  l'axe  des  x.  La  droite  M' ce'  pourra  donc 
être  tracée. 

La  figure  une  fois  construite,  on  pourra  résoudre  tous  les  pro- 
blèmes que  nous  avons  envisagés.  Par  exemple,  MP  sera  la  plus 
courte  distance  des  deux  normales.  L'angle  de  MP  avec  Ma?  sera 
G  —  —  ;  10  sera,  en  grandeur  et  en  signe,  l'angle  de  MM'  avec  Mx. 
Si  le  point  variable  u.  est  tel  que  Mu.  soit  perpendiculaire  à  MM', 
Mu.  sera,  en  grandeur  et  en  signe,  le  rayon  de  courbure  normale, 
et  ainsi  de  suite. 

507.  La  formule  de  Bonnet  conduit  à  d'autres  conséquences; 
en  particulier,  elle  a  donné  lieu  à  l'introduction  d'un  nouvel  élé- 
ment relatif  aux  courbes  tracées  sur  une  surface. 

La  fonction  - -f-  —r-  relative  à  un  point  d'une  courbe  (G)  de- 
meurant la  même  pour  toutes  les  courbes  tangentes  à  la  courbe  (C) 
en  ce  point,  considérons,  en  particulier,  la  ligne  géodésique  tan- 
gente. Pour  cette  ligne  on  a,  par  définition, 


et  la  fonction  précédente  se  réduit  à  la  torsion.  Ainsi, 

i       dm 

x         ds 

représente,  en  un  point  quelconque  d'une  courbe  (C),  la  torsion 
de  la  ligne  géodésique  tangente.  Bonnet  lui  a  donné  le  nom 
de  torsion  géodésique.  Cette  définition  est  consacrée,  bien  qu'elle 
ait  l'inconvénient  d'éveiller  l'idée  d'une  analogie  qui  n'existe  pas 
avec  la  courbure  géodésique  :  la  torsion  géodésique  ne  se  conserve 
pas  quand  on  déforme  une  surface. 

Quoi  qu'il  en  soit,  une  fois  que  l'on  a  introduit  cette  nouvelle 
notion,  il  est  très  aisé  de  donner  des  expressions  géométriques  des 
six  rotations  y?,  q,  r,  />,,  ^,,  /•,.  Nous  choisirons  le  système  de 
coordonnées  le  plus  général  et  nous  emploierons  les  notations  du 
Tableau  III. 

Désignons  par  — .  — ,  —  les  courbures  normale  et  géodésique 

pnu      Pgu     *u 

et  la  torsion  géodésique  de  l'arc  Adu  et  désignons  de  même  par 
—  >  — »  —  les  éléments  analogues  relatifs  à  l'arc  Cdv. 

Pnv     pgv     *c 


4o6  LIVRE   V.    —   CHAPITRE   III. 

Les  formules  précédemment  établies  nous  donnent 


=  /?  sin  - 


(6) 


p«« 

A 

P*« 

= 

dm 
du 

-4-  / 

A 

= 

p  cosm 

q  cos 


q  sinm: 


G 

=  pi  sin  n  —  qi  cos, 

Pni- 

C         dn 

—  =  — +  ''n 
Pfff 

G 
tv 


\dv 


Pi  cosn  -+-  qx  sinn. 


Si    les    coordonnées    curvilignes  sont   rectangulaires,    on   fera 
n  =  -,  m  =  o,  et  les  formules  précédentes  deviendront 


(7) 


Nous  avons  ainsi  la  définition  et  l'interprétation  géométrique 
des  six  rotations.  On  sait  que  O.  Bonnet,  dans  sa  démonstration 
des  formules  de  Codazzi,  a  introduit  ces  six  quantités  sans  les  con- 
sidérer comme  des  rotations,  mais  en  s'appuyant  uniquement  sur 
leur  définition  géométrique,  telle  qu'elle  résulte  des  formules 
précédentes. 


A 

pna 

?i 

G 

ynv 

A 

PffU    _        ' 

G 

?gv 

A 

F  =/? 

C 

F  ~qi 

0O8.  Dans  le  cas  des  coordonnées  obliques,  on  pourrait  intro- 
duire, au  lieu  des  six  rotations,  les  expressions  des  six  courbures, 
absolument  comme  dans  le  cas  des  coordonnées  rectangulaires,  et 

poser 

A  .  _ 
=  p  sin  m  —  q  cosm  =  —  Q, 

pu  ii 


(8) 


A 

?gu 

A_ 

tu 

_G_ 

C 


dm  n        dx 

-— +  7=R  —  — , 
du  du 


=  p  cos  m  -4-  q  sin  m  =  P  ; 
=  pi  sinn  — qx  cos«=  Pj, 


an 

~dv 


Ki  -4-   — -: 

àv 


—    =  pi  cosn  -+-  qi  sin, 
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On  déduit  de  là 


p  =  P  cos/m  —  Q  sin /h, 

Pl  = 

p. 

sin  «  -f-  Qi 

COS/l, 

q  =  P  sin  ni  -+-  Q  cos  m . 

?1=- 

-Pi 

cosrc  -+-  Ql 

sin  /i, 

/'    =    K  —   -r—  , 

OU 

>'l  = 

R, 

dm 

(9) 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  (A')  du  Tableau  III,  on 
obtiendra  le  système 

A  (Pi  cosa  —  Qt  sin  a)  =  C(Psina  —  Qcosa), 

i       /d\        àC  \  i       /dC        d\ 

R  =  —  ~— : —  cosa    ,  R,  =  T — - —  cosa 

Lsina\at>        ou  j  Asina\o«         dv 

,  ^  -  QR,  =  sin  a  1^1  -  RQ^  +  cosa  (*&  +  RP, 
(10)    \    àv         ^  \  du  ^  /  \  du 

^+PRI=sin«^  +  RP]Y-cos«^i-RQ1 

ov  \  du  j  \  du 


àR       dRi         à*  a 


dv         cfu         du  dv 


(  PPj  h-  QQt  )  cos  a  -h  (  PQi  —  QPi  )  sin  a. 


Ces  équations,  qui  coïncident,  aux  notations  près,  avec  celles 
que  Godazzi  a  données  à  la  lin  de  son  Mémoire,  sont  évidemment 
plus  compliquées  que  les  formules  (A).  Ce  fait  paraît  indiquer 
que  l'utilité  des  formules  de  Codazzi  tient  surtout  à  ce  que  les  six 
éléments  géométriques  qui  y  figurent  peuvent  être  considérés 
comme  formant  un  système  de  rotations,  ce  qui  n'a  plus  lieu  dans 
le  cas  des  coordonnées  obliques. 

509.  Bonnet  a  fait  remarquer  que  sa  formule  met  immédia- 
tement en  évidence  vin  théorème  important.  En  effet,  d'après  cette 
formule,  les  seules  courbes,  passant  par  un  point  de  la  surface, 
dont  la  torsion  géodésique  soit  nulle  en  ce  point  sont  celles  qui 
admettent  pour  tangentes  l'une  des  directions  principales  de  ce 
point.  Les  lignes  de  courbure  sont  donc  caractérisées  par  cette 
propriété  que  la  torsion  géodésique  est  nulle  en  chacun  de  leurs 
points.  Ce  théorème  est  quelquefois  attribué  à  Lancret,  bien  que 
ce  géomètre  ne  l'ait  jamais  énoncé.  Il  est  dans  les  rapports  les 
plus  étroits  avec  les  belles  propositions  que  Joachimsthal  a  données 
relativement  aux  lignes  de  courbure  planes  ou  sphériques,  et  que 
nous  allons  exposer  rapidement. 

Quand  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant,  la 
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ligne  (V intersection  ne  peut  être  ligne  de  courbure  de  l'une 
des  surfaces  sans  Vêtre  aussi  de  C  autre.  En  effet,  m  et  ro'  dési- 
gnant les  angles  que  le  plan  oscillateur  de  la  ligne  d'intersection 
fait  avec  les  normales  aux  deux  surfaces,  il  est  clair  que  l'angle  des 
deux  normales  est  w  —  to'.  Si  cet  angle  est  constant,  on  aura,  en 
chaque  point  d'intersection, 

i         dm        i        dm' 
i         ds        i         ds 

Cette  égalité  montre  que  la  torsion  géodésique  de  la  courbe  a  la 
même  valeur  quand  on  la  rapporte  successivement  aux  deux  sur- 
faces. Elle  ne  peut  donc  être  nulle  pour  l'une  des  surfaces  sans 
l'être  aussi  pour  l'autre.  , 

Réciproquement,  si  l'intersection  de  deux  surfaces  est  une 
ligne  de  courbure  pour  les  deux  surfaces,  elles  se  coupent  sous 
un  angle  constant;  car  on  a  alors 

i         dm  i         dm  dm        dm' 

z         ds  t         ds  ds         ds 

et,  par  conséquent,  l'angle  m  —  gj'  est  constant. 

Dans  le  cas  où  l'une  des  surfaces  est  un  plan  ou  une  sphère,  ces 
propositions  donnent  les  corollaires  suivants  : 

Si  un  plan  ou  une  sphère  coupe  une  surface  sous  un  angle 
constant,  l'intersection  est  ligne  de  courbure  de  la  surface. 

Si  une  ligne  de  courbure  est  plane  ou  sphérique,  le  plan  ou 
la  sphère  qui  contient  la  courbe  coupe  la  surface  sous  un  angle 
constant. 

Il  suffît,  pour  rattacher  ces  résultats  aux  précédents,  de 
remarquer  que  toute  ligne  plane  ou  sphérique  est  ligne  de  cour- 
bure du  plan  ou  de  la  sphère  sur  laquelle  elle  est  tracée. 

Au  reste,  toutes  ces  propositions  ont  leur  véritable  origine  dans 
la  théorie  des  développées  des  courbes  gauches.  Nous  avons  vu, 
en  effet  [I,  p.  19],  que  toute  normale  d'une  courbe  gauche  qui 
enveloppe  une  développée  fait  avec  le  plan  oscillateur  un  angle  V 
défini  par  la  formule 

dV=-^.. 

z 

Etant  donnée  une  courbe  tracée  sur  une  surface,  pour  qu'elle 
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soit  une  ligne  de  courbure,  c'est-à  dire  pour  que  ]a  normale  à  la 
surface  en  tous  ses  points  enveloppe  une  développée  de  la  courbe, 
il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  la  relation  précédente  soit  véri- 
fiée quand  on  y  remplace  V  par  ttt,  ce  qui  est  le  théorème  énoncé 
plus  haut. 

On  démontrera  de  même  les  théorèmes  de  Joachimsthal.  Par 
exemple,  si  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de  cour- 
bure commune,  les  normales  aux  deux  surfaces  en  chaque  point 
de  cette  courbe  enveloppent  deux  développées  distinctes;  et,  par 
suite,  elles  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Les  propositions 
réciproques  s'établissent  par  des  considérations  analogues. 

Le  théorème  de  Joachimsthal  conduit  à  une  conséquence  que 
nous  avons  déjà  signalée  (n°  207)  [I,  p.  3^a],  sans  la  démontrer. 
Toutes  les  fois  qu'une  surface  admet  une  ligne  de  courbure 
plane,  la  représentation  sphérique  de  cette  ligne  de  courbure 
est  un  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui  qui  contient  la 
ligne  de  courbure.  En  effet,  la  normale  à  la  surface  en  tous  les  points 
de  la  ligne  de  courbure  fait  alors  un  angle  constant  a  avec  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  cette  ligne.  Par  suite,  la  représentation 
sphérique  de  la  ligne  de  courbure  sera  le  lieu  des  extrémités  des 
rayons  de  la  sphère  qui  font  l'angle  a  avec  cette  perpendiculaire; 
ce  sera  un  grand  cercle  si  le  plan  de  la  ligne  de  courbure  est 
normal  à  la  surface  et  un  petit  cercle  si  l'angle  a  n'est  pas  droit; 
mais,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  plan  de  ce  cercle  sera  évidemment 
parallèle  à  celui  de  la  ligne  de  courbure. 

Réciproquement,  si  la  représentation  sphérique  d'une  ligne  de 
courbure  est  formée  par  un  cercle  de  la  sphère,  la  tangente  en  tous 
les  points  de  cette  ligne  sera  parallèle  au  plan  du  cercle;  et,  par 
conséquent,  la  ligne  elle-même  sera  située  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  du  cercle. 

510.  Après  avoir  étudié  la  formule  de  Bonnet,  nous  dirons 
quelques  mots  de  celle  de  Laguerre.  Si  l'on  rapporte  la  surface  au 
système  de  coordonnées  formé  par  les  lignes  de  courbure,  elle 
prend  la  forme 

coste  do        sinra  [i       „  djz\  „  dR  du3       „    „  dR  du-  dv 


-u 


J  A,.         sic?.  J 


ds  o      \~  ds  J  du   ds3  dv       ds3 

„    ,  dK_  du  dv"-  ,  dR'  dv3 

~hùPïJÛ~     ds3      ~^Pl^v~  d^ 
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Il  en  résulte  que  le  produit  du  premier  membre  par  ds*  demeure 
constant  lorsqu'on  passe  de  la  surface  à  l'une  quelconque  des 
surfaces  parallèles;  il  suffit,  en  effet,  pour  effectuer  ce  change- 
ment, d'augmenter  R  et  R'  d'une  même  constante,  sans  changer 
p  et/?,. 

Si  l'on  applique  la  formule  à  une  section  normale  delà  surface, 

on  a 

m  =  o, 


et  le  premier  membre  se  réduit  à  —  p  •  Il  suit  de  là  que  l'équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  troisième  degré 

(n)      q*~  du?  ■+-  3  a*  ^  du'-  dv  -+-  3»f  ^-  du  tk*+p\  ^-dç3=o 

1     du  u     dv  x  l   du  àv 

définit  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  et  pour  lesquelles  la 
section  normale  de  la  surf  ace  qui  est  en  même  temps  tangente 
à  la  courbe  en  un  quelconque  de  ses  points  est  surosculée  par 
un  cercle  en  ce  point. 

Ces  lignes  ont  été  considérées  en  premier  lieu  par  de  la  Gour- 
nerie  (,).  Il  résulte  de  leur  équation  différentielle  qu'elles  se 
conservent  lorsqu'on  passe  d'une  surface  à  la  surface  parallèle. 
Celte  remarque  a  été  faite  par  Ribaucour  (2).  On  les  détermine 
aisément  dans  les  surfaces  du  second  degré;  elles  se  réduisent 
alors  aux  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  et  aux  courbes 
sur  lesquelles  la  courbure  totale  de  la  surface  demeure  constante. 
On  peut  rattacher  leur  théorie  à  celle  du  contact  d'une  surface 
avec  un  cylindre  de  révolution.  Mais  cette  étude  trouvera  place 
ailleurs. 

511.  La  formule  de  Laguerre  permet  de  résoudre  une  question 
très  intéressante,  sur  laquelle  Bonnet  a,  le  premier,  appelé 
l'attention. 

Considérons  une  courbe  (C)  tracée  sur  une  surface  et  supposons 


(*)  De  la  Gournerie,  Étude  sur  la  courbure  des  surfaces  (Journal  de  Liou- 
ville,  ire  série,  t.  XX,  p.  i45;  i855). 

( 2  )   Ribaucûur,  Propriétés  de  lignes  tracées  sur  les  surfaces  (  Comptes  rendus, 
t.  LXXX,  p.  642;  1875). 
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qu'elle  soit   tangente  en  un   de  ses   points    M  à    une    des    lignes 
asjmptotiques  qui  passent  en  M.  Alors  nous  avons 


COS7TT 
=  O 


et,  par  conséquent,  si  cos  tnest  différent  de  zéro,  c'est-à-dire  si  le 
plan  oscillateur  ne  coïncide  pas  avec  le  plan  tangent  à  la  surface, 
p  est  infini.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  une  section 
plane  dont  le  plan  passe  par  une  des  tangentes  asjmptotiques  et 
ne  se  confond  pas  avec  Je  plan  tangent. 

Mais,  si  le  plan  oscillateur  de  la  courbe  se  confond  avec  le  plan 
tangent  à  la  surface,  on  a 

COS7Â5  =  O, 

et  p  peut  avoir  une  valeur  quelconque.  La  construction  géomé- 
trique que  l'on  déduit  du  théorème  de  Meusnier  tombe  également 
en  défaut,  et  conduit  aussi  à  une  indétermination. 

Bonnet,  à  qui  l'on  doit  la  remarque  précédente,  a  donné, 
pour  ce  cas  spécial,  une  formule  que  l'on  peut  rattacher  aisément 
à  celle  qui  a  été  démontrée  par  Laguerre. 

Désignons  par  -,  -  la  torsion  et  la  courbure  de  la  courbe  consi- 
dérée, par  —,  —  les  mêmes  quantités  relatives  à  la  ligne  asympto- 

tique  tangente.  Nous  avons  vu  (nos  492  et  493)  que  les  deux 
fonctions 

i         dm  costct  do        sinra  11        „  dm 

--+--T-         et         — —  ^  ^ -  +  3-^~ 

x         ds  p2      ds  p      V"  "s 

ont  les  mêmes  valeurs  si  on  les  calcule  successivement  pour  deux 
courbes  tangentes  au  même  point.  Ici,  l'angle  w  est  égal  à  un  qua- 
drant,  aussi  bien  pour  la  courbe  considérée   que   pour  la   ligne 

asymptotique;  mais  —j->  qui  est  nul  en  chaque  point  de  la  ligne 

asymptotique,  n'est  pas  nul  nécessairement  pour  la  courbe  consi- 
dérée. On  a  donc 

I   i        dm  i 

(ia)  )^  +  ^  =  T0> 

/l/i  +  s^U-i-, 

V  p  \"  ds  )        p0T0 
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,,     ,  ,,.      .  dm 

a  ou,  en  éliminant  — j-, 
as 

r         3  2  p 

"0  -o  po 

Celte  équation  fera  connaître  p  quand  t  sera  donné. 

Supposons,  par  exemple,  que  nous  voulions  déterminer  le  rayon 
de  courbure  de  la  section  par  le  plan  tangent.  Cette  section  a 
deux  branches  passant  au  point  de  contact.  On  aura,  pour  chacune 
d'elles, 

T  =  OO 

et,  par  conséquent  ( '), 


Mais,  pour  que  les  formules  précédentes  soient  réellement 
utiles,  il  faut  qu'on  puisse  déterminer  p0  et  -0.  Voici  comment  on 
y  parvient. 

512.  Dans  le  cas  d'une  ligne  asymptotique,  on  a,  d'après  la  for- 
mule (22)  (n°  492), 

1  p  du  -+-  p\  dv  q  du  -+-  ci\  dv    . 

= ~ COS  (jl)  -f- =-^ S1I1U). 

x0  ds  ds 

D'ailleurs,    l'équation    différentielle    d'une    ligne    asymptotique 
nous  donne 

p  du  -4-  pi  dv    .  q  du  -h  qt  dv 

sin  to  — — - cos  tu  =  o. 


ds  ds 

Ces  deux  relations  peuvent  être  remplacées  parles  suivantes  : 

pdu-hptdv        costo 

ds  z0 

(i4)  < 

g  du  -+-  q\  dv         sin  w 


=  °> 


ds  T0 

En  remplaçante  sin  w,  ds  cos  co  parleurs  expressions  (5)  (n°496) 


(1)  Cette  élégante  relation  est  due  à  Beltrami  qui  l'a  donnée  clans  un  Article 
Sur  la  courbure  de  quelques  lignes  tracées  sur  une  surface,  inséré  en  i865  aux 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (20  série,  t.  IV,  p.  a58). 
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en  fonction  de  du,  dv,  on  trouvera 

Acosm\    ,          /            Ccosrt\    , 
p I  du  -+-(/?[  — ■ I  dv  =  o, 


(i5) 

J  /  A  sin/?i\    .  /  G  sin/i\    ,  . 

!  \q  — —) du + vji  — — )  d^= o; 

d'où,  en  éliminant  -y-,  on  déduit 
dv 

(pqi  —  gPi)'*-*-  AC  sina=  o. 

En  introduisant,  d'après  la  formule  (i4)  (n°  496),   le  produit 
des  rayons  de  courbure  principaux,  on  obtient 

(16)  to^+v/^RR7, 

expression  remarquable  de  la  torsion  due  à  Enneper.  On  en 
déduit,  en  particulier,  que  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces 
à  courbure  totale  constante  sont  des  courbes  gauches  dont  la  tor- 
sion est  invariable. 

Si  l'on  porte  l'expression  de  t0  dans  la  formule  (i3),  elle  de- 
viendra 

(.7)  .L  =  l__Lv/=Tûv. 

pO       -  2  2T 

Cette  formule,  due  à  O.  Bonnet  ('),  comprend  implicitement 
celle  d'Enneper;  car  il  suffît  d'y  faire  p  =  p0  pour  retrouver  l'ex- 
pression de  la  torsion  d'une  ligne  asymptotique  (2). 

ol3.  11  nous  reste  à  déterminer  p0.  Ici  encore,  la  formule  a  été 
donnée  par  Bonnet. 

Prenons  le   système  de  coordonnées  formé   par  les  lignes    de 

courbure.  La  direction  des  lignes  asymptotiques  sera  définie  par 

l'équation 

sin2tu        cos2w 

—s —  =  °! 


R' 


(1)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (2e  série,  t.  IV,  p.  267;  i865). 

(2)  Comme,  d'après  la  formule  (16),  les  deux  lignes  asymptotiques  qui  passent 
en  un  même  point  de  la  surface  y  ont  des  torsions  égales  et  de  signes  contraires , 
il  faudra  prendre  garde  et  attribuer,  dans  la  formule  (17),  à  \/ —  RR'  le  signe 
qui  convient  à  la  ligne  asymptotique  considérée. 


4i4 

qui  donne 

(18)      cosw  = 
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V/R 


/R-  R' 


y/-H' 
v/R  — R' 


tangw 


les  radicaux  ayant  partout  le  même  signe.  La  formule  (  18)  (n°  490) 
nous  donnera 


—  =  du>  -f-  /•  du  -+-  rt  dv 


et,  par  conséquent, 


1         àta  du        àaj  dv  du 

p0        du    ds         dv   ds  ds 


dv 
ds 


,  du    dv  -,  ■  r  •         1 

ou,  en  remplaçant  —j—,  -j-  par  leurs  expressions  en  fonction  de  co, 


ds     ds 

1         cosu)  dio        sinw  dut 
Po 


-+-  —  cosu)+  —  sinw. 
A      ou  G      dv         A  G 


Or,  on  déduit  des  formules  du  n°  500 


R'       ~dv 


dK' 
R        du 


A       GR  R  — R' 


C        AR'  R  — R' 


et,  en  remplaçant  /',  /',  par  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p0,  on 
obtient 

1         cosw  di>i        cos2wsinw  cHogR'        sinio  àu>        sin2wcosu>  dlogR 
p0  ~       A      du  A  du  C      dv  G  dv 

1         cos2wsina)  à  log(  R'  tangto)        sin2a>cosu>  dlog(Rcotw) 
P^  ~  Â~~ 


du 


dv 


Remplaçons   maintenant   sinw  et  cosw   par  leurs  valeurs,  nous 
trouverons 


(19) 


(R— R')2 

Po 


R2 


2(_R,}f  A0„V     R 


R's 


R'2      à     /  R» 


2R2 


Cdv  V—  R' 


t-  ■  1.1  •■•  •       K'3      R3  •      1 

rLn  prenant  comme  variables  auxiliaires  —  et  ^j,  on  parviendra 

aisément  à  transformer  cette  formule  et  à  la  mettre  sous  la  forme 
élégante 


(ao)  - 

po 


4(— RR')»  T  à     /—  R\»  <?     /— R'y~| 


(R-R')2 
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qui  a  été  donnée  par  Bonnet,  mais  qui  présente  plus  de  difficultés 
que  la  précédente  pour  l'observation  des  signes. 

On  peut  donner  aux  expressions  trouvées  une  forme  entièrement 
géométrique  si  l'on  remarque  que 

d  d 


A  du        G  dv 


représentent  des  dérivées  relatives  à  des  déplacements  effectués 
sur  les  lignes  de  courbure.  En  désignant  ces  déplacements  par 
ds{,  ds2,  on  trouve,  pour  les  valeurs  absolues  des  deux  rayons  de 
courbure, 


.  i        4(-RR,)i 

(2,)         v  = 1 

Po        (R  — R')2 


d    I  —  R\8+    à    l  — 

as,  \   R'3  )    ~  ds 


£)*]■ 


Une  application  importante  montre  tout  l'intérêt  que  peuvent 
présenter  des  recherches  de  la  nature  de  celle  que  nous  venons 
d'exposer.  L'illustre  Lamé  s'était  proposé,  dans  ses  études  de 
Physique  mathématique,  de  déterminer  tous  les  systèmes  triples  à 
la  fois  orthogonaux  et  isothermes,  et  la  solution  qu'il  avait  donnée 
de  cette  importante  et  très  difficile  question  ne  laissait  pas  de  pré- 
senter des  longueurs  et  même  des  difficultés.  Dans  un  Mémoire 
déjà  ancien  ('),  Bonnet  a  montré  que  toutes  les  surfaces  faisant 
partie  d'un  système  à  la  fois  orthogonal  et  isotherme  doivent  jouir 
de  la  propriété  suivante  :  Sur  chaque  ligne  de  courbure  le  rayon 
principal  correspondant  à  cette  ligne  est  proportionnel  au  cube  de 
l'autre  rayon.  En  d'autres  termes,  on  doit  avoir 

.     ■  d   /-R\«  d   /— R'V 

(22)  ^;U^j  =°'       ^(-rtJ  =o; 

et,  par  conséquent,  Bonnet  a  pu  déduire  de  sa  formule  que,  si  des 
surfaces  nondéveloppables  appartiennent  à  un  système  orthogonal 
et  isotherme,  leurs  lignes  asymptotiques  doivent  avoir  un  rayon  de 
courbure  infini,  c'est-à-dire  doivent  se  réduire  à  des  droites. 
Toutes  les  surfaces  non  développables  qui  composent  le  système 
doivent  donc  être  nécessairement  du  second  degré. 

(')  O.  Bonnet,  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  isothermes  orthogonales 
{Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXXe  Cahier,  p.  i^\  ;  i845). 
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CHAPITRE  IV. 

LES    LIGNES    GÉODÉSIQUES. 

Formes  diverses  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques.  —  Les  lignes 
de  longueur  nulle  de  la  surface  satisfont  à  cette  équation  différentielle.  — 
Ligne  géodésique  passant  par  deux  points  suffisamment  voisins.  —  Théorème 
de  Gauss  relatif  aux  lignes  géodésiques  qui  passent  par  un  point  de  la  surface. 

—  Plus  court  chemin  entre  deux  points  suffisamment  voisins.  —  Géodésiques 
normales  à  une  courbe  quelconque.  —  Second  théorème  de  Gauss;  extension 
de  la  définition  des  courbes  parallèles  dans  le  plan.  —  Trajectoires  orthogo- 
nales d'une  famille  quelconque  de  géodésiques;  elles  se  déterminent  par  une 
simple  quadrature.  —  Variation  de  longueur  d'un  segment  de  ligne  géodésique. 

—  Système  orthogonal  formé  de  deux  familles  d'ellipses  et  d'hyperboles  géodé- 
siques. —  Théorème  de  J.  Weingarten.  —  Coordonnées  bipolaires  dans  le  plan 
et  sur  la  sphère.  —  Théorème  de  Liouville  relatif  à  deux  familles  de  lignes 
géodésiques  qui  se  coupent  mutuellement  sous  des  angles  constants. 


514.   Il  nous  reste  maintenant  à  entreprendre  l'élude  de  la  for- 
mule 

ds 

(i)  —  =  dio  h-  /-  du  -+-  rt  dv, 

qui  donne  le  rayon  de  courbure  géodésique  p«.  d'une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  surface.  Cette  formule  se  distingue  des  pré- 
cédentes par  une  propriété  essentielle,  que  nous  avons  déjà 
signalée  :  les  quantités  qui  y  figurent  dépendent  exclusivement  de 
la  forme  de  l'élément  linéaire  ;  et,  par  suite,  la  courbure  géodésique 
demeure  invariable  quand  on  déforme  la  surface  d'une  manière 
quelconque.  Nous  commencerons  par  étudier  les  lignes  géodé- 
siques. Leur  équation  différentielle 

(2)  dui  ■+-  r  du  -+-  /'1  dv  =  o 

est  du  second  ordre.  On  ne  sait  l'intégrer  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas;  néanmoins  Gauss,  dans  son  célèbre  Mémoire  ('), 


(')  Gauss,  Disquisitiones  générales  circa  superficies  curvas  (Mémoires  de  la 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue,  t.   VI,  1828,  et  Œuvres  complètes, 
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et  les  géomètres  qui  l'ont  suivi  ont  enrichi  ]a  théorie  des  lignes 
géodésiques  d'un  grand  nombre  de  propositions  intéressantes  que 
nous  allons  tout  d'abord  développer. 

Nous  indiquerons  en  premier  lieu  différentes  formes  de  l'équa- 
tion différentielle.  Si  nous  conservons  toutes  les  notations  du 
Chapitre  I  [p.  35g],  nous  aurons 

(3)  cosw  ds  =  £  du  -+-  £t  dv,         sinco  ds  =  vj  du  -h  t]i  dv 


et,  par  suite, 

(4) 


w  =  arc  tan; 


r\  du  -+-  7,1  dv 


\  du  -+-  %i  dv 
Les  formules  (A)  du  Tableau  I  nous  donnent 


Ar  = 


(5) 


1  f?Ë 
%  dv 


du 


i    dG  dr\ 

A/-!=  -- Tjt— - 

•2    dii  C*P 


dg,            àF 

i   àE 

du             du 

2   dp 

dt,         i  dG 

dF 

dv         i  du 

dp" 

dp 


dp 


A  désignant  toujours  le  déterminant 
(6)  A  =  ?7U  —  ijÇ,. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  de  w,  /•,  /*,   dans  l'équation  (2)  et  si 
l'on  développe  les  calculs  en  tenant  compte  des  relations 


Sî 


(7)  S*-Hij»=E,  ^+7)^1=  F, 

on  obtiendra  l'équation  suivante  : 

2(EG  —  F^idiid^v  —  dv  d*u) 

wdE        „dE  „dF\    ,  ' 

E  - h  F 2  E  —     du3 

dv  du  du] 


+  71?=  G, 


(8) 


SF^H-G^-SF^ 

0»P  OU  Ca 


2  E  ^   dtt*  dp 


„dG        „dG  ^dF  _dE\  79 

F h-  E 2  F 2  G  — -     du  dv* 

du  dv  dv  dv  / 

0*+F»_,G*]j*., 

OM  OP  dP / 


t.  IV,  p.  217  ).  Le  Mémoire  de  Gauss  a  été  souvent  reproduit.  On  le  prouve,  en 
particulier,  dans  l'édition  que  J.  Liouville  a  donnée  en  i85o  de  V Application  de 
l'Analyse  à  la  Géométrie,  par  Monge. 

D.— II.  27 
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qui  caractérise  les  lignes  géodésiques  et  ne  contient  que  les  quan- 
tités E,  F,  G. 

olo.  Si  l'on  adopte  l'arc  s  de  la  ligne  géodésique  comme  va- 
riable indépendante,  on  peut  substituer  à  l'équation  précédente 
deux  équations  différentielles  qui  définiront  u  et  v  en  fonction  de  s. 
On  déduit,  par  exemple,  de  la  formule  (3) 


ta  =  arc  cos 


£  du  -+-  \x  dv 
ds 


Choisissons  le  système  de  translations  pour  lequel  on  a 
(9)  Éi  =  o, 

il  faudra  prendre 

'11=  \/G, 


(10) 


Y)    = 


\/EG  —  F2 


s/G 


La  substitution  des  valeurs  de  r,  ri:  w  dans  la  formule  (2)  per- 
mettra  de   calculer  — —    et  nous  donnera  la   première  des   deux 
ds-  r 

équations  suivantes  : 

d2 


2(EG- 

-F2 

75T 

\ 

du 

—  G 

dE 
du 

— 

dv  / 

du2 
ds- 

+ 

z(f 

dG 

du 

-G 

dE 

~dv~ 

\  du  di 
!     ds2 

> 

-  -+- 

dG 


(11) 


\      dv 


_  dG  _  d¥\  dv2 

ou  dv  )  ds2 


;(EG  —  F2)^r 
as2 


d« 


dE 
dp 


„  àF \  du2 
2  E  —     — 

du/   «5- 


dE  dG  \  <:/«  <f  y 

dv  du  j     ds2 


xF 


dF 
~dv 


dv  du  j  ds2 


qui  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  l'échange  de  u  et  de  p,  de  E 
et  de  G.  Pour  déterminer  complètement  u  et  v  en  fonction  de  s,  il 
faudra  leur  adjoindre  la  relation 


(ii) 


du2 


iF 


du  dv 


dv2 


ds"1  ds2  ds2 

qui  sert  de  définition  à  la  variable  auxiliaire  s. 


1, 
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On  peut  remplacer  les  deux  équations  (11)  parles  suivantes   : 

d_  /Edu-h  F  dv\  _  dE  du?  dF  du  dv        dG  dv2 

1      ds  \  ds  j        du   ds-  du      ds2  du   ds2 

'       d_  /  F  du  -4-  G  dv\  _  dE  du?  dF  du  dv        dG  dv1 


ds  \  ds  j        dv    ds-        ^  dv      ds'2       '     dv    ds2 

qui  sont  d'une  forme  plus  élégante,  mais  ne  sont  pas  résolues  par 
rapport  aux  dérivées  secondes. 

516.  Les  différentes  équations  que  nous  venons  d'obtenir 
mettent  en  évidence  une  propriété  fondamentale  des  lignes  géodé- 
siques  que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Étant  donnés  une  ligne  géodésique  et  deux  points  quel- 
conques A,  B  pris  sur  cette  ligne,  la  variation  première  de  Varc 
de  la  géodésique  compris  entre  ces  deux  points  est  nulle  quand 
on  passe  de  cette  géodésique  à  toute  autre  ligne  infiniment 
voisine  ayant  les  mêmes  extrémités  ;  et,  réciproquement,  toute 
ligne  jouissant  de  cette  propriété  est  une  géodésique. 

Considérons,  en  effet,  une  ligne  quelconque  comprise  entre  les 
points  A  et  B  et  définie  par  l'équation 

v  = o(u) ; 

son  arc  sera  donné  par  la  formule 


l 


/E  +  îFp'+  Gv'2du, 


v'  désignant  la  dérivée  de  v  par  rapport  à  il.  Si  l'on  veut  que  la 
variation  première  de  l'arc  soit  nulle,  on  aura,  en  appliquant  les 
principes  du  Calcul  des  variations,  l'équation  différentielle 


04)  -17. 


dE          dF 

,       dG    „ 

-t h  2  — —  i 

>  H V2 

dv           dv 

dv 
=  o. 

du  \  /E  +  2Fp'+Gv'j  /         îE  +  aFc'+G  v'2 

Si  l'on  développe  les  calculs,  on  retrouve  l'équation  (8).  La 
proposition  est  donc  établie. 

Mais  on  peut  aussi  choisir  l'arc  5  comme  variable  indépendante, 
alors  l'équation  (i4)  prend  immédiatement  et  sans  calcul  la  forme 
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de  la  seconde  équation  (i3).  La  première  de  ces  équations 
se  déduisant  de  la  seconde  par  l'échange  de  u  et  de  p,  on  peut 
considérer  comme  démontré  le  système  (i3),   système   que   l'on 

pourra  ensuite  résoudre  par  rapport  aux  dérivées  secondes  —rr> 
-rj>  ce  qui  donnera  les  équations  (i  i). 

517.  Les  calculs  de  vérification  que  nous  venons  d'indiquer 
conduisent  à  une  coûséquence  intéressante.  Reprenons,  par 
exemple,  l'équation  (i4)  ou  nous  regarderons  u  comme  variable 
indépendante.  En  la  développant,  on  lui  donnera  d'abord  la  forme 
suivante  : 

^(Gp'+F)-rftt(^  +  a^p'+^p'»)J(fi-4-aFp'H-Gp'>) 

-(Gp'+F)'rf(E  +  2Fp'+  Gp'2)  =  o. 

On  reconnaît  ainsi  immédiatement  que  les  lignes  de  longueur 
nulle  de  la  surface,  qui  sont  définies  par  V équation 

E  +  ïFc'+Gc'2=o, 

satisfont  à  V équation  différentielle  des  lignes  géodésiques. 

Il  est  aisé,  en  effet,  d'établir  directement  que  ces  lignes  sont 
de  véritables  lignes  géodésiques  et  que  leur  plan  osculateur  est, 
en  chaque  point,  normal  à  la  surface.  Il  suffit  de  remarquer  que 
le  plan  osculateur  de  toute  ligne  de  longueur  nulle  est  tangent  au 
cercle  de  l'infini  et,  par  conséquent,  normal  à  la  tangente.  Si  donc 
une  ligne  de  longueur  nulle  est  tracée  sur  une  surface,  son  plan 
osculateur  en  chaque  point,  étant  normal  à  la  tangente  en  ce  point, 
contient  nécessairement  la  normale  à  la  surface. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  autrement  la  propriété  que  nous 
venons  d'établir.  Si  l'on  suppose  que  la  surface  est  rapportée  à  ses 
lignes  de  longueur  nulle,  on  aura 

E  =  o,         G  =  o; 

l'équation  (8)  prendra  donc  la  forme  particulièrement  simple 

f  d¥             dF      \ 
(i 5 )  F  (du  d*  v  —  dv  d%  u)  —  dv  du  ( -— du —dv\  =  o. 

\ou  ov       J 
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On  reconnaît  ainsi  que  toutes  les  lignes  coordonnées,  définies 
par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations 

df  ~  o         ou         du  =  o, 
satisfont  à  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  ('). 

518.  Les  équations  de  différentes  formes  que  nous  venons 
d'obtenir  pour  les  lignes  géodésiques  mettent  en  évidence  un  fait 
essentiel,  sur  lequel  on  s'appuie  à  chaque  instant  dans  la  théorie  r 
c'est  que,  par  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  ne  passe 
qu'une  ligne  géodésique  admettant  pour  tangente  en  ce  point 
une  tangente  déterminée  de  la  surface.  En  d'autres  termes,  une 
ligne  géodésique  est  pleinement  déterminée  par  la  condition 
dépasser  en  un  point  de  la  surf  ace  et  d'y  admette  une  tan- 
gente donnée. 

Si,  au  contraire,  on  veut  assujettir  une  ligne  géodésique  à 
passer  par  deux  points,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  problème 
peut  avoir  une  infinité  de  solutions,  alors  même  que  les  deux 
points  seraient  très  rapprochés.  Supposons,  par  exemple,  que  la 
surface  donnée  soit  un  cylindre  de  révolution;  les  lignes  géodé- 
siques seront  des  hélices.  On  reconnaîtra  aisément  que,  si  l'on 
prend  sur  le  cylindre  deux  points  M  et  M',  quelque  voisins  qu'ils 
soient,  il  y  a  une  infinité  de  lignes  géodésiques  passant  par  ces 
deux  points.  Ces  hélices  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  le 
nombre  de  tours  que  fait,  sur  chacune  d'elles,  un  point  partant 


(!)  Les  lignes  de  longueur  nulle  se  distinguent  toutefois  des  autres  géodésiques 
par  une  propriété  qu'il  est  bon  de  signaler.  La  variation  première  de  l'arc,  quand 
on  passe  d'une  telle  ligne  à  la  courbe  infiniment  voisine,  se  présente  sous  une 
forme  indéterminée.   Cela  tient  à  ce  que    l'arc  de  toute  ligne  infiniment  voisine 

d'une  ligne  de  longueur  nulle  est  un  infiniment  petit  de  l'ordre  —  Soit,  en  effet, 


une  ligne  de  longueur  nulle.   Pour  toute  ligne  infiniment  voisine  définie  par 
l'équation 

t>=£Cp(«), 

où  e  est  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura 

s  =  ifs.    !   \Ji  F  tp'  (  u  )  du. 
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de  M  avant  d'arriver  en  M',  et  par  le  sens  dans  lequel  s'effectue  ce 
mouvement. 

Mais,  quelle  que  soit  la  surface  considérée,  on  peut  déterminer 
une  grandeur  /  telle  que,  si  l'on  prend  sur  chaque  ligne  géodé- 
sique  passant  par  M,  et  à  partir  de  M,  une  longueur  A  égale  ou 
inférieure  à  /,  il  ne  passera  par  le  point  M  et  par  l'extrémité  de 
cette  longueur  aucune  autre  ligne  géodésique  dont  la  longueur 
soit  inférieure  à  l.  Cette  proposition  n'est  pas  absolument  évidente, 
mais  on  peut  l'établir  rigoureusement  de  la  manière  suivante. 

Nous  avons  vu  que  les  coordonnées  de  u  et  de  v  d'un  point  de 
la  ligne  géodésique  sont  définies  en  fonction  de  s  par  les  équa- 
tions (i  i)  qui  sont  de  la  forme  suivante  : 


(16) 


d'1u  _        /rf«\2         ,    du  dv  I  dv 

ds'1  \ds  /  ds   ds  \ds 

d"v           ,  I  du  \  2          7 ,  du  dv  .  (  dv  \  '■ 

i  b  —, ; h  c     —r- 


ds2  \  ds  /  ds   ds  \ds  j 


a,  6,  a',  ...  étant  des  fonctions  données  de  a  et  de  e.  Si  l'on 
veut  étudier  l'ensemble  des  lignes  géodésiques  passant  par  urt 
point  M  de  coordonnées  u0,  p05  'es  équations  différentielles  donne- 
ront pour  «et^  des  fonctions  de  l'arc  s  compté  à  partir  de  M  et 

des  valeurs  initiales  u0  v0,  (-7-)  »  (  -r-  )  relatives  à  ce  point.  Re- 
marquons d'ailleurs  que  les  équations  différentielles  précédentes 
ne  changent  pas  déforme  quand  ony  remplace  s  par  as,  a  désignant 
une  constante  quelconque.  Il  faudra  donc  que  les  valeurs  de  u  et 

de  v  ne  changent  pas  quand  on  remplaces,  (  -7-  )  '  (  ~r  )  respecti- 
vement par  as,  -  (  -7-  )    >  -  (  ~r  )   •   Cela    ne   peut  avoir  lieu  que 

si  «,  v  dépendent,  en  même  temps  que  de  u0,  r0,  des  seules 
variables 

'  _     (  du\  ,  _     /  dv  \ 

\ds/0'  \ds/o 

On  aura  donc 

u  =/{u',  v',  u0,  v0),         v  =  <p(u',  v',  w0,  v0). 

Si  les  coefficients  E,  F,  G  et,  par  suite,  les  fonctions  a,  b, 
«',  ...  sont  développables  suivant  les  puissances  entières  de 
u  —  u0,   v  —  v0,  les  fonctions  /  et  œ  seront  développables  suivant 
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les  puissances  de  u'  et  de  (';  et  l'on  aura  des  séries   de  la  forme 
suivante  : 

u  —  u0  =  u'  -+-  a  u''2  -+- 1  a'  u'  v'  -+-  a"  p'2  -+- . . . , 

P—     (•(,=      (''-i-    Plt'2+2P'tt'b'-4r-    P»p'*  +  ..    ., 

où  les  coefficients  a,  [3,  . . .  seront  des  fonctions  de  i/.0,  c0,  et  qui 
seront   convergentes    pour    toutes  les    valeurs    de   u',   v'  dont  le 
module  sera  inférieur  à  une  quantité  fixe. 
Le  déterminant  fonctionnel 

d(a,  v) 


d(u',  c') 


étant  égal  à  i  pour  u'  =  v'  =  o,  les  équations  précédentes  pour-, 
ront  être  résolues  par  rapport  à  u' ,  v'  et  donneront  pour  ces 
quantités  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  u — «0? 
p  —  p0,  séries  qui  demeureront  convergentes  tant  que  les  modules 
de  ces  deux  différences  demeureront  inférieurs  à  une  quantité  fixe. 
En  d'autres  termes,  il  ne  passera  par  le  point  M  et  par  un  point 
suffisamment  voisin  M'  qu'une  ligne  géodésique  pour  laquelle  u' 
et  v'  soient  inférieures  à  une  quantité  fixe,  c'est-à-dire  dont  la 
longueur  soit  inférieure  à  une  quantité  donnée  (').  C'est  la  pro- 
position que  nous  voulions  établir.  On  peut  encore  l'énoncer  en 
disant  qu'on  peut  délimiter  une  région  entourant  le  point  M  et 
telle  que,  par  un  point  quelconque  de  cette  région  et  par  le 
point  M,  il  ne  passe  qu'une  seule  ligne  géodésique  tout  entière 
comprise  dans  la  région  (2). 

(  '  )  Comme  on  a 

E0,  F0,  G0  désignant  les  valeurs  de  E,  F,  G  au  point  M,  on  obtient,  en  multipliant 
par  s2,  la  relation 

s2  =  E„  u"1  +  2F0u'p'+  G0  v'2, 

qui  montre  que,  si  u',  v'  sont  inférieures  à  une  quantité  fixe,  il  en  sera  de 
même  de  s. 

(2)  Les  variables  u',  v'  sont  celles  auxquelles  R.  Lipschitz,  dans  des  recherches 
plus  générales,  a  donné  le  nom  de  variables  normales.  Voir,  en  particulier,  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (iro  série,  t.  IV,  p.  97-110). 
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519.  Il  résulte  de  cette  proposition  que,  si  l'on  détermine 
chaque  point  de  la  région  précédente  par  la  longueur  u  de  la  ligne 
géodésique  qui  joint  ce  point  au  point  M  et  par  l'angle  v  que  fait 
en  M  cette  ligne  géodésique  avec  une  des  tangentes  en  ce  point  à 
la  surface,  on  aura  constitué  un  système  de  coordonnées  tout  à  fait 
analogue  au  système  de  coordonnées  polaires  dans  le  plan  et  dans 
lequel,  à  chaque  point  de  la  surface,  correspondra  un  seul  système 
de  valeurs  de  u  et  de  p,  si  l'on  convient,  par  exemple,  de  prendre 
u  positif  et  v  compris  entre  o  et  itz.  L'élément  linéaire  de  la 
surface  sera  donné  par  la  formule 

ds2  =  du-  4-  2  F  du  dv  -+-  G  </e2, 

dans  laquelle  £  est  égal  à  i.  On  aura  évidemment 

F  =  o,        G  =  o 
pour  u  —  o. 

Cela  posé,  exprimons  que  les  lignes  v  =  const.  sont  des  géodé- 
siques.  Si  l'on  emploie,  par  exemple,  l'équation  (8),  on  aura,  en 
annulant  dv  et  d2v,  la  condition 

dF 
ou 

F  ne  peut  donc  dépendre  que  de  la  seule  variable  v;  et,  comme 
on  a  F=o  pour  «  =  o,  F  sera  identiquement  nul.  Par  suite,  l'élé- 
ment linéaire  de  la  surface  prendra  la  forme  simple 

(17)  ds*=  du*--+-Gdv*. 

520.  On  peut,  encore  établir  le  même  résultat  en  adoptant  la 
forme  de  l'élément  linéaire  étudiée  au  Chapitre  II  [p.  374]-  On 
aura  ici 

ds%  =  du-  -h  2  G  cos  a  du  dv  -+-  G2  dv 2. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  l'arc  C  dv  compris  entre  deux  lignes 
géodésiques  infiniment  voisines  devant  diminuer  indéfiniment 
quand  u  tend  vers  zéro,  il  faudra  que  l'on  ait  C  =  o  pour  u  =  o, 
qnel  que  soit  v. 

Cela  posé,  exprimons  que  les  lignes  p=  const.  sont  géodé- 
siques. En  appliquant  la  formule  (2)  et  remarquant  qu'ici  w  est 
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égal  à  />?,  on  a 

dm 

- h  r  =  o 

du 

ou,  en  remplaçant  r  par   sa   valeur    déduite    des   formules   (A') 

(n°495), 

dy.         cota  dC  d(Ccosa) 

du  G      du  du 

Ainsi  G  cosa  doit  être  une  fonction  de  v 

(18)  G  cosa  =  <p(i'j. 

Mais,  comme  C  est  nul,  quel  que  soit  c,  pour  u  =  o,  il  faut 
nécessairement  que  l'on  ait 

cp(e)  =  o. 

L'équation  précédente  nous  donne,  pour  une  valeur  quelconque 

de  u, 

C  cosa  =  o 

et,  par  suite, 

cosa  =  o. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  forme  déjà  donnée 

(19)  ds"-=du^-^-Cid^ 
de  l'élément  linéaire  de  la  surface. 

521.  Cette  forme  est  d'une  importance  capitale.  Elle  va  nous 
permettre  de  démontrer  que  le  chemin  le  plus  court  entre  deux 
points  suffisamment  rapprochés  d'une  surface  est  toujours  une 
ligne  géodésique. 

En  effet,  sur  la  portion  de  surface  que  nous  avons  définie  plus 
haut  et  qui  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  ligne 
géodésique  de  longueur  /  tournant  autour  de  son  extrémité  M, 
prenons  un  point  quelconque  M'  de  coordonnées  u0,  v0)  u0  sera 
la  longueur  de  la  ligne  géodésique  qui  passe  par  M  et  M'.  Si  nous 
considérons  tout  autre  chemin  réunissant  ces  deux  points  et  com- 
pris entièrement  dans  la  portion  de  surface  considérée,  la  longueur 
de  ce  chemin  sera  exprimée  par  l'intégrale 


\Jdiû 

n 


C2  df-2. 
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Or,  cette  intégrale  est  évidemment  supérieure  à 


r 


du. 


Donc  le  chemin  est  supérieur  à  u0. 

Si  le  chemin  sort  de  la  porlion  de  surface  que  nous  venons  de 
définir,  il  faudra  qu'il  aille  d'ahord  de  M  en  un  point  u.  de  la 
limite.  Le  chemin  Ma,  étant  au  moins  égal  à  /  d'après  la  démon- 
stration précédente,  sera  déjà  supérieur  à  u0;  il  en  sera  donc  de 
même  a  fortiori  du  chemin  total. 

On  peut  encore  présenter  le  raisonnement  précédent  sous  une 
forme  géométrique.  Construisons  autour  de  ce  point  M  les  courbes 
u=  const.  qui  offriront  autour  de  ce  point  la  disposition  générale 
d'une  série  de  cercles  concentriques  autour  de  leur  centre  dans 
le  plan.  Considérons  deux  courbes  infiniment  voisines;  l'arc  d'une 
ligne  quelconque  compris  entre  ces  deux  courbes  sera 


y' du2 -h  G2  dv%; 

sa  valeur  minimum  sera  donc  du  et  elle  correspondra  au  cas  où 
l'on  suit,  pour  aller  de  l'une  à  l'autre  courbe,  une  géodésique  nor- 
male. Le  plus  court  chemin  de  M  à  M'  est  donc  nécessairement  la 
géodésique  qui  passe  par  ces  deux  points. 

522.  On  peut  généraliser  comme  il  suit  la  proposition  obtenue 
au  n°  520  : 

Etant  donnée  {jig.  36)  une  courbe  quelconque  AA',  construi- 
sons les  géodésiques  normales  à  cette  courbe.  JNous  définirons  un 
point  quelconque  de  la  surface  dans  le  voisinage  de  AA'  par  l'arc 
^=AP  qui  détermine  le  pied  de  la  géodésique  passant  par  le 
point  M  et  par  la  longueur  u  =  MP  comptée  à  partir  de  P  sur1 
cette  géodésique.  Tant  que  u  sera  inférieure  à  une  limite  fixe,  un 
point  n'aura  qu'un  seul  système  de  coordonnées  (').  U  suffit,  en 


(')  On  peut  démontrer  cette  proposition  en  toute  rigueur;  il  suffit  de  s'appuyer 
sur  les  résultats  obtenus  au  n°  518. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  de  u  et  de  v,  relatives  à  un  point  quelconque 
d'une  ligne   géodésique  passant  en  un  point  M  de  coordonnées   ua,  e0,   sont  des 
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effet,  de  remarquer  que  les  lignes  géodésiques  normales  à  AA'  ne 
s'entre-croisent  pas  tant  que  u  est  inférieur  à  une  limite  que  l'on 
pourra  déterminer. 

Fis.  36. 


On  aura  encore,  en  prenant  u  et  v  comme  variables, 
ds"1  =  du1  -+-  2  C  cos  x  du  dv  -+-  C-  dv-, 


fonctions  des  quatre  variables 


\dsj0 


Si  le  point  M  est  pris  sur  une  courbe  (G)  et  si,  déplus,  la  ligne  géodésique  doit 
être  normale  à  (C),  u0,  v0,  \-r-)  »  (  -p  )  deviennent  des  fonctions  de  la  va- 
riable qui  fixe  la  position  de  ce  point  sur  la  courbe.  Désignons  cette  variable 
par  o-;  u  et  v.  seront  des  fonctions  de  s  et  de  a.  Le  déterminant  fonctionnel 


d{  u,  v) 

d  (s,  a ) 


a  évidemment  pour  valeur  initiale 


/  du\ 
{~ds)0 

du-n 
da 

\ds)t 

dv0 
d<j 

du\      ( dv \       ...  ,  ,    ,     ,.  .    , ,  .  ,  ., 

—  1)1  —  1»  déterminant    la  tangente  a  la  ligne  geodesique,   ne  peuvent  être 

,     ,  du„    dva       .   , ,  „    .  ,  ,  .      .  _. . 

proportionnels  a  -—^i  -j—  qui  définissent  la  tangente  a  la  courbe  (C). 

La  valeur  initiale  du  déterminant  fonctionnel  n'étant  pas  nulle,  ce  déterminant 
demeure  différent  de  zéro  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  s.  Par  consé- 
quent, u  et  v  sont  des  fonctions  indépendantes  de  *  et  de  c  dans  la  région  voi- 
sine de  la  courbe  (  C  ),  et,  réciproquement,  s  et  s  sont  des  fonctions  indépendantes 
de  u  et  de  v  n'admettant  qu'une  seule  détermination  dans  le  voisinage  de  la 
courbe  (C  ). 
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avec  la  condition 

C  cosa  =  ç(f), 

qui  exprime  que  les  lignes  de  paramètre  v  sont  des  géodésiques. 
D'ailleurs,  pour  w  =  o,  on  a 


quel  que  soit  v.  On  a  donc  encore 

<?(«')  =  Oi 

et,  par  conséquent,  on  retrouve  pour  l'élément  linéaire  la  forme 
déjà  obtenue 

cfe2  =  diû-+-  G2<f«'2. 

Ainsi,  lorsqu 'on  porte  sur  les  lignes  géodésiques  normales  à 
une  courbe  des  longueurs  constantes,  le  lieu  des  extrémités  de 
ces  longueurs  est  une  courbe  également  normale  aux  lignes 
géodésiques.  C'est  la  généralisation  d'un  résultat  bien  connu, 
relatif  aux  courbes  parallèles  dans  le  plan.  Les  deux  théorèmes 
précédents  sont  dus,  comme  on  sait,  à  Gauss. 

523.  On  peut  encore  les  démontrer  de  la  manière  suivante  : 
Considérons  sur  une  portion  de  la  surface  une  famille  de  géodé- 
siques telle  qu'il  ne  passe  qu'une  de  ces  lignes  par  chaque  point 
de  la  région  considérée,  et  associons  à  ces  lignes  une  autre  famille 
de  courbes  quelconques  qui,  jointe  à  la  première,  permette  de 
constituer  un  système  de  coordonnées  propre  à  déterminer  tous 
les  points  de  la  région.  L'élément  linéaire  de  la  surface  sera 
représenté  par  une  formule  telle  que  la  suivante  : 

ds*  =  E  du*  -4-  2  F  du  dv  -h  G  dv*, 

où  nous  supposerons  que  les  lignes  géodésiques  soient  les  courbes 
de  paramètre  vJ  Si  l'on  se  reporte  à  l'équation  (8)  et  si  l'on  ex- 
prime qu'elle  est  vérifiée  lorsqu'on  y  introduit  l'hypothèse  dv—o, 
on  sera  conduit  à  l'équation  de  condition 

_,  dE       _.  ÔE         _,  dF 

E—  -+-F- aE—  =  o, 

av  Ou  ou 
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à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  suivante  : 

dv/Ë        à     F 

(20) 


de 


du  ^e 


On  peut  donc  poser 


(2l)  V/E  =   -T-»  — =   =    -7-  '  F   = 

oit  Vg        ov  du  ôv 

En  substituant  les  valeurs  de  E  et  de  F  dans  l'élément  linéaire, 
on  lui  donnera  la  forme  suivante  : 

EG F2 

ds'1  =  d%-  -+-  ■ F dv%. 

E 

On  voit  donc  que  les  courbes  définies  par  l'équation 


(22)  6  =  /  (  \fË  du  -\ — ^=  dv  )  =  const. 


F 

y/Ë. 


sont   les  trajectoires   orthogonales    des  géodésiques  considérées. 
Ainsi  : 

On  peut  toujours,  par  une  simple  quadrature,  déterminer 
les  trajectoires  orthogonales  cVune  famille  quelconque  de 
géodésiques ;  et,  si  Von  rapporte  les  points  de  la  surface  au 
système  de  coordonnées  formé  par  les  géodésiques  (v  =  const.) 
et  leurs  trajectoires  orthogonales  (9  =  const.),  Vêlement  li- 
néaire prend  la  forme 

(23)  ds*=dQ*+Gdv*. 

L'interprétation  géométrique  est  immédiate.  Deux  trajectoires 
orthogonales  quelconques  interceptent  le  même  arc  sur  toutes 
les  géodésiques  considérées.  Ces  résultats  sont  en  parfait  accord 
avec  ceux  que  nous  avons  déjà  obtenus. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  géodésiques  passent  toutes  par  un 
point,  il  y  a,  évidemment,  des  trajectoires  orthogonales  qui,  dans 
une  portion  de  leur  parcours  vue  du  point  sous  un  angle  fini, 
restent  infiniment  voisines  de  ce  point;  et,  par  conséquent,  le 
point  lui-même  peut  être  assimilé  à  une  trajectoire  orthogonale, 
ce  qui  démontre  le  premier  théorème  de  Gauss. 
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524.  Nous  voyons  que  la  considération  des  lignes  géodésiques 
nous  conduit  à  des  systèmes  nouveaux  pour  lesquels  on  doit  faire 


dans  les  formules  du  n°  499.  Remarquons  la  forme  exceptionnel- 
lement simple  que  prend,  dans  ces  systèmes,  l'expression  de  la 
courbure  totale.  On  a  alors,  d'après  la  formule  (31)  (n°  499), 

1  1  d*C 

(a4)  TOr=-c^-' 

expression  qui  est  due  à  Gauss  et  dont  nous  aurons  souvent  à 
faire  usage. 

Nous  donnerons,  par  analogie,  le  nom  de  courbes  parallèles 
aux  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  géodésiques. 

o2o.  On  peut  déduire  des  résultats  précédents  une  formule 
fondamentale  relative  à  la  variation  de  longueur  d'un  segment  de 
ligne  géodésique. 

Soit  (fig.   3-)  MP  un   segment  de  ligne  géodésique    dont  les 

Fie.  37. 


extrémités  M  et  P  décrivent  deux  courbes  données  (G)  et  (D). 
Employons  le  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  par  les 
positions  successives  MP,  M'P',  ...  du  segment  et  par  leurs  tra- 
jectoires orthogonales.  L'élément  linéaire,  dans  ce  système, 
prendra  la  forme  (23);  si  u,  u0  désignent  les  valeurs  de  «aux 
points  M  et  P,  on  aura 

arcMP  =  u  —  u0. 

De  même,   si  u-\-du,   u0-t-du0  sont  les  valeurs  de  u  corres- 
pondantes aux  points  M',  P',  on  aura 

arc  M' P'  =  u  -t-  du  —  u0  —  du0, 
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ce  qui  donne 

rfarcMP  =  du  —  du0. 

Or,  dans  les  triangles  infiniment  petits  M  M' H,  PP'K  formés 
avec  les  trajectoires  orthogonales  MH  et  PR,  on  a 

M' H  =       du  =  —  MM'  cos  M' M  P, 

KP'  =  —  du0  =  —   PP'cosP'PM" 

et,   par  conséquent,    la  substitution  de  ces  valeurs  de  du  et  du0 
conduit  au  résultat  suivant  : 

(25)  rfarcMP  =  — MM' cosM'MP  —  PP'cosP'PM. 

Cette  formule  est  identique  à  celle  qui  donne  la  différentielle 
d'un  segment  de  droite.  Comme  il  est  facile  d-e  l'obtenir  directe- 
ment par  le  Calcul  des  variations,  elle  pourrait  conduire  aux  pro- 
positions de  Gauss  par  un  chemin  inverse  de  celui  que  nous  avon\ 
suivi. 

526.  La  formule  (20)  permet  d'étendre  aux  lignes  géodésiques 
un  grand  nombre  des  propositions  qui  s'appliquent,  dans  la  Géo- 
métrie du  plan,  aux  systèmes  de  lignes  droites.  On  peut  constituer, 
par  exemple,  sur  toute  surface,  une  théorie  analogue  à  celle  des 
développées  et  des  développantes  d'une  courbe  plane.  Nous  lais- 
serons au  lecteur  le  soin  de  poursuivre  ces  généralisations,  et 
nous  nous  attacherons,  de  préférence,  à  la  conséquence  suivante 
de  la  formule  fondamentale  : 

Considérons  (Jig.  38)  deux  courbes  (C),  (C)  et  cherchons  le 
lieu  des  points  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs 
distances  géodésiques  à  ces  deux  courbes  soit  constante.  Si,  d'un 
point  M  du  lieu,  on  abaisse  les  normales  géodésiques  MP,  IVIQ 
sur  les  deux  courbes,  on  devra  avoir 

MP  ±  MQ  =  const.  ; 

et,   par  suite,   lorsqu'on  passera  d'un  point  M  du  lieu  au  point 
infiniment  voisin  M',  il  viendra 

dMP±dMQ  =  o. 
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La  formule  (  20)  nous  donne 

dMP  =  -  MM'  cosM'M  P, 
dMQ  =  —  MM'  cos  M' M  Q. 

En  substituant  ces  valeurs  des  différentielles  dans  la  relation 
précédente,  on^trouvera 

cosM'MPzfccosM'MQ  =  o. 


Dans  le  cas  où  l'on'prend  le  signe  -+-  et  où,  par  conséquent,  la 
somme  des  distances  [est  constante,  l'équation  exprime  que  la 
tangente  au  lieu  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  ligne 
géodésique  et  le  prolongement  de  l'autre.  Quand  on  prend  le 
signe  — ,  c'est-à-dire  quand  la  différence  des  distances  est  con- 
stante,1 la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux 
normales  géodésiques. 

En  rapprochant  ces  deux  résultats,  nous  obtenons  le  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  construit  sur  une  surface  quelconque  toutes  les 
courbes  lieux  des  points  pour  lesquels  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  géodésiques  à  deux  courbes  données 
demeure  constante,  on  obtient  dans  tous  les  cas  deux  familles 
de  courbes  se  coupant  à  angle  droit. 

Nous  donnerons,  dans  la  suite,  le  nom  d'ellipses  et  d'hyper- 
boles géodésiques  aux  courbes  qui  composent  ces  deux  familles. 
Leur  définition  ne  change  pas  si  l'on  substitue  aux  deux  courbes 
de  base  (C)  et  (C)  des  courbes  parallèles  quelconques  II  faut 
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toutefois    remarquer    que   ce    changement    peut   transformer   les 
ellipses  en  hyperboles  et  vice  versa. 

527.  Nous  allons  chercher  la  forme  que  prend  l'élément  linéaire 
de  la  surface  quand  on  adopte  le  système  de  coordonnées  curvi- 
lignes que  nous  venons  de  définir;  mais  nous  prendrons  comme 
intermédiaire  un  système  de  coordonnées  obliques  formé  avec 
deux  séries  de  courbes  parallèles. 

Considérons  {fig.  3g)  une  première  famille  de  courbes  paral- 


lèles, que  nous  définirons  par  leurs  distances  u  =  AP  à  l'une 
d'elles  (G),  distance  comptée  sur  une  géodésique  normale.  Soit, 
de  même,  une  seconde  famille  de  courbes  parallèles,  que  nous  défi- 
nirons par  leurs  distances  v  =  BQ  à  l'une  d'elles  (C). 

Construisons  les  quatre  courbes  de  paramètres  u,  u -\- du,  v, 
v  -f-  dv  qui  formeront  un  parallélogramme  curviligne  MNM'N' 
dont  l'angle  M  sera  désigné  par  a  et  dont  les  côtés  auront  pour 

valeurs 

MN'=AtfK,         MN  =  Cûfo, 

A  et  C  étant  les  quantités  qui  figurent  dans  l'expression 
ds*  =  A2  du-  -+-  G2  dvï  -+-  2  AG  cos  a  du  dv 

de  l'élément  linéaire.  Si  l'on  mène  par  le  point  M  les  géodésiques 
MN|,  MN'j  normales  aux  côtés  opposés  du  parallélogramme,  les 
longueurs  de  ces  géodésiques  sont 

MN,  =  dv,        MN'j  =  du. 

D.  —  II.  28 
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Dans    les    triangles   MNN,,   MN'N',    qu'on    peut  assimiler    à   des 
triangles  rectilignes,  on  aura 

MNi=MNsina,  MN't  =  MN' sinar, 
c'est-à-dire 

du  =  A  du  sin  a,  dv  =  C  dv  sin  a 
et,  par  suite, 

sin  a 

L'expression  de  l'élément  linéaire  sera  donc 

du* -t- dv*  ■+- 1  du  dv  cos  a. 

(26)  ds*  = — 

v      '  sin2a 

Si  l'on  prend  maintenant 

(9.7)  «  +  p  =  a«',  u  —  p  =  2p', 

les  courbes  de  paramètres  uf,  v'  seront  les  ellipses  et  les  hyperboles 

géodésiques  définies  plus  haut,  et  l'expression  de  l'élément  linéaire 

prend  la  forme 

du'"-  dv'* 

(28)  ds*-= 1 , 

•    „  «  „  a 

sin2-        cos2- 

2  2 

qui  met  en  évidence  l'orthogonalité  déjà  démontrée. 

528.   J.   Weingarten,  auquel  est  dû  le  résultat  précédent  (*), 
l'a  établi  par  une  autre  méthode,  que  nous  allons  indiquer.  Soit 

ds*  =  E  du*-h  2F  du  dv  -+-  G  dv* 

l'expression  de  l'élément  linéaire.  Puisque  u  désigne  la  distance 
géodésique  à  une  courbe  (C),  l'élément  linéairej pourra  se  mettre 

sous  la  forme 

ds*  =  du*  H-  a2  du'*. 

Il  faudra  donc  que  la  différence 

ds*  —  du*  =  (  E  —  1)  du*  -+-  2  F  du  dv  ■+-  G  dv* 


(')  Weingarten  (J.),  Ueber  die  Oberflâchen  fur  welche  einer  der  beiden 
Hauptkriïmmungshalbmesser  eine  Function  der  anderen  ist  {Journal  de 
Crelle,  t.  LXII,  p.  160-173;  1862). 
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soit  un  carré  parfait.  Cela  nous  donne  la  condition 

F2=  G(E  — i). 

En  exprimant  de  même  que  v  est  la  distance  géodésique  à  une 
seconde  courbe,  on  obtiendra  la  condition 

F2  =  E(G  —  i). 
Ces   deux  relations,   employées  simultanément,   nous  donnent 
E  =  G,  F  =  v/E(E  —  i), 

et  l'élément  linéaire  prend  la  forme 

( 29 )  ds*-  =  E ( difi •+■  dv*- )  -+-  2  \/E(E  — 1)  du  dv. 

En  remplaçant  E  par    .   ,    ,  on  retrouve  la  formule  que  nous 
10  1        sin2a  l 

avons  démontrée  directement  par  la  Géométrie. 

o29.  La  fonction  a  qui  figure  dans  cette  formule  dépend  de  la 
nature  de  la  surface,  ainsi  que  des  courbes  de  base  (C),  (Cr),  et  ne 
peut  pas  être  déterminée  en  général.  Nous  allons  indiquer  deux 
applications  dans  lesquelles  on  obtient  sans  difficulté  l'expression 
de  a. 

Considérons  d'abord  les  coordonnées  bipolaires  dans  un  plan. 
Si  l'on  appelle  r,  r'  les  distances  d'un  point  du  plan  à  deux  points 
fixes,  la  formule  (26)  nous  donnera 

.„       dr%-+-  dr'2-\-  2  dr  dr'  cosa 

(  3o  )  ds*  = — 

sin2a 

Soient  O,  O'  les  deux  pôles  et  M  le  point  considéré.  Désignons 
par  2c  la  distance  des  deux  pôles.  Le  triangle  OO'M  nous  donnera 

(3i)  4c2  =  r~~^-  r'~  -+■  2'*/-'  cosa, 

équation  d'où  nous  pourrons  tirer  a.  Mais  auparavant  remarquons 
que,  si  l'on  pose 

(  r  -+-  r'  —  2  [x, 

(32)  , 

I  r  —  /'  =  2  v , 
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l'expression  de  l'élément  linéaire  deviendra 

du.*           dv2 
(33)  ds*=  — ! 1 , 


sin-  —        cos-  — 
i  i 


et  l'on  déduira  de  la  formule  (3i)  l'équation 

a  .      a 

(3A)  c2=u2cos2 — hv2sin2-> 

i  i 

qui  fera  connaître  les  valeurs  de  sin  -■>  cos-«  En  les  portant  dans, 
la  formule  (33)  nous  aurons 

(35)  rfJ.=  (Fl._v.)(r^_  +  _*L 

\  ;a2  —  c-        c2 —  \ 

Les  courbes  pt.  =  const.  sont  des  ellipses  homofocales,  les 
courbes  v  =  const.  des  hyperboles  ayant  les  mêmes  fovers.  On 
voit  ainsi  que  le  système  des  coordonnées  elliptiques  n'est  qu'une 
modification,  et  une  modification  avantageuse,  du  système  des 
coordonnées  bipolaires.  Cela  explique  pourquoi  ce  dernier  sys- 
tème est  si  rarement  employé. 

Si  l'on  prenait  de  même,  sur  la  sphère,  le  système  des  coor- 
données bipolaires  en  désignant  toujours  par  ic  la  distance  des 
pôles,  il  faudrait  substituer  à  l'équation  (3i)  la  suivante  : 

(36  )  cos2C  =  cos/-  cos/-' —  sin/'  sin/1'  cosa, 

que  donne  immédiatement  le  triangle  sphérique  OO'M.  On  peut 
l'écrire,  u.  et  v  étant  toujours  définis  par  les  formules  (32), 

a  .      a 

sin2c  =  sin2  [j.  cos2  — v-  sin2v  sin2  -> 
i  i 

et,  par  conséquent,  on  aura  pour  la  sphère 

7  .       ,  •   .  .   .  V  /  d'^  dv*  \ 

(  37  )  ds~  =  (  sin2  \J.  —  sin2  V  )  (  — ^— 1 : : • 

\sin2[i. —  sin2c        sin-c — sin2v/ 

Les  courbes  coordonnées  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles 
homofocales. 

o30.  Après  ces  applications  particulières,  nous  signalerons, 
comme  conséquence  générale  de  la  formule  (8)  relative  à  une  sur- 
face quelconque,  cette  proposition  due  à  J.  Liouville  :  Si  Von  a, 
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sur  une  surface,  deux  systèmes  de  ligues  géodésiques  se  cou- 
pant sous  un  angle  constant,  la  sur/ace  sera  plane  ou  déve- 
loppable.  En  effet,  si  nous  construisons  les  courbes  parallèles 
trajectoires  orthogonales  de  ces  géodésiques,  elles  se  couperont, 
elles  aussi,  sous  un  angle  constant  et,  par  conséquent,  l'élément 
linéaire  de  la  surface  pourra  être  mis  sous  la  forme  (26)  ou  mieux 
sous  la  forme  (28),  l'angle  a  étant  constant.  Posons  alors 


11  =  x  sin  -, 


v  =  y  cos— ; 


il  restera 

rf52=  dxï-+-dyt, 

ce  qui  montre  bien  que  la  surface  est  applicable  sur  le  plan. 
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CHAPITRE  Y. 

LES  FAMILLES  DE  COURBES  PARALLELES. 

Méthode  générale  de  recherche  des  lignes  géodésiques.  —  Définition  du  para- 
mètre différentiel  A9.  —  Toute  fonction  dont  le  paramètre  est  égal  à  i  fait 
connaître  une  famille  de  courbes  parallèles.  —  Lorsque  cette  fonction  contient 
une  constante  arbitraire,  on  peut  déterminer  les  lignes  géodésiques  de  la  sur- 
face. —  Proposition  réciproque;  lorsque  l'on  connaît  les  lignes  géodésiques,  on 
peut  intégrer,  par  une  simple  quadrature,  l'équation  A9  =  i.  —  Théorème  de 
Jacobi  :  Lorsqu'on  a  obtenu  une  intégrale  première  de  l'équation  différentielle 
du  second  ordre  des  lignes  géodésiques,  on  peut  toujours  déterminer  un  fac- 
teur de  cette  intégrale.  —  Conséquences  diverses.  —  Expression  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface  au  moyen  de  la  fonction  9  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
à  la  constante  arbitraire  a.  —  Équation  du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfait 
la  fonction  9.  —  Indication  d'une  autre  méthode  permettant  d'établir  les  résul- 
tats précédents.  —  Distance  géodésique  de  deux  points.  —  Propositions  rela- 
tives à  cette  distance. 


531.  Les  propositions  établies  dans  le  Chapitre  précédent  con- 
duisent à  une  méthode  élégante  de  recherche  des  lignes  géodé- 
siques, que  nous  allons  exposer  avec  tous  les  détails  nécessaires. 

Considérons  une  géodésique  quelconque  de  la  surface;  on  peut 
évidemment  lui  associer  une  infinité  d'autres  géodésiques,  par 
exemple  toutes  celles  qui  passent  en  un  de  ses  points,  et  consti- 
tuer avec  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  lignes  un  système  de 
coordonnées  curvilignes  pour  lequel  l'élément  linéaire  prendra  la 

forme 

ds*=  d^-+-^dQ\. 

On  sera  donc  assuré  d'obtenir  toutes  les  lignes  géodésiques  si 
l'on  sait  résoudre  dans  toute  sa  généralité  le  problème  d'Analyse 
suivant  : 

Étant  donné  l'élément  linéaire  d'une  surface  sous  sa  forme 
la  plus  générale 

ds*  =  E  dit2-  -+- 1 F  d u  dv  -+-  G  rfc2, 
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déterminer  trois  fonctions  9,  a-,  Q,,  de  u  et  de  v,  telles  qu'on 
ait  identiquement 

(i)  E  du*  -+-  2 F  du  dv  -+-  G  dv9-  =  rffl2  -4-  a2  rf8| . 

Cette  équation  se  décompose  évidemment,  dans  les  trois  sui- 
vantes : 


\àu  /  \du 

OU    OV  OU     0V 


MS),+"(£)'' 


entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  <r  -—  el  a-  -r—  •  Un  est  ainsi  con- 
n  r  du  ov 

duit  à  la  relation 

K£)-"s?--(S)'-"-* 

qu'on  obtiendrait  d'ailleurs  immédiatement  en    écrivant   que    le 
polynôme  homogène  en  du,  dv 

dsï—dW 
est  un  carré  parfait.  Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(4)  A6=      W  Vdp 


EG— F* 

l'équation  (3)  pourra  s'écrire  encore 

(5)  A6  =  i. 

Nous  rencontrerons  fréquemment  dans  la  suite  la  fonction  A9,  à 
laquelle  nous  donnerons,  avec  Beltrami,  le  nom  de  paramètre 
différentiel  du  premier  ordre  de  6. 

Réciproquement,  il  est  aisé  de  démontrer  qu'à  toute  solution 
de  l'équation  (5)  correspond  une  famille  de  courbes  parallèles, 
c'est-à-dire  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
lignes  géodésiques. 

En  effet,  l'équation  (5)  exprime,  nous  l'avons  vu,  que  ds- —  dH- 
est  un  carré  parfait;  on  aura  donc,  quelles  que  soient  les  diffé- 
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rentielles  du,  dv, 

ds"1  —  c?62  =  (  m  du  +  n  dv)-, 

m   et   n    étant   des  fonctions    de    u    et  v.    Or  on    peut    toujours 

ramener  la  fonction  linéaire  m  du  +  n  dv  à  la  forme  zd§K.   On 

aura  donc 

ds^  =  d^  +  v*d%\  ; 

H{  sera  d'ailleurs  une  fonction  distincte  de  9,  car  autrement  ds- 
serait  un  carré  parfait.  Notre  proposition  réciproque  est  donc 
établie,  et  toute  solution  de  l'équation  (5)  nous  donne  une  famille 
de  courbes  parallèles. 

532.  Cette  équation  (5)  a,  comme  on  sait,  des  solutions  d'es- 
pèces très  différentes.  On  peut  en  trouver  qui  ne  contiennent 
aucune  constante  arbitraire;  d'autres  qui  contiennent  une  ou  plu- 
sieurs constantes  arbitraires,  ou  même  une  fonction  arbitraire.  Â.u 
point  de  vue  de  la  question  qui  nous  occupe,  il  est  essentiel  de 
considérer  successivement  ces  diverses  solutions. 

Si  l'on  a  obtenu  une  solution  de  l'équation  (5)  ne  contenant 
aucune  arbitraire,  l'application  de  la  méthode  précédente,  qui 
prescrit  démettre  la  différentielle  m  du-\-n  dv  sous  la  forme  <raf9,, 
exige  l'intégration  de  l'équation 

(6)  m  du  -+-  n  dv  =  o, 

qui  est  celle  des  lignes  géodésiques  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  9  =  const.  Tl  ne  peut  y  avoir  aucune  proposition  qui  per- 
mette d'effectuer  l'intégration  de  cette  équation,  ou  qui  la  rende 
plus  facile.  Il  suffit,  pour  le  reconnaître,  de  remarquer  qu'on  peut 
prendre  directement  l'élément  linéaire  sous  la  forme 

ds*  =  dQ*  -+-  (  m  du  -i-  n  dv  )2, 

9,  m,  n  étant  quelconques. 

Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait  obtenu  une  solution  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  (5)  contenant  une  constante 
autre  que  celle  qui  peut  toujours  être  réunie  à  9  par  addition,  con- 
stante qui  devra  figurer  par  conséquent  dans  l'une  au  moins 

des  deux  dérivées  — ,  —  •  Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas  (au- 
ou    ov  l  v 

quel  on  peut  ramener  tous  ceux  où  la  fonction  contient  plusieurs 
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constantes  on  une  fonction  arbitraire),  on  pourra,  par  de  simples 
dérivations,  obtenir  a-  et  9,  et,  par  suite,  les  équations  finies 
des  lignes  géodésiques  qui  sont  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  9  =  const. 

Reprenons,  en  effet,  l'identité 

ds2  =  dv'1  -r-  a2  o?6|. 

Cette  équation  a  lieu  entre  cinq  variables  :  u,  v,  du,  dv  et  la 
constante  arbitraire  qui  entre  dans  9  et  que  nous  désignerons  par  a. 
Différentions  par  rapport  à  a  en  traitant  les  quatre  autres  va- 
riables comme  des  constantes.  La  différentielle  de  9 


deviendra 


au  =  ——  au  H — —  ai' 
ou  dv 


rPO      .  d*%      ,  dv 

■  au  ~\ — ; — —  dv  =■  a  ——  > 


da  du  da  dv  âa 


et   l'on  aura  un   résultat  analogue  pour  9j.    Nous  aurons   donc, 
puisque  ds-  ne  contient  pas  a, 

L'équation  précédente  nous  montre  que  d§\,  fonction  linéaire 
de  du,  dv,  doit  diviser  soit  d§,  soit  dl— - )  •  Or  e?9,  ne  peut  diviser  d§, 
car  alors  6,  serait  fonction  de  G.  Il  faut  donc  que  d§{  divise  d(  —  j; 
9,  est  une  fonction  de— ,  et  l'on  peut  prendre,  par  conséquent, 

dv 

Avant  de  déduire  d'autres  conséquences  de  l'équation  (7),  nous 
allons  nous  arrêter  à  ce  premier  résultat.  Nous  voyons  que  les 
lignes  géodésiques  qui  coupent  à  angle  droit  les  courbes  9  =  const. 
ont  pour  équation 

(8)  -—  =  const.  =  a  , 

da 

et  de  plus  leur  arc,  compté  à  partir  de  l'une  de  leurs  trajectoires, 
est  précisément  égal  à  9. 

L'équation  (8)  contient  deux  constantes  arbitraires  dont  on 
pourra  disposer  de  manière  à  faire  passer  la  ligne  géodésique  par 
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un  point  quelconque  et  à  lui  donner  en  ce  point  une  tangente 
quelconque.  Pour  établir  en  toute  rigueur  ce  point  essentiel,  nous 
montrerons  qu'on  peut  faire  passer  une  des  courbes 


=  const. 


par  un  point  quelconque  (u0,  c0)  et  lui  donner  en  ce  point  une 
tangente  déterminée. 

Remarquons  d'abord  que  le  rapport 

au  '  dv 

ne  saurait  être  indépendant  de  a.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  si 
l'on  avait 

du        dvJ  x         ' 

enjoignant  cette  équation  à  la  suivante  : 

A6=i, 

.  '   ,,  .  ,  .  ,     j6    M       .  •  ., 

on  pourrait  déterminer  des  valeurs  de— i-  qui  seraient,  1  une  et 
r  du    dv  n 

l'autre,  indépendantes  de  a,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Cela  posé,  considérons  la  courbe  (0)  définie  par  l'équation 

6(«,  p,  a)  =  0(h0,  v0,  a)  =  60. 

Elle  passe  évidemment  par  le  point  (u0,  p0)?  et  la  direction  de 

i  ,  ii  àft0      àiï0     (^ 

sa  tangente  en  ce  point  dépend  du  rapport- —  :  —  •  Comme  ce 

rapport  n'est  pas  indépendant  de  a,  il  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles.  Ainsi,  les  courbes  6  =  const.  peuvent  passer  en 
un  point  quelconque  de  la  surface  et  y  admettre  une  tangente 
quelconque;  il  en  sera  donc  de  même  des  lignes  géodésiques 
représentées  par  l'équation  (8),  qui  sont  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales. Comme  une  ligne  géodésique  est  déterminée  par  la  con- 
dition de  passer  en  un  point  et  d'y  admettre  une  tangente  donnée, 
nous  pouvons  dire  que  l'équation  (8)  représente  toutes  les  lignes 
géodésiques  et  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pou?"  déterminer  les  lignes  géodésiques,  on  considère  V équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

A6  =i. 
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Toute  solution  de  cette  équation,  égalée  à  une  constante,  dé- 
terminera une  famille  de  courbes  parallèles. 

Si  l'on  a  une  solution  contenant  une  constante  arbitraire  a, 
récitation  de  la  ligne  géodésique  la  plus  générale  sera 

et  V arc  compris  entre  deux  points  de  cette  ligne  géodésique 
sera  égal  à  la  différence  des  valeurs  de  9  relatives  à  ces  deux 
points. 

Réciproquement,  supposons  qu'on  ait  déterminé,  par  un  procédé 
quelconque,  les  lignes  géodésiques;  nous  allons  montrer  qu'on 
saura  intégrer  l'équation 

A8  =  i. 

Cherchons,  par  exemple,  la  solution  9  de  cette  équation  qui 
est  égale  à  zéro  en  tous  les  points  d'une  courbe  (C)  donnée  à 
l'avance.  On  construira  toutes  les  lignes  géodésiques  normales 
à  (C).  L'arc  de  l'une  de  ces  lignes,  compté  à  partir  de  (C),  sera 
une  fonction  des  coordonnées  de  son  extrémité  qu'on  obtiendra 
par  une  quadrature  et  qui  sera  la  solution  cherchée.  Cette 
remarque,  convenablement  étendue,  est  très  importante  pour  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles;  ici,  du  moins,  elle 
nous  permet  de  reconnaître  que  la  méthode  de  recherche  des 
lignes  géodésiques  instituée  par  le  théorème  précédent  n'introduit 
aucune  difficulté  étrangère  à  la  question. 

533.   Nous  signalerons,  en  premier  lieu,  les  conséquences  sui- 
vantes de  la  théorie  générale  que  nous  venons  de  développer  : 
Imaginons  que  l'on  connaisse  une  équation  différentielle 

(9)  _  =  p=?(M,,), 

dont  toutes  les  intégrales  particulières  soient  des  lignes  géodé- 
siques et  cherchons  l'équation  différentielle  de  leurs  trajectoires 
orthogonales.  En  appliquant  la  formule 

E  du  Su  -+■  F(du  op  -f-  dv  ou)  -+-  G  dv  ov  =  o, 
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qui    exprime   l'orthogonalité    de    deux   directions,    on    obtiendra 
l'équation  cherchée  sous  la  forme 


(10) 


(E  +  Fp>/«  +  (F  +  Gc')* 


v'  devant  être  remplacé  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (9). 

Or  on  sait  qu'on  peut  trouver  un  facteur  ),  tel  que  le  produit 

X[(E  -+-  F  v')  du  ■+■  (F  -+-  Ge')  dv] 
soit  la  différentielle  d'une  fonction  G  satisfaisant  à  l'équation 


A8  =  1. 


Si  do 


ne  on  pose 


*=X(E  +  Fp'),         J=X(F  +  GO, 

du  dv 


et  si  l'on  exprime  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  précé- 
dentes est  vérifiée,  on  obtiendra  la  valeur  de  X,  qui  est 


X  = 


v/E-h  2Fc/-f-G</2 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  qui  a,  d'ailleurs,  été 
établi  sous  une  autre  forme  au  n°  523  : 

Si  V équation  différentielle 

représente  des  lignes  géodésiques,  V expression 

(E  -4-  Fv')du-h(F-+-  Gv')dv 

/E  +  2Fp'+  Gp'j 

est  la  différentielle  exacte  d  une  fonction  6;  l'équation 

9  =  const. 

représente  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  géodésiques 
satisfaisant  à  l'équation  différentielle  proposée,  et  9  désigne  la 
distance  géodésique  dhin  point  quelconque  de  la  surface  à 
V une  de  ces  trajectoires  orthogonales. 

Cette   proposition  va  nous  conduire  à  un   beau    théorème   de 
Jacobi  : 
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Si  Von  connaît  une  intégrale  première  de  V équation  diffé- 
rentielle des  lignes  géodésiques,  on  pourra  obtenir  l'équation 
en  termes  finis  de  ces  lignes  par  une  simple  quadrature. 

Soit,  en  eftet, 

(u)  p'  =  ®(u,  p,  a) 

l'intégrale  première,  contenant  la  constante  a.  La  fonction 
'(E -t-Fe')  «*»-+- (F +  Gi>')«fr 


(12) 


-P 


v/E  +  2Fp'+Gc'2 


qui,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  satisfait  à  l'équa- 
tion A9  =  i,  contiendra  la  constante  arbitraire  a.  Donc  l'équation 
des  lignes  géodésiques  sera 

da 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a  sous  le  signe  d'intégra- 
tion, on  trouve 

,e          P    (EG-F*)^ 
(i3)  —  =    /  -—(dv  —  v'du), 

J     (E  +  îFp'+G^)- 

ce  qui  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  on    aura  obtenu,  par  un   moyen    quelconque,    une 
intégrale  première 

v'  =  o  (u,  v,  a) 

de  V équation  des  lignes  géodésiques,  on  en  déterminera  immé- 
diatement un  facteur  ;  de  sorte  que 

(EG-F»)£ 

(  dv  —  v  da  ) 

(E  +  îFp'+Gp'2)t 

sera  une  différentielle  exacte  après  qu'on  aura  remplacé  v' 
par  sa  valeur  f(u,  p,  a). 

o34.   Nous  allons  maintenant  indiquer  quelques  conséquences 
moins  importantes    des    résultats  obtenus  et,   en  particulier,   de 
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l'équation  (7).  Si  l'on  y  remplace  9,  par  —  et  si  l'on  divise  par  dHu 

elle  prend  la  forme 

J  +  j  —  ci- 1-  a2  a——  =  o. 

da     da  oaL 

Cette  relation  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  du  et 
de  dv,  on  peut  y   remplacer  du,    dv   respectivement  par  ^—j-}-> 

— :  si  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  (a,  3)  le  déterminant 

da  du  0/1 

fonctionnel 

d-j.   d$  _  dx  djl_ 

au  dv        dv  du 
de  deux  fonctions  quelconques  a,  S,  on  aura 


«'■SE    +î?'-'->=° 


et,  par  suite, 
(M) 


da}  \da-    da  j 


'  da 


\da     da2 


L'expression  de  l'élément  linéaire  deviendra  donc 

('5>  ^^70k(d^'; 

\da    da'1  ] 

et,  sous  cette  forme  nouvelle,  il  ne  reste  aucune  trace  de  V ex- 
pression primitive  de  cet  élément;  la  formule  ne  contient  que  0 
et  ses  dérivées. 

Nous  signalerons  également  les  formules 

1      /     d%  \ 2 
(16)  ds*=d%*+-^-(d—)    , 

dv  \    da/ 

da 

I      d%  \2 
(.7)  ,*(e,_)=EG-Fs, 

qu'on  déduira  aisément  des  relations  (2);  mais  elles  se  distinguent 
de  la  précédente  en  ce  qu'elles  contiennent  à  la  fois  les  coeffi- 
cients E,  F,  G  et  les  dérivées  de  6. 
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La  combinaison  des  formules  (i4)  et  (17)  nous  donne  la  rela- 


tion nouvelle 


dey 


i°' 


da    da2 

et,  si  l'on  prend  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres 
par  rapport  à  a:  on  obtient  l'équation 

(i9)       H  '  ^J  U'  ^J  "  p  ^J  (^  ^J =  0i 

qui  ne  contient  plus  E,  F,  G.  Cette  relation,  à  laquelle  on  pour- 
rait parvenir  de  différentes  manières,  doit  être  regardée  comme 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre  à  laquelle 
doit  satisfaire  9,  considérée  comme  fonction  des  variables  u,  v 
et  a.  Son  intégration  complète  ferait  donc  connaître  toutes  les 
surfaces  sur  lesquelles  on  saura  déterminer  les  lignes  géodé- 
siques. 

535.  Supposons  l'élément  linéaire  de  la  surface  exprimé  en 
fonction  des  variables  Q  et  94  =  -r—  Nous  avons  vu  (n°  524)  que 
l'expression  de  la  courbure  totale  sera  donnée  par  la  formule  de 

Gauss 

a  d2a 

RR7  -_  W 

Dans  l'étude  approfondie  du  plus  court  chemin  entre  deux 
points  d'une  surface,  nous  aurons  à  considérer  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre 

,       ,  d2w  10 

(20)  ^--+-rT  =  0- 

La  formule  précédente  nous  fait  connaître  une  première  inté- 
grale particulière 

(0  =  a 

de  cette   équation.   Une  autre  intégrale  sera  donc  donnée  par  la 

formule 

db 


r  dd 

'J  ■*■ 


où  l'on  effectue  la  quadrature  en  supposant  6,  constant.  On  aura 
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donc 

—  a»  h — —  dv  =  o  ; 
c'a  c^ 

si  l'on  remplace,   dans   l'expression   (i4)   de  a-,   — ' ,   ~  par  les 
quantités  proportionnelles  —  dv,  du,  il  vient 


,d20 
da1 


et,  par  suite, 


/  — r  =  a  /  "t-;  =  a:rv 


La  deuxième  intégrale  de  l'équation  linéaire  (20)  sera  donc 

(«)  w  =  ff^' 

comme  on  peut  le  vérifier  directement. 

536.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  ont  été  obte- 
nues par  la  considération  des  systèmes  orthogonaux  formés 
avec  une  famille  de  lignes  géodésiques.  En  terminant  ce  Chapitre, 
nous  indiquerons  rapidement  une  méthode  toute  différente,  qui 
repose  sur  le  Calcul  des  Variations  et  qui  offre  l'avantage  de  bien 
mettre  en  évidence  un  élément  très  important  dans  la  théorie  des 
lignes  géodésiques. 

Considérons  un  segment  de  ligne  géodésique  terminé  à  deux 
points  M,  M0.  Si  les  coordonnées  u  et  v  d'un  point  quelconque  de 
ce  segment  sont  exprimées  en  fonction  d'une  autre  variable  t,  la 
longueur  9  de  ce  segment  sera  donnée  par  la  formule 


=  f    /Ë"7 
«Ai» 


2+2F«V'+  Gv'ïdt, 


u'  et  v'  désignant  les  dérivées  de  u  et  de  v. 

Si  les  points  M,  M0  se  déplacent  en  décrivant  des  courbes 
quelconques,  l'application  des  méthodes  du  Calcul  des  Variations 
nous  donnera  immédiatement  la  variation  de  9  par  la  formule 


(22)  86  =     

v/E  u'2  -+-  2  F  u'  v  '■+-  G  v' 


Gv')  8t> 
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la  notation  précédente  indiquant  qu'il  faut  prendre  la ' différence 
des  valeurs  de  l'expression  pour  les  points  M  et  M0.  D'après  la 
relation  (10),  déjà  donnée  [I,  p.  ai5],  on  peut  écrire  la  valeur 
de  9  sous  la  forme 

(23)  30  =  [os  cos(ds,  8s)]j}0, 

et  l'on  retrouve  ainsi,  par  une  voie  entièrement  analytique,  la 
relation  déjà  établie  au  n°  525.  Mais  nous  allons  envisager  d'autres 
conséquences  de  l'équation  (22). 

Soient  u,  v ;  u0,  çQ  les  coordonnées  des  points  M,  M0.  La 
valeur  de  9  peut  évidemment  s'exprimer  en  fonction  de  u,  e, 
w0,  c0  ;  ce  sera  même,  d'après  les  résultats  du  n°  518,  une  fonction 
parfaitement  déterminée  de  ces  quatre  variables  tant  que  les 
points  M  et  M0  seront  suffisamment  voisins,  si  l'on  convient  de 
prendre  la  ligne  géodésique  la  plus  courte  réunissant  les  deux 
points.  Nous  désignerons  dans  la  suite  celte  fonction  9  sous  le 
nom  de  distance  géodésique  des  deux  points  M,  M0. 

Or,  si  l'on  désigne  par  E0,  F0,  G0  les  valeurs  de  £,  F,  G  au 
point  M0,  c'est-à-dire  pour  u=  u0,  v  =  (-'0,  la  formule  (22)  peut 
être  écrite  comme  il  suit  : 


(M) 


5,.  (Ew'-f-  Fp  )  ou  4-  (  F  u'  -4-  G  v  )  8e 

oO  =       

v/Eï*'2-!-2FmV-+-  Gc'2 

(  E0  u'0  -t-  F0  v'0  )  3k0  -1-  (  F0  ii'0  -+-  Go  v'q  )  8t-'fl 


v/E0  u'*-  -+-  2  F0  u'0  p0  -+-  G0  e'02 
et  elle  nous  donne,  par  conséquent,  les  quatre  équations 


(25) 


(26) 


d%  E«'+Fc'  _      du  dv 

du  ~         /Ë«'«+2F«'c'+Gc'1  ~   ^  ds  ds' 

dB  _  F  u'  -+-  G  v'  _  _  du  dv 

dv  ~         j/EM'«+aF«'c'+Gp'!  ~       ds         * ds  ' 

<W  E0«'0-4-F0e0  =_e   f  —  \   —f(  — 


C"o  v/Eo«'02  +  2Fo">'o-HGoP02  W5/o  V^/o 

r/«  \         r    (  dv\  ■ 
Ts  h~     °\dl h': 


dd  F0u'0^-GQv'0  _=_Fo(c^!i\  -gJ  — 


dv°  v/E0a'02-i-2Foi«ÔP0-+-G0^ 

d'où  l'on  déduit  immédiatement,  en  éliminant  u1-,  v'  et  «'0,  v'0,  les 
D.  —  II.  29 
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deux  équations 

(   Aô     =i, 

'î7)  M.=  ., 


A0  désignant  le  symbole  A  où  l'on  a  remplacé  u,  v  par  u0,  i>0  et 

do    (je        ae     de 

— ,  —  par  - — ,  —  • 
ou    ov  L       du0    oi'o 

Telles    sont    les     propriétés    de    la    distance    géodésique    6. 

Lorsque  l'on  connaîtracette  fonction,  les  deux  équations  (26),  qui 

se  réduisent  à  une  seule  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (27), 

donneront,  sous  la  forme  la  plus  élégante,  l'équation  de  la  ligne 

géodésique  qui  passe  par  le  point  (u0,  c0)  et  y  admet  une  tangente 

déterminée.  L'équation 

G  =  const. 

représentera  les  trajectoires  orthogonales  de  toutes  les  lignes  géo- 
désiques  qui  passent  par  le  point  («0,  v0). 

537.   Une  fois  obtenue  l'équation 

(28)  A8  =  i, 

on  pourra  traiter  le  problème  des  lignes  géodésiques  comme  tout 
autre  problème  de  Mécanique  et  lui  appliquer,  sans  aucune  modi- 
fication, les  méthodes  d'Hamilton  et  de  Jacobi.  On  retrouvera 
ainsi  tous  les  résultats  précédents.  Nous  étudierons  d'une  manière 
approfondie,  dans  les  Chapitres  suivants,  les  relations  qui  se  pré- 
sentent ici  entre  la  théorie  des  lignes  géodésiques  et  les  méthodes 
de  la  Mécanique  analytique;  et  nous  nous  contenterons  mainte- 
nant d'indiquer  comment  on  détermine  la  distance  géodésique 
lorsque  l'on  connaît  une  intégrale  complète,  d'ailleurs  quelconque, 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (28). 

Soit 

6  =/(>,  c,  a) 

cette  solution.  Les  lignes  géodésiques  de  la  surface  qui  passent 
par  le  point  (u0,  v0)  seront  déterminées  par  l'équation 

09)  j^f{u,v,a),=  — /(H0,f\),  a), 

et  leur  arc  compris   entre   les  points  (w0,   c0),  (w,   v)  aura  pour 
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expression  (n°  532) 

(3o)  6  =/(«,  v,  a)  —  f(u0,  v0,a). 

Il  suffira  de  porter  dans  cette  expression  la  valeur  de  a  tirée  de 
l'équation  (29)  pour  obtenir  la  distance  çéodésique  cherchée. 
Ainsi  : 

Lorsque  V  on  connaîtra  une  intégrale  avec  constante 

9  =f(u,ç,  a) 
de  V équation 

A8  =  i, 

la  distance  géodésique  des  deux  points  (m,  e),  (u0,  v0)  s'ob- 
tiendra en  éliminant  a  entre  V équation 

6  =f(u,  v,a)—f(u0,v0,  a) 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 

Cette  proposition  pourrait  aussi  être  établie  par  la  Géométrie; 
car  la  règle  qui  y  est  indicjuée  revient  à  prendre  l'enveloppe  de 
toutes  les  courbes  parallèles 

f(u,  v.  a)  =  const. 
qui  passent  à  une  même  distance  G  du  point  (u0,  v0). 
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CHAPITRE  VI. 

ANALOGIE     ENTRE     LA     DYNAMIQUE     DES     MOUVEMENTS     DANS     LE     PLAN 
ET    LA    THÉORIE    DES    LIGNES    GÉODÉSIQUES. 

Equations  du  mouvement  dans  le  plan.  —  Définition  d'une  famille  de  trajec- 
toires. —  Équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  —  Usage  qu'on  peut  faire 
d'une  solution  particulière,  d'une  solution  complète.  —  Théorèmes  fondamen- 
taux de  Jacobi.  —  Détermination  des  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles par  différentes  conditions  initiales.  —  Des  systèmes  orthogonaux  formés 
avec  une  famille  de  trajectoires.  —  Application  au  mouvement  des  corps 
pesants.  —  Théorème  de  MM.  Thomson  et  Tait.  —  Principe  de  la  moindre  action 
pour  le  cas  des  mouvements  plans.  —  Principe  d'Hamilton.  —  Correspondance 
établie  entre  le  plan  et  une  surface  de  telle  manière  que  les  trajectoires  du 
mobile  dans  le  plan  correspondent  à  des  lignes  géodésiques  de  la  surface.  —  La 
solution  de  tout  problème  de  Mécanique  fait  connaître  une  infinité  de  systèmes 
orthogonaux  dans  le  plan.  —  Brachistochrones.  —  Quelques  résultats  géné- 
raux relatifs  aux  cas  où  l'on  associe  des  trajectoires  qui  ne  correspondent  pas 
à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives.  —  Généralisation  de  ces 
résultats  et  application  à  la  théorie  des  surfaces  niinima. 


538.  Dans  les  deux  Chapitres  précédents,  nous  avons  établi  un 
ensemble  de  propriétés  des  lignes  géodésiques.  Nous  les  avons 
définies  d'abord  par  la  propriété  de  leur  plan  oscillateur,  ce  qui 
revient  à  les  considérer  comme  les  trajectoires  d'un  point  qui  se 
meut  sur  la  surface  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  force; 
puis,  par  des  considérations  entièrement  élémentaires,  nous  avons 
rattaché  à  cette  définition  les  propriétés  d'orlhogonalité  et  de 
minimum.  Il  nous  a  paru  intéressant  d'appliquer  la  même  méthode 
à  l'étude  de  tous  les  problèmes  de  Mécanique  dans  lesquels  il 
existe  une  fonction  des  forces.  Pour  mettre  en  évidence  la  simpli- 
cité des  raisonnements,  nous  commencerons  par  les  mouvements 
qui  s'effectuent  dans  un  plan. 

On  a  alors  les  équations 

{i)  dt*   ~  ~dxy         ~dlï   ~  ày' 


LES   MOUVEMENTS   DANS   LE    PLAN.  453 

dont  la  dernière  est  l'intégrale  des  forces  vives.  Si  nous  regar- 
dons la  constante  des  forces  vives  comme  donnée,  les  intégrales 
des  équations  précédentes  admettent  seulement  deux  constantes 
arbitraires,  en  dehors  de  celle  qu'on  peut  ajouter  au  temps. 
En  d'autres  termes,  la  trajectoire  du  point  matériel  sera  déter- 
minée par  la  condition  de  passer  par  un  point  et  d'y  avoir  une 
tangente  donnée.  En  effet,  si  l'on  compte  le  temps  à  partir  du 
moment  où  le  mobile  passe  en  ce  point,   la  condition  énoncée 

détermine  les  valeurs  initiales  de  x,  y,  -—-;  et,  comme  l'équation 

des  forces  vives  donne  les  valeurs  de  -7-  >  —  en  fonction  de  —,  on 

dt     dt  dx 

peut  calculer  les  valeurs  initiales  de  -7-)  -£•  Le  mouvement  est 
1  dt     dt 

donc   complètement   déterminé.    Remarquons  qu'on  a   pour  —j-  > 

—-  deux  systèmes  de  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,   qui 

correspondent  à  la  même  trajectoire,  parcourue  dans  les  deux 
sens. 

On  peut,  du  reste,  obtenir  par  un  calcul  facile  l'équation  diffé- 
rentielle des  trajectoires.  On  trouve,  en  effet,  en  combinant  les 
équations  (1), 

dx  d2y  —  dy  d2x  =  (  —  dx  —  — -  dy  \  dt2, 

et,  en  remplaçant  dt2  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  des  forces 
vives, 

(3)  dxd*y-dyd>x=(d-^dx-^d^dx^dr2 


dy  dx       J  1  (  U  H-  h  ) 

Cette  relation  ne  change  pas  de  forme,  on  le  reconnaît  aisé- 
ment, quand  le  temps  cesse  d'être  la  variable  indépendante  ;  elle 
constitue  donc  l'équation  différentielle  des  trajectoires  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  donnée  de  la  constante  des  forces  vives. 
Comme  elle  est  du  second  ordre,  on  voit  que  les  trajectoires 
dépendront  de  deux  constantes  seulement;  mais  elle  est,  de  plus, 
linéaire  par  rapport  aux  différentielles  du  second  ordre  et,  par 
conséquent,  une  trajectoire  sera  pleinement  déterminée  par  la 
condition  de  passer  en  un  point  et  d'y  avoir  une  tangente  donnée. 

Parmi  tous  les  mouvements  correspondants  à  une  même  valeur 
de  h,  considérons  tous  ceux  dont  les  trajectoires  satisfont  à  une 
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condition,  par  exemple  passent  par  un  point,  sont  normales  à 
une  courbe,  etc.  Ces  trajectoires  formeront  une  famille  de  courbes 
qui  dépendra  d'un  seul  paramètre;  il  en  passera  un  nombre  limité 
par  chaque  point  du  plan.  Soit 

M  dx  -+-  N  dy  —  o 

l'équation  différentielle  de  cette  famille  de   courbes.   En  tenant 

doc     d'Y 
compte  de  l'équation  des  forces  vives,  on  pourra  exprimer  —r-,  -^- 

en  fonction  de  x  et  de  y]  on  aura 


dx  _    dy     _  dt  \A  (  U  -+-  h  ) 

"F  ~  =lï  ~      ^nî+jm* 

On  peut  donc  considérer  -7- j  ~-  comme  des  fonctions  de  x  et 
1  dt     dt 

de  y.  En  les  substituant  dans  les  équations  (i)  et  (2)  et  en  les 

désignant,  pour  abréger,  par  x'  ety\  on  aura 

(4)  a7,»-+-y»=a(U-t-A), 

d£_  _  çrtJ  dy'  _  dU  m 

dt         dx  dt         dy  ' 

ou,  en  remarquant  que  x\  y'  sont  exprimées  en  fonction  de  x  et 
dey, 


(5) 


dx'     .       dx'     ,       à\J 
dx  oy  dx 

dy'     ,       dy'     ,       àU 

a  x  ■+-  -f-y  —  -3— • 

dx  dy  dy 


L'équation  (4)  nous  fournit,  par  la  différentiation,  les  valeurs 

,    d\]    d\J 
suivantes  de— ,  —  : 
dx     oy 

d\J  ,  dx'  ,  dy'  dU  ,  àx'  ,  dy' 

-a~  =  x~a — f-/T-'        —  =  % -3 — i-r-f-' 

dx  dx  dx  dy  dy  dy 

Si  nous  portons  ces  valeurs  dans  les  équations  (5),  nous  aurons 

\ày         dx  J  '  \dy         dx 

Ces  deux  équations,  qui  se  ramènent  l'une  à  l'autre,  expriment 
que  x',  y',  considérées  comme  fonctions   de  x  et  de  y,  sont  les 
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dérivées  d'une  même  fonction.  On  peut  donc  poser 

(6)  x'=  — ,      y=  —, 

d.r  J         dy 

et  9  devra  satisfaire  à  l'unique  équation 

Les  équations  (6)  nous  montrent  que  les  trajectoires  du  mobile 
coupent  à  angle  droit  toutes  les  courbes  9  —  const.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  famille  quelconque  de  trajectoires  du 
mobile,  les  courbes  qui  les  coupent  à  angle  droit  sont  définies 
en  égalant  à  une  constante  une  solution  de  V équation  (7)  et 
les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  sont  données  en  chaque 
point  par  les  formules  (6). 

Réciproquement,  toute  solution  de  l'équation  (7)  définit  une 
famille  de  trajectoires  qu'on  obtiendra  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion 

^    ,  à$    , 

(  8  )  —-  dx •  dy  =  o. 

dy  dx 

539.    Si  l'on  n'a  qu'une  solution    particulière,    sans  constante 

arbitraire,   de  l'équation   aux  dérivées   partielles,   on  n'obtiendra 

qu'une  famille  de  trajectoires.  Pour  trouver  toutes  les  trajectoires 

du  mobile,   il  faut  donc  connaître  une   solution   9   contenant  au 

moins  une  constante  arbitraire.  Nous  allons  montrer  ici  encore 

qu'étant  donnée  une  telle  solution,  il  n'y  aura  aucune  intégration 

à  faire  pour  obtenir  toutes  les  trajectoires. 

Soit,  en  effet, 

6  =  f{x,y,a) 

une  solution  de  l'équation  (7),  contenant  une  constante  arbitraire  a 

qui  figure  dans  l'une  au  moins  des  deux  dérivées  —  ?  —  •  On  aura, 
^         °  dx    dy 

en  diflférentiant  l'équation  (7)  par  rapport  à  a, 

dô     dn  dô     d26 


dx  da  dx        dy  da  dy 
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Cette  équation  exprime  que  les  courbes 

8  =  const.,         —  =  const. 
da 

se  coupent  à  angle  droit.  Donc  les  trajectoires  du  mobile  auront 

pour  équation 

(10)  _  =  «. 

On  le  verrait  encore  en  remarquant  que  l'identité  (9)  peut  aussi 
s'écrire 

t)*6     dx         d*B     dy  _     _^_(^_\ 


da  dx   dt         da  dy   dt  dt  \àa  / 

Différentions  maintenant  l'équation  (7)  par  rapport  à  h;  nous 

aurons 

d*8     dti  <>»8     àiï 


dh  dx  dx        dh  dy  dy 

ou  encore,  en  vertu  des  équations  (6), 

d*8     dx  d»6     dy 

1 —  =  1. 

dh  dx  dt        dh  dy   dt 

L'intégration  des  deux  membres  nous  donne 

(90 
(h)  3S  =  <-*-*' 

t  désignant  une  constante  arbitraire.  On  reconnaît  les  proposi- 
tions fondamentales  de  Jacobi. 

En  résumé,  si  Von  veut  déterminer  le  mouvement  défini  par 

les  équations 

d*x  _  dU  d*y  _  dU 

dt*   ~  "dx"         ~dF  ~  ~ày' 

on  considérera  V équation  aux  dérivées  partielles 

dby     fd%y      TT       . 


(El 

\dx 


dx  I         \dy  I 

Toute  intégrale  de  cette  équation,  égalée  à  une  constante, 
donnera  une  famille  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogo- 
nales seront  des  trajectoires  du  mobile  correspondantes  à  la 
valeur  h  de  la  constante  des  forces  vives,  et  qu'on  obtiendra  en 
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intégrant  les  deux  équations 

dx  _  dft  dy  _  d(i 

dt         dx  dt  ~  dy 

Mais,  si  Von  connaît  une  intégrale  de  V équation  aux 
dérivées  partielles  contenant  une  constante  a,  on  aura  les 
équations  finies  de  la  trajectoire  et  le  temps  par  les  formules 

do       ,        ae 

a  a  à  h 

où  a'  et  t  désignent  deux  nouvelles  constantes. 

On  obtient,  ainsi  l'interprétation  géométrique  de  la  méthode  de 
Jacobi.  Elle  consiste  à  former  des  systèmes  orthogonaux  dont  une 
des  familles  est  composée  de  différentes  trajectoires  du  mobile, 
correspondantes  toutes  à  la  même  valeur  de  la  constante  des  forces 
vives. 

540.  Nous  voyons,  d'après  ce  qui  précède,  que  lorsqu'on  aura 
trouvé  une  solution,  contenant  une  constante  arbitraire,  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  en  9,  on  pourra  obtenir  Ja  solution 
complète  du  problème  de  Mécanique  considéré.  Réciproquement, 
si  l'on  a  obtenu,  par  un  moyen  quelconque,  les  équations  en  termes 
finis  de  toutes  les  trajectoires  correspondantes  à  une  valeur  déter- 
minée de  h,  on  peut  montrer  que  toutes  les  solutions  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  s'obtiendront  par  une  simple  quadra- 
ture. Cherchons,  par  exemple,  celle  de  ces  solutions  qui  s'annule 
sur  une  courbe  (G)  donnée  à  l'avance.  Nous  déterminerons  toutes 
les  trajectoires  du  mobile  qui  sont  normales  à  la  courbe  (C)  et 
nous  exprimerons  x',  y'  en  fonction  de  x  et  de  y.  L'expression 

x'  dx  -+-  y'  dy 

sera,  nous  l'avons  vu,  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  de 
deux  variables  et  la  fonction 

(12)  0  =   /         (x'dx-+-y'dy), 

où  x0,  y0  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  (C),  sera  évidemment  la  solution  cherchée.  Comme  on 
peut  prendre  pour  x\  y1  deux  systèmes  de  valeurs  égales  et  de 
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signes  contraires,  on  aura  deux  valeurs  de  8  ne  différant  que  par 
le  signe. 

On  sait  qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  ramener  l'in- 
tégration d'une  différentielle,  à  plusieurs  variables,  à  celle  d'une 
différentielle  ordinaire.  Appliquons  ici  cette  remarque.  Supposons 
qu'on  se  déplace  sur  la  trajectoire  normale  à  la  courbe  (C)  pas- 
sant par  le  point  (.2?,  y);  dans  ce  cas,  x0,  y0  seront  les  coor- 
données du  point  de  départ  de  cette  trajectoire;  on  aura 

x'  dx  -+-  y'  dy  =  {x--^- y'~)  dt  =  2(U  -f-  h)  dt. 


Calculons  l'intégrale 


i(U  -+-  h)dt, 

o.Jo 


en  remplaçant  x  et  y  en  fonction  de  t.  Le  résultat  sera  une  fonc- 
tion de  t  et  du  paramètre  qui  fixe  la  position  du  point  (x0,  y0) 
sur  la  courbe  (C).  Il  suffira  de  l'exprimer  en  fonction  de  x  et  de  y 
seulement  pour  obtenir  la  fonction  G.  Si  Ton  suppose  que  la 
courbe  (C)  diminue  indéfiniment  et  se  réduise  à  un  point,  cette 
seconde  méthode  coïncide  avec  celle  qui  a  été  donnée  par  Jacobi; 
car  alors  toutes  les  trajectoires  normales  à  (G)  se  transforment 
dans  les  trajectoires  passant  par  un  point  fixe  du  plan. 

541.  Les  systèmes  orthogonaux  que  nous  venons  de  définir,  et 
dont  une  des  familles  est  formée  d'une  série  de  trajectoires  du 
mobile,  jouent  un  rôle  important  dans  l'étude  de  certaines  ques- 
tions, comme  nous  allons  le  montrer.  Mais,  auparavant,  nous 
indiquerons  comment  on  peut  les  obtenir  tous  sans  intégration 
nouvelle  lorsque  l'on  connaît  une  solution  complète  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  (7,). 

Soit 

(i3)  b=f(x,y,a)-hb 

une  telle  solution.  Voici  la  méthode  prescrite  par  Lagrange  pour 
obtenir  la  solution  la  plus  générale.  On  posera 

b  =  çp(a), 
c?(a)  désignant  une  fonction  quelconque  de  a;  le  résultat  de  l'éli- 
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mination  de  a  entre  les  équations 

i6  =  f(x,  y,  a)  -+-  ©(«), 
df 

fournira  la  solution  demandée.  Nous  pouvons  ajouter  ici  la  re- 
marque suivante,  qu'on  vérifiera  aisément.  Soit 

Q  =  F(x,y) 
la  solution  ainsi  obtenue;  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes 

6  =  const. 
seront  définies  par  la  seconde  des  équations  (i4) 

df 

(t5)  -f-  -4-  o'(a)  =  o, 

oa 

où  l'on  donnera  à  la  constante  a  toutes  les  valeurs  possibles. 

542.  Ces  points  étant  admis,  supposons  qu'on  veuille  déter- 
miner le  système  orthogonal  dont  une  des  familles  est  composée 
des  trajectoires  normales  à  une  courbe  donnée  (G). 

Ce  problème  est  évidemment  équivalent  au  suivant  :  Trouver 
une  solution  9  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  prenne 
une  valeur  constante  donnée,  zéro  par  exemple,  en  tous  les 
points  de  la  courbe  (G).  Soit 

y  =  \(x) 

l'équation  de  cette  courbe.  Proposons-nous,  d'une  manière  plus 
générale,  de  déterminer  la  fonction  9  qui  se  réduit  à  une  fonction 
donnée  [*(#)  lorsqu'on  a 

y  =  \(x). 

En  substituant  les  valeurs  de  8  et  de  y  dans  les  équations  (i4) 
on  trouvera  les  équations  de  condition 

t  lJ-(x)  =  f(x,^,  «)  +  ?(«)• 

qui  feront  connaître  la  fonction  'f(a).  Il  semble  au  premier  abord 
que,  pour  résoudre  la  question  posée,  il  faudra  intégrer  une  équa- 


46o  LIVRE   V.    —    CHAPITRE   VI. 

tion  différentielle;  car,  si  l'on  élimine  x  entre  les  deux  équa- 
tions (16),  on  sera  conduit  à  une  équation  de  la  forme 

3  (a,  o(a),  o' (a))  =  o. 

Mais,  si  l'on  différentie  la  première  des  équations  (16),  on  trou- 
vera, en  tenant  compte  de  la  seconde, 

—  f(x,  l,  a)  -±--£\'(x)  =  fi'(a-). 

Il  est  aisé  de  montrer  qu'au  système  (16)  on  peut  substituer  le 

suivant  : 

/  f(x,  X,  a)  -+-  o(a)  =  \l{x), 

Ces  deux  systèmes  ont,  en  effet,  une  équation  commune,  et  la 
différentiation  totale  de  cette  équation  nous  montre  que  la  seconde 
équation  de  chacun  d'eux  est  toujours  une  conséquence  de  la 
seconde  équation  de  l'autre. 

Or  les  deux  équations  (17)  nous  donnent,  par  l'élimination 
de  x,  une  relation  qui  fera  connaître  ®{a)  en  fonction  de  a.  La 
question  proposée  est  donc  résolue. 

Il  ne  sera  pas  inutile,  pour  la  suite,  de  remarquer  qu'il  y  a 
deux  intégrales  distinctes,  et  deux  seulement,  prenant  des  valeurs 
données  à  l'avance  en  tous  les  points  d'une  courbe  (C);  car,  si 
l'on  veut  déterminer,  en  chaque  point  de  la  courbe  (C),  les  dé- 
rivées par  rapport  k  x  de  l'intégrale  cherchée  0,  on  devra  joindre 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(£)V(£)'«<"-*> 

la  relation 

(19)  -+-l(x)  =   l,(x), 

qui  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (C).  Or  les 
deux  équations  précédentes  déterminent  deux  systèmes  de  valeurs 

ditlerentes  pour  les  dérivées  —  >  —  prises  en  un  point  quelconque 

de  (C).  Comme  une  intégrale  est  entièrement  définie  quand  on 


LES   MOUVEMENTS   DANS   LE   PLAN.  46l 

donne  sa  valeur  et  celle  de  ses  dérivées  premières  en  tous  les 
points  d'une  «courbe,  on  voit  que  la  question  proposée  admettra 
bien  deux  solutions,  et  deux,  seulement. 

Dans  le  cas,  que  nous  avons  en  vue,  où  la  fonction  0  doit  avoir 
une  valeur  constante,  zéro  par  exemple,  en  tous  les  points  de  la 

courbe  cherchée,  on  a 

p.(a?)  =  o. 

Les  deux  solutions  obtenues  sont  égales,  au  signe  près,  et  ne 
peuvent  pas  être  regardées  comme  réellement  distinctes. 

513.  Comme  conséquence  des  propositions  précédentes,  nous 
pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  fois  que  Von  connaîtra  une  intégrale  complète 
de  V équation  aux  dérivées  partielles  (7),  on  pourra  toujours 
déterminer  sans  intégration  un  système  orthogonal  dont  une 
des  familles  contiendra  une  courbe  quelconque  (C)  donnée  à 
l'avance.  L'autre  famille  sera  formée  des  trajectoires  du 
mobile  qui  coupent  à  angle  droit  cette  courbe  (G)  et  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  (C)  deviendrait  infiniment  petite  et  se 
réduirait  à  un  point,  on  aurait  Je  système  orthogonal  dont  une 
des  familles  est  composée  des  trajectoires  du  mobile  qui' passent 
par  ce  point.  Si  l'on  remarque  que,  dans  ce  cas,  l'équation  (i5), 
qui  représente  toutes  ces  trajectoires,  doit  être  vérifiée  quand  on 
y  remplace  x,  y  par  les  coordonnées  x0,  y0  du  point  considéré, 
on  voit  qu'on  devra  avoir 

■ 

et,  par  suite,  on  pourra  prendre 

?(«)  =  —  /Oo,  yo,a). 
On  aura  alors 

0  =  f(&>Xi  a)—f(x0,y0,a): 

et,  d'après  la  règle  donnée  au  n°  o42,  il  faudra  éliminer  a  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a. 

Pour  donner  une  application,  considérons  le  mouvement  des 
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corps  pesants,  clans  lequel  la  fonction  des  forces  est 
L'équation  en  f)  devient  ici 

/dby     /dey 

Elle  admet  la  solution  suivante  : 

(•20)  —  ax  -+-   /   \/y  -+-  Jt  —  a-  dy  =  ax  -\-  ^-( y  -+-  h  —  a2)2  -f-  b. 

s/ïg  J  6 

Pouf  trouver  les  courbes  coupant  à  angle  droit  toutes  les  tra- 
jectoires paraboliques  passant  par  un  point  fixe,  l'origine  par 
exemple,  il  faudra,  d'après  la  règle  précédente,  déterminer  b  par 
la  condition  que  8  s'annule  en  ce  point;  ce  qui  donne 

&  =  —  Uh  —  a2)2, 

puis  éliminera  entre  l'équation  (20),  où  l'on  a  remplacé  b  par  la 
valeur  précédente,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  a.  On  trouve  ainsi, 
après  un  calcul  que  nous  omettons, 

(•21)  —  =  [2/n-jK-H  y/x^^-y^Y  —  [2/*  +jk  ~  v7^2-*-/2]2- 

Telle  est  l'équation  des  trajectoires  orthogonales  de  toutes  les 
paraboles  passant  par  l'origine. 

544.  Considérons,  d'une  manière  générale,  les  systèmes  ortho- 
gonaux que  nous  venons  de  définir  et  dont  une  des  familles  est 
composée  de  trajectoires  du  mobile.  L'élément  linéaire  du  plan 
prendra  la  forme 

(22)  ds*=  H*fl?e*-+-Hî  d%\. 

Si  l'on  se  déplace  sur  une  trajectoire  9,  =  const.,  on  a 
(a3)  ds2=H2d02=2(U  -hh)dt*. 

D'ailleurs  l'équation 

d0\2       /d6\2 


^-(SH*)' 
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peut  s'écrire 

,    ,,  df)   dx        dft   dy        dti 

(24)  2(U  -+-  /l)  =   - y-  -h ï-  =  -j- -• 

1       dx   dt        dy   dt        dt 
En  substituant  la  valeur  de  -p  dans  la  relation  (.23),  nous  aurons 

2H'-(U  +  //)  =  i, 

4r  =2U+2//. 
ri- 
La  formule  (22)  prendra  donc  la  forme 

(25)  -2(11-4-/1)^2=  rfes+ffSrfO?, 

dont  nous  allons  déduire  plusieurs  conséquences. 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  l'on  considère  deux  des  courbes 
de  paramètre  8 

e  =  «,      e  =  p, 

et  la  portion  de  l'une  quelconque  des  trajectoires  du  mobile  com- 
prise entre  ces  deux  courbes,  l'intégrale 


f  /a(U  -f-  h)ds  =   f  db, 


prise  du  commencement  à  la  fin  de  cet  arc,  sera  constante  et.  égale 
à  la  différence  (3 —  a  des  valeurs  de  9.  Nous  donnerons  à  l'inté- 
grale précédente  le  nom  d'action.  Comme  la  courbe  G  =  a  peut 
être  choisie  arbitrairement,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnée  une  courbe  quelconque  (C)  et  les  trajectoires 
du  mobile  normales  à  cette  courbe,  si  Von  porte  sur  ces  trajec- 
toires, à  partir  de  leur  point  d'incidence,  des  longueurs  pour 
lesquelles  l'action  ait  une  valeur  donnée  à  l'avance,  mais 
quelconque,  le  lieu  des  extrémités  de  toutes  ces  longueurs  for- 
mera une  courbe  qui  sera  encore  normale  à  toutes  les  trajec- 
toires. 

Cette  remarquable  proposition,  qui  est  due  à  Thomson  et 
Tait  (*),  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  au  n°  522 

(')  Sir  William  Thomson  and  Tait,  Treatise  on  natural  Philosophy,  Vol.  I, 
Part  1,  p.  353  de  la  deuxième  édition;  1879. 
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pour  les  lignes  géodésiques.  On  pourrait;,  ici  encore,  la  dé- 
montrer directement  par  le  Calcul  des  Variations  et  en  déduire 
tous  les  résultats  précédents;  on  retrouverait  ainsi  la  méthode 
suivie  par  Hamilton  et  par  Jacobi. 

En  particulier,  si  l:on  considère  toutes  les  trajectoires  passant 
par  un  point  A  et  si  l'on  détermine  sur  chacune  d'elles  un  point  M 
tel  que  l'action  étendue  à  l'arc  AM  ait  une  valeur  constante 
donnée,  le  lieu  des  points  M  sera  une  courbe  normale  à  toutes  les 
trajectoires. 

5io.  Si  l'on  rapporte  les  points  du  plan  au  système  de  coor- 
données formé  par  les  trajectoires  passant  en  A  et  par  les  courbes 
qui  les  coupent  à  angle  droit,  l'élément  linéaire  dix  plan  sera 
donné  par  la  formule  (a5),  où  8  désignera  l'action  comptée  à 
partir  de  A.  Nous  allons  déduire  de  cette  remarque  une  démons- 
tration directe  du  principe  de  la  moindre  action. 

Ce  principe  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Parmi  tous  les  mouvements  qui  amènent  le  mobile  d'un 
point  A  en  un  point  M,  la  vitesse  sur  chaque  trajectoire  étant 
réglée  par  l  équation 

e»=-a(U  +  A), 

le  mouvement  naturel  est  celui  pour  lequel  V action,  c'est- 
à-dire  l'intégrale 

~m    ~m 

/      \Zi(U  -h  h)  ds  =   !      v  ds, 

*Av  «A 

est  un  minimum. 

La  démonstration  est  identique  à  celle  que  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  cas  des  lignes  géodésiques.  Construisons  toutes  les 
trajectoires  du  mobile  correspondantes  à  la  valeur  donnée  de  h, 
passant  au  point  A;  elles  donnent  naissance  à  un  système  ortho- 
gonal pour  lequel  on  a 

a(U  H-  h)  ds*=  rf8ï+ s»  d%\. 
Cela  posé,  il  est  clair  que  le  minimum  de  l'intégrale 
I   y/â  U  -+-  2 h  ds  =  f  Jd%*+o*dQ\t 
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prise  entre  les  points  A  et  M,  correspondra  au  cas  où  <r/Q ,  sera  mil, 
le  chemin  suivi  étant  la  trajectoire  qui  unit  ces  deux  points.  Je 
n'insiste  pas  sur  toutes  les  conditions  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  la  démonstration  soit  valable;  elles  sont  identiques  à  celles 
qui  ont  été  énumérées  dans  le  cas  des  lignes  géodésiques. 

0I6.  Le  principe  d'Hamilton  se  rapporte  à  des  hypothèses 
toutes  ditlérentes  de  celles  qui  interviennent  dans  le  principe  de 
la  moindre  action.  Il  concerne  l'intégrale 


/ 


UW*. 


•2  dt'1 


Le  mouvement  de  la  nature  est  celui  pour  lequel  cette  intégrale 
est  maximum  ou  minimum.  Mais  ici  le  mouvement  est  comparé 
à  tous  ceux  qui  ont  lieu  entre  les  mêmes  points  et  dans  le  même 
temps,  et,  de  plus,  aucune  loi  ii'est  imposée  à  la  vitesse.  Nous 
allons  montrer  qu'il  y  a  réellement  minimum. 

Si  A  et  M  désignent  encore  les  positions  extrêmes  et  si  l'on  con- 
serve le  système  orthogonal  dont  une  des  familles  est  composée 
des  trajectoires  passant  en  A,  l'intégrale  précédente  deviendra 


rvdm- 

J   L4(U 


"^    ■  uU 


h  )  dt1 

Nous  allons  la  comparer  à  celle  qui  correspond  au  mouvement 
naturel;  pour  lequel  0(  demeure  constant. 

Soient  80,  U0  les  valeurs  de  9  et  de  U  dans  le  mouvement  na- 
turel; 9,  U,  90,  U0  étant  supposées  correspondre  à  la  même  valeur 
du  temps;  posons 

o  =  e04-w,      u  =  u0-+-U!. 


On  a,  nous  l'avons  vu 


(aG)  ^=,(U0+/0. 

L'accroissement  de  l'intégrale  d'Hamilton,  quand  on  passe  du 
mouvement  naturel  à  l'autre,  est 

Ç\  fl?8*+<r*rfef  d%l  ! 

J   [_4(U  +  A)^  +  U     .  Uo       4(U04-A)^J^' 
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Remplaçons  9  par  sa  valeur  60  +  co;  puis  substituons  la  valeur 
de  -—  déduite  de  la  formule  (26).  L'accroissement  de  l'intégrale 
deviendra 

fi         cm  du*  \ 

I     '  dV-  dt1  Uo-i-/i  dio       TT        U,(Un+/0      7 

H-   U  1  : dt 


J       I  4  (  U  -+-  h  )         4  (  U  -+-  /<  )         l)+/i     dt 
ou,  après  quelques  réductions, 

I  df2         dt-  U?  dtû  Ui       dix> 


4(U  +  //j  U  -+-  h         dt         U  -+-  h    dt 


dt. 


Comme  les  deux  mouvements  se  font  entre  les  mêmes  points  et 
dans  le  même  temps,  10  est  nul  aux  deux  limites;  on  peut  donc 

supprimer  le   terme  —7-  et  il  reste,  pour  l'accroissement  de  l'inté- 
grale, l'expression 

(4(Û^Â)+      ((D  +  *)     )'"■ 

Sous  cette  forme  on  voit  clairement  que  l'intégrale  d'Hamilton 
a  augmenté.  Pour  que  l'intégrale  précédente  soit  nulle,  il  faut 
qu'on  ait  à  chaque  instant 


ou 


et  ces  équations  caractérisent  le  mouvement  naturel. 

547.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  principes 
précédents  et  nous  remarquerons,  en  terminant,  que  la  démons- 
tration du  principe  de  la  moindre  action  peut  se  rattacher  direc- 
tement à  la  théorie  des  lignes  géodésiques  de  la  manière  suivante  : 

x  ety  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  du  plan, 
U  la  fonction  des  forces  et  h  la  constante  des  forces  vives,  consi- 


dQi                     du 

—r-  =  O.              — —  =2Ui 

dt                      dt 

C{Q[ 

d%                                     ds 

— -  =  2(1)  -f-  h),          —  = 
dt           v              "          dt 

-dJ  =  ^ 

=  v/2(U-i-A), 
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dérons  la  surface  dont  l'élément  linéaire  est  donné  pat*  la  formule 

ds*  =   •2(U  +  //)(^2_|_,//2). 

Cette  surface  est  représentée  sur  le  plan  avec  conservation  des 
angles  ;  mais,  déplus,  la  correspondance  est  telle  qu'à  toute  trajec- 
toire du  mobile  dans  le  plan  correspond  une  ligne  géodésique 
de  la  surface  et  vice  versa. 

Celte  proposition  s'est  déjà  présentée  plusieurs  fois  dans  les 
raisonnements  précédents.  Nous  aurions  pu  l'établir,  soit  en  com- 
parant l'équation  différentielle  (3)  des  trajectoires  à  celle  (8)  des 
lignes  géodésiques  (n°  514),  soit  en  rapprochant  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (7)  de  l'équation  (5)  (n°  531)  dont  dépend  la 
recherche  des  lignes  géodésiques.  Nous  pouvons  maintenant  la 
démontrer  immédiatement;  car,  si  l'on  rapporte  les  points  du 
plan  à  un  système  de  coordonnées  dont  une  des  familles  est  formée 
de  trajectoires  du  mobile,  l'élément  linéaire  du  plan  sera  donné 
par  la  formule  (20);  celui  de  la  surface  correspondante  aura  donc 

pour  expression 

ds*-=  dû*'-*- <fi  dÙ\\ 

par  suite,  les  lignes  G,  =const.,  c'est-à-dire  les  trajectoires  du 
mobile  dans  le  plan,  correspondront  nécessairement  à  des  géodé- 
siques de  la  surface  ;  et  vice  versa. 

Comme  application,  considérons  le  mouvement  d'un  point  attiré 
par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  r  dé- 
signant la  distance  au  centre  fixe,  on  aura 

/•  a 

La  surface  dont  les  lignes  géodésiques  correspondent  aux  tra- 
jectoires du  mobile  aura  pour  élément  linéaire 

/  2  : 


ds'-  =  V?£  —  £  T  (dx*4-  df-) 
ou,  en  passant  aux  coordonnées  polaires  /•,  c, 


ds*=.{ï£  —  1^)  (tti* -+-  /•»  dv*). 


Les  surfaces  de  révolution  qui  admettent  cet  élément  linéaire 
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sont  définies  par  les  formules 


(29) 


/u.r(9.a  —  /•)  v 

l   x  =  m  I  /  J cos  — , 

I  y  a  m 

}  /  \x  ri'xa  —  j')    .      V 

\   y  =  m  i  /  - ; sin  — > 

\  V  a  m 


I  V    aj    \/  r('ia-r) 

Toutes  les  fois  que  m  sera  commensurable,  à  un  point  du  plan 
correspondront  des  points  de  la  surface  en  nombre  limité;  et,  par 
suite,  toutes  les  lignes  géodésiques  qui  ne  viendront  pas  ren- 
contrer la  limite  de  la  surface  seront  fermées,  comme  les  ellipses 
du  plan  auxquelles  elles  correspondent. 

o48.  Cette  correspondance,  établie  entre  un  plan  et  une  surface 
de  telle  manière  que  les  trajectoires  du  plan  correspondent  aux 
lignes  géodésiques  de  la  surface,  met  immédiatement  en  évidence 
le  principe  de  la  moindre  action,  qui  n'est  autre  chose  que  la  tra- 
duction dans  le  plan  de  la  propriété  de  minimum  relative  aux 
lignes  géodésiques;  mais  elle  conduit  sans  calcul  à  un  grand 
nombre  d'autres  propositions.  Nous  avons  vu,  par  exemple,  que, 
sur  une  surface,  les  courbes  lieux  des  points  tels  que  la  somme  ou 
la  différence  de  leurs  distances  géodésiques  à  deux  courbes  fixes 
(G),  (C)  soit  constante  forment  un  système  orthogonal.  Ce  sys- 
tème peut  évidemment  se  déterminer  sans  intégration  toutes  les 
fois  que  l'on  connaît  les  deux  courbes  (C),  (C)  et  qu'on  a  l'expres- 
sion de  la  dislance  géodésique  de  deux  points  de  la  surface.  On 
peut  même  ajouter  que,  si  l'une  des  deux  courbes  (C)  est  donnée, 
on  peut  déterminer  l'autre  (C')  de  telle  manière  que  l'une  des 
familles  du  système  orthogonal  contienne  une  courbe  (D)  donnée 
à  l'avance.  En  reportant  ce  résultat  dans  le  plan,  nous  obte- 
nons la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  fois  qu'on  aura,  dans  le  plan,  la  solution  com- 
plète d'un  problème  de  Mécanique  et  la  fonction  9  relative  à 
ce  problème,  on  pourra  déterminer,  sans  intégration  nouvelle, 
une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  dans  le  plan,  contenant 
une  courbe  (D)   donnée  à   V avance;  les  équations  qui  déji- 
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nisscnt  ces  systèmes  contiendront  une  fonction  arbitraire 
d' une  variable. 

Au  reste,  celte  proposition  peut  se  démontrer  directement  de 
la  manière  la  plus  simple.  Soient,  en  effet,  9  et  o-  deux  solutions 
quelconques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (7).  On  aura 

ôx)  +W/  ~\à^J  ^WJ 

et,  par  conséquent, 

d(6  —  g)  d(6  +  <r)    ,    d(Q—a)  d(6nhff)  _ 
dx  àx  ôy  dy 

Cette  équation  exprime  que  les  courbes 

6  —  a  =  const.,         6  -+-  a  =  const. 

se  coupent  à  angle  droit  et  forment  les  deux  familles  d'un  système 
orthogonal.  Si  l'on  veut  qu'une  certaine  courbe  (D)  fasse  partie 
de  l'une  de  ces  familles,  il  suffira  de  déterminer  deux  solutions  8 
et  o-  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  qui  aient  la  même  valeur 
en  chaque  point  de  la  courbe  (D).  On  prendra  1  arbitrairement, 
ce  qui  introduira  une  fonction  arbitraire;  9  sera  ensuite  déter- 
minée par  la  condition  d'avoir  la  même  valeur  que  <r  en  tous  les 
points  de  la  courbe  (D).  Nous  savons  (n°  542)  que  9  sera  déter- 
minée par  celte  condition  et  qu'elle  sera  distincte  de  t. 

549.  Les  propositions  générales  qui  précèdent  permettent 
d'établir  qu'on  pourra  déterminer  une  infinité  de  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  dont  fera  partie  une  courbe  algébrique  quel- 
conque, donnée  à  l'avance.  Remarquons  d'abord  qu'il  y  a  une 
infinité  de  problèmes  de  Mécanique  pour  lesquels  M  action  est 
une  fonction  algébrique,  c'est-à-dire  pour  lesquels  l'équation 

admet  une  intégrale  complète  algébrique.  Sans  parler  même  du 
cas  où  la  fonction  des  forces  est  nulle,  prenons,  par  exemple, 

(3i)  U  =Aa?w-f-Byi, 
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A  et  B  étant  des  constantes  quelconques  et  m,  h  deux  entiers.  On 
aura  la  solution  complète 


la)  0  =  J  y  2  kxm  -à-h-hvdx.+J  \ 


(3a)  0  =  J  \/  i  A  x'"  -+-  h  -+-  a  dx  -+-  J  \/  i  By  "  -+-  h  —  a  dj, 

qui  est  évidemment  algébrique.  Si  l'on  applique  les  méthodes 
précédentes  en  employant  cette  valeur  de  B,  on  voit  que  toutes 
les  solutions  de  l'équation  (3o)  assujetties  à  prendre  une  valeur 
algébrique  en  tous  les  points  d'une  courbe  algébrique  seront  algé- 
briques. On  pourra  donc  obtenir  une  infinité  de  systèmes  ortho- 
gonaux algébriques  dont  fera  partie  une  courbe  algébrique 
donnée.  Ces  systèmes  sont  de  deux  espèces  différentes.  Les  uns, 
dont  l'une  des  familles  sera  formée  par  les  trajectoires  du  mobile 
qui  coupent  à  angle  droit  la  courbe  donnée,  sont  analogues  aux 
systèmes  orthogonaux  formés  avec  une  famille  de  courbes  paral- 
lèles et  leurs  normales  communes.  Les  autres  seront  analogues  au 
système  orthogonal  formé  par  les  deux  familles  de  courbes  lieux 
des  points  tels  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  distances 
géodésiques  à  deux  courbes  fixes  (C),  (C)  soit  constante.  Ils  con- 
tiendront dans  leur  définition  une  fonction  algébrique  arbitraire, 
alors  même  qu'on  aura  assujetti  une  courbe  donnée  à  l'avance  à 
faire  partie  de  Tune  des  deux  familles  du  système  orthogonal. 

550.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  méthode  précédente  s'étend  à 
l'étude  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  et,  en  général, 
à  tous  les  problèmes  de  Mécanique  dans  lesquels  il  y  a  une  fonc- 
tion des  forces,  la  position  du  système  mobile  dépendant  de  deux 
variables  seulement.  Nous  ne  développerons  pas  les  calculs,  qui 
seront  donnés  plus  loin  lorsque  nous  traiterons  du  problème  le 
plus  général  de  la  Mécanique;  et  nous  nous  contenterons  d'in- 
diquer ici  d'autres  questions  de  Mécanique  dans  lesquelles  on 
retrouve  les  propriétés  que  nous  venons  d'étudier. 

On  doit  à  différents  géomètres  (*)  des  propriétés  des  brachisto- 


(')  Voir,  par  exemple  :  Rogeu,  Thèse  sur  les  brachistochrones  {Journal  de 
LiouvUle.  irc  série,  t.  13,  p.  4'!  1848). 

àndoyer,  Sur  la  réduction  du  problème  des  brachistochrones  aux  équations 
canoniques  {Comptes  rendus,  t.  100,  p.  1J77;  iS85). 
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clirones,  analogues  à  celles  que  Gauss  a  fait  connaître  pour  les 
lignes  géodésiques.  L'explication  de  ce  fait  repose  sur  la  remarque 
suivante  : 

Proposons-nous  de  déterminer  les  brachistochrones  sur  une 
surface  (S).  La  vitesse  du  mobile  étant  donnée  par  l'équation  des 
forces  vives 

P2=  2rj  +  .Àh, 

les  brachistochrones  seront  les  courbes  pour  lesquelles  l'intégrale 

ds        r        ds 


ÏW 


y  i  U  -+-  ih 

prise  entre  deux  points  quelconques  de  la  courbe,  sera  minimum. 
Or,  si  l'on  considère  la  surface  (S7)  pour  laquelle  l'élément 
linéaire  ds'  est  déterminé  par  la  formule 

(  33  )  ds'1  = 


ii  U  -+-  a/i 

elle  correspondra  à  la  surface  (S)  avec  conservation  des  angles;  et 
les  brachistochrones  de  (S)  correspondront  aux  lignes  géodésiques 
de  (S'),  l'arc  de  chaque  géodésique  étant  égal  au  temps  dans  lequel 
est  parcourue  la  portion  correspondante  de  la  brachistochrone. 
Cette  simple  remarque  permet  d'étendre  aux  brachistochrones 
toutes  les  propriétés  des  lignes  géodésiques.  On  reconnaît  ainsi, 
en  particulier,  que  les  brachistochrones  satisfont  réellement  à 
leur  définition  et  que  le  temps  dans  lequel  un  arc  quelconque  de 
ces  courbes  est  parcouru  est  réellement  un  minimum,  pourvu 
toutefois  que  cet  arc  ne  soit  pas  trop  étendu. 

On  peut  aussi  assimiler  les  brachistochrones  aux  trajectoires 
dans  un  mouvement  plan;  et  cette  comparaison  offre  l'avantage  de 
s'étendre  d'elle-même  aux  brachistochrones  dans  l'espace. 

Supposons  l'élément  de  la  surface  (S)  ramené  à  la  forme 

(34)  ds*=l(dx*-+-  dy*-). 

L'intégrale  qui  doit  être  minimum  est 

v/X  y/ 'dx*  -H  dy* 


f 


v/u  +A 
En  vertu  du  principe  de  la  moindre  action,  on  reconnaît  immé- 
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diatement  que  les  brachistochrones  correspondent  aux  trajectoires 
d'un  mouvement  plan  dans  lequel  la  fonction  des  forces  U'  aurait 
pour  valeur 


U  +  h 

la  vitesse  du  mobile  étant  donnée  par  la  formule 

(35)  p2=2Tj', 

où  la  constante  des  forces  vives  a  la  valeur  particulière  zéro. 
Des  remarques  analogues  peuvent  être  faites  aussi  en  ce  qui 
concerne  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible. 
Mais  nous  laisserons  ce  point  à  l'examen  du  lecteur. 

551 .  Dans  les  développements  précédents,  nous  avons  associé 
seulement  celles  des  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des 
forces  vives  a  la  même  valeur.  Cette  restriction  est  bien  d'accord 
avec  l'esprit  de  la  Mécanique  moderne,  qui  attache  moins  d'impor- 
tance aux  forces  qu'à  Y  énergie  et  qui  permet  de  regarder  comme 
distincts  deux  problèmes  dans  lesquels,  la  fonction  des  forces 
étant  la  même,  l'énergie  totale  est  différente.  Quoi  qu'il  en  soit, 
en  groupant  les  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des  forces 
vives  prend  des  valeurs  différentes,  on  obtient  les  résultats  suivants 
que  nous  allons  rapidement  signaler. 

Considérons  des  trajectoires  quelconques,  formant  une  famille 
analogue  à  celles  que  nous  avons  définies  au  n°  538;  x1  et  y'  seront 
encore  des  fonctions  de  x  et  de  y]  mais  la  constante  h,  variant 
quand  on  passe  d'une  trajectoire  à  l'autre,  devra  être  considérée 
ici  comme  une  fonction  de  x  et  de  y.  On  aura  encore  les  équations 


(36; 


Mais  la  diffère  nti  a  don  de  l'équation  des  forces  vives  donnera 
des  résultats  différents;  il  ne  faudra  plus  y  regarder  h  comme  une 
constante  indépendante  de  x  et  de  j'.  La  différentiation  donnera 


x' 

dx' 
dx 

-+-y 

,  dx' 

_  dU 
dx 

X 

dx 

-+-/ 

ôy 

X 

'2-K 

y%  — 

ih 

+  2U. 
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donc  les  équations 

,dx'         ,dy'       dh        d\] 

i    x 

(3; 


,dx     '         dx         dx        dx 
,  dx^_  ,  dy'  _  dh        dU 

dy        7   dy    ~  dy        dy  ' 


c-'  i,         /i.     •        d\J     dU  ,  .  ,  ,    ,  , 

01  Ion  élimine  -r— }  —  entre  ces  équations  et  les  précédentes, 
dx      oy  '  r 


on  trouvera 

1  \àx 

dx'  \            dli 

dy  j             dx 

•  fày' 

x\-àx-~ 

dx'  \  dh 
dy  )  ~        ày 

Posons  maintenant 

<38>                      %- 

dx'       . 

on  aura  d'abord 

,«  \  ,       ï   dh  ,  i   dh 

X  dx  a  dy 

la  substitution  de  ces  valeurs  de  x',y'  dans  l'équation  des  forces 
vives  donnera  la  relation 

A/i  =  2  X2 (/*-+-  U), 
où  A/i  désigne  le  paramètre  différentiel  de  Lamé 

et  qui  fera  connaître  \.  On  obtient  ainsi 


, ,   .                   ,       i/î(/i+U  )  dh               ,           Ji  (  h  -h  U  )  dh 
(41  )  y  = = — ,  x  =  —  - — = 

v/aa      0x  /Xh      *y 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (38),  qui  sert  de  défini- 
tion à  X,  on  trouve  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre 

à   /Vif -h  h  dh\         à .' A/U  '■+■  h  àh\  _  i      s/Ih . 
djc\     v/ÂÂ      dx)^  dy  y     ^h      dY  J  ~  2  /V  -+■  h 


qui  définit  la  fonction  h.  Lorsqu'on  aura  une  solution  quelconque 
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de  cette  équation,  les  courbes 

h  =  const. 

seront  les  trajectoires  de  la  famille  correspondante,  et  les  équa- 
tions (40  feront  connaître  en  chacun  de  leurs  points  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  mobile.  Inversement,  si  l'on  sait  déterminer 
les  trajectoires,  on  saura  aussi  intégrer  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (42)-  Lorsqu'on  aura  obtenu,  avec  deux  constantes 
arbitraires  a  et  b,  l'équation  générale  des  trajectoires 

y  =  0(2",  a,  b,  h), 

il  suffira  d'y  remplacer  a  cl  b  par  des  fonctions  quelconques  de  h 
pour  obtenir  l'intégrale  générale  de  l'équation  (42). 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  des  forces  soit  nulle  : 
les  trajectoires  seront  des  lignes  droites  représentées  par  l'équation 


y 


b. 


L'intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  correspondante 
sera  donnée  par  la  formule 

y  =  xo(h)-^^(k), 

ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 

Une  circonstance  particulière  donne  quelque  intérêt  aux  re- 
marques précédentes.  L'équation  aux  dérivées  partielles  (42) 
intervient  dans  l'étude  d'une  question  de  minimum  relative  à 
l'intégrale  double 

«3>       ff\/W7W^r'd^ 

qui  est  d'une  forme  analogue  à  celle  que  Riemann  a  considérée 
dans  le  principe  de  Dirichlet. 

Imaginons  que  la  fonction  h  soit  donnée  pour  tous  les  points 
d'un  contour  fermé  limitant  une  aire  plane  A.  Si  l'on  exprime  que 
l'intégrale  double  précédente  étendue  à  tous  les  points  de  cette 
aire  est  minimum,  on  sera  conduit,  en  égalant  à  zéro  la  variation 
première,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  sera  précisé- 
ment l'équation  (42)« 

Ainsi,  à  tout  problème  de  Mécanique  dans  le  plan  (et  plus 
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généralement  à  deux  variables  indépendantes),  on  peut  rattacher 
une  propriété  de  minimum  relative  à  une  intégrale  double. 

Quelques  considérations  de  Géométrie,  auxquelles  le  lecteur 
suppléera  facilement,  permettent  d'ailleurs  de  déduire  cette  pro- 
priété de  minimum  du  principe  de  la  moindre  action. 

552.  Dans  les  deux  Chapitres  suivants,  nous  associerons  seu- 
lement des  trajectoires  pour  lesquelles  la  constante  des  forces  vives 
aura  la  même  valeur;  nous  allons  indiquer  ici  sans  démonstration 
l'extension  qu'on  peut  donner  à  l'application  de  la  méthode 
précédente.  Pour  plus  de  netteté,  nous  nous  contenterons,  dans 
l'énoncé  des  propriétés  généralisées,  de  considérer  les  mouvements 
dans  l'espace. 

Si  l'on  cherche  à  détermine/-  les  fonctions  X  et  ^j.  de  x  et 
de  y  de  manière  à  rendre  minimum  V intégrale  triple 

(44)  If  I  v/Â  /?(*',  y, z-,  \  v-) dx  dy  dz, 

où  l'on  a 

_  /dl  djx        dl  dfiA»       /dl  d[j.         d\   dfi\»       / ôl   dp        dX  dji\* 

\  dy  dz        dz  dy  )         \  dz  dx         dx  dz  /         \  dx  Oy        ày  dx  ) 

et  qui  est  étendue  à  un  volume  fermé  quelconque,  les  fonc- 
tions X  et  u.  étant  assujetties  à  prendre  des  valeurs  données 
en  tous  les  points  de  la  surface  ou  des  surfaces  qui  limitent  ce 
volume,  il  suffira  d'intégrer  les  équations  du  mouvement 
relatives  à  un  problème  de  Mécanique  où  la  fonction  des 
forces  serait  ^{x,yr,  z,  A,  m),  la  constante  des  forces  vives  étant 
nulle  et  A  et  u.  étant  traitées  comme  des  constantes,  puis  de 
remplace/',  dans  les  équations  générales  de  la  trajectoire,  les 
constantes  arbitraires  par  des  fonctions  quelconques  de  X  et 
de  ut.;  on  obtiendra  ainsi  deux  équations  qui  feront  connaître  A 
et  u.. 

Si  Von  cherche  la  fonction  X  qui  assure  le  minimum  de 
l'intégrale  triple 


«3>      ///|/(5),+  (|),+  (=)V^).% 
étendue  à  un  volume  fermé,  X  étant  assujettie  à  prendre  des 
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valeurs  données  en  tous  les  points  de  la  surface  qui  limite  ce 

volume,  les  surfaces 

X  =  const. 

devront  être  celles  pour  lesquelles  V  intégrale  double  suivante, 
où  d<7  désigne  faire  d un  élément  de  surface. 


J    I  ?0,  JK,  z)da, 


étendue  à  la  portion  de  la  surface  comprise  dans  un  contour 
donné  quelconque,  sera  un  minimum. 

En  considérant,  par  exemple,  l'intégrale 


qui  correspond  à  l'hypothèse  cp  =  i ,  on  reconnaîtra  que  les  sur- 
laces À  =  const.  devront  être  des  surfaces  minima.  On  est  ainsi 
conduit  au  théorème  suivant  : 

Si  V équation 

X  =  const. 

représente  une  famille  de  surfaces  minima,  k  devra  satisfaire 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(  dl  \  (  dl.\  (  d±\ 

tf.  d   (     dx     \  d   (     dv     \         d   [     dz     \ 

(47)         ^\7^J"v\7iïJ-+~^\7iï)  =  0' 

où  AX  est  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 

(48) 


Aufty+^r+^ 


\dxj  \  dy  J  \dz , 

Ce  résultat  est  dû  à  Riemann  (1),  qui  a  même  montré,  comme 
on  le  vérifie  aisément  par  un  calcul  direct,  que,  si  l'on  a  une 
seule  surface  représentée  par  l'équation 

X  =  o, 

il  suffira,  pour  que  la  surface  soit  minima,  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  précédente,  au  lieu  d'être  vérifiée  identique- 
ment, le  soit  seulement  en  vertu  de  l'équation  de  la  surface. 

(')  Riemann,  OEuvres  mathématiques,  traduites  par  L.  Laugel,  p.  342. 
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La  forme  précédente  (47)  de  l'équalion  aux  dérivés  partielles 
des  surfaces  minima  se  rattache  directement  à  celle  de  Lagrange 
(I,  n°  175),  qu'on  retrouve  d'ailleurs  immédiatement  en  supposant 
l'équation  de  la  surface  mise  sous  la  forme 

z  =  o(x,y); 

les  remarques  par  lesquelles  nous  l'avons  obtenue  montrent  qu'on 
pourra  écrire  immédiatement,  en  coordonnées  curvilignes  quel- 
conques, l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  minima; 
car,  si  l'élément  linéaire  de  l'espace  est  donné  par  la  formule 

(49)  ds*~  =  H2  df--±-  \\\  dp\  -4-  Hl  dpi, 
l'intégrale  (46)  prend  la  forme 

(50)  f  I     f  /KXHHiH^dpdpidpo, 
où  il  faut  prendre 

1  /à\y      1  /àiy      1  /  di 

et  la  propriété  de  minimum,  que  nous  avons  signalée  sans  calcul, 
conduit  à  l'équation 

d_  I  Ht  H,  j$_\       _d_(  HH,  _dpj_  \        _d_  (  HHj^   dp2    \ 

qui  remplace  l'équation  (47)*. 

On  pourrait  suivre  la  même  méthode  si  l'on  employait  des  coor- 
données curvilignes  obliques. 
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CHAPITRE  TE 

APPLICATION    DES    MÉTHODES    PRÉCÉDENTES    A    l'ÉTUDE 
DES    MOUVEMENTS    DANS    l' ESPACE. 

Équations  différentielles  du  mouvement.  —  Congruences  formées  avec  les  trajec- 
toires du  mobile.  —  Parmi  elles,  il  en  est  pour  lesquelles  il  y  a  un  potentiel 
des  vitesses;  par  suite,  toutes  les  trajectoires  du  mobile  qui  composent  la  con- 
gruence  sont  normales  à  toute  une  famille  de  surfaces.  —  Théorème  de  Thomson 
et  Tait  :  toutes  les  trajectoires  qui  coi'respondent  à  une  même  valeur  de  la  con- 
stante des  forces  vives  et  sont  normales  à  une  surface  sont,  par  cela  même,  nor- 
males à  une  famille  de  surfaces.  —  Equation  aux  dérivées  partielles  d'Hamilton 
et  de  Jacobi.  —  Usage  qu'on  peut  faire  de  ses  diverses  solutions.  —  Si  l'on  en 
connaît  une  intégrale  complète,  on  peut  en  déduire  sans  intégration  la  solu- 
tion complète  du  problème  de  Mécanique  proposé.  —  II  ne  faut  pas,  dans  l'appli- 
cation de  ce  théorème,  se  borner  à  énumérer  les  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  l'intégrale;  mais  cette  intégrale  ne  doit  pas  satisfaire  à  une  équa- 
tion du  premier  ordre  distincte  de  celle  de  Jacobi. 

Définition  de  l'action.  —  Ses  diverses  expressions.  —  Propriétés  de  minimum 
auxquelles  elle  donne  lieu.  —  Variation  de  l'action  quand  on  passe  d'un  segment 
de  trajectoire  à  tout  segment  infiniment  voisin.  —  Application  des  résultats 
précédents  à  la  généralisation  des  théorèmes  que  Malus  et  Dupin  ont  donnés 
pour  la  réflexion  et  la  réfraction  des  rayons  lumineux. 

Extension  des  méthodes  précédentes  au  cas  où  la  fonction  des  forces  contient  le 
temps. 


5o3.  Considérons  maintenant  les  mouvements  dans  l'espace. 
Si  U  désigne  la  fonction  des  forces,  les  équations  du  mouvement 
seront 

d*x  _  dU  <Py^  _  d\J  (Pz_  _  d\J 

dl%   —  Ox  '  dt%    ~  oy  '  dt-  ~  dz  ' 

(2)  a7'2-t-y2-+-^'2=2(U-H-/i), 


x',y'i  z'  désignantes  composantes  de  la  vitesse. 

Parmi  tous  les  mouvements  correspondants  à  une  valeur  donnée 
de  la  constante  des  forces  vives,  étudions  en  particulier  ceux 
dont  les  trajectoires  passent  par  un  point,  ou  sont  normales  à  une 
surface,  ou,  en  général,  satisfont  à  toute  condition  qui  ne  laissera 
subsister  que  deux  constantes  arbitraires  dans  les  équations  de  la 
trajectoire.   Les  trajectoires  formeront  alors  une   congruence  de 
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courbes  eL  seront  représentées   par   des  équations  telles  que  les 
suivantes  : 


(3) 

»(?;  y>%,  a,  b)  =  o. 

D'ailleurs,  les  composantes  de  la  vilesse  en  chaque  point  devront 
satisfaire  aux  deux  équations 


da?  d  v  ^         d.~ 


dcp     ,        dcp      ,        dcp    , 
da?  o^  ^         ds 

qui,  jointes  à  l'équation  des  forces  vives,  permettront  évidem- 
ment de  les  déterminer,  puis  de  les  exprimer,  par  la  substitution 
des  valeurs  de  a  et  de  b  déduites  des  équations  (3),  uniquement 
en  fonction  de  x,y,  z. 

Supposons  que  l'on  ait  obtenu  ces  expressions.  Les  équations 
du  mouvement  prendront  la  forme  suivante  : 

(àx'    .       àx'     ,       àx'    .       <)U 
x  -1 y  ~\ z  = , 
dx             dy  ^          dz            dx 
ày'    ,       dy'     ,       ùy'    ,       dU 
(  o  )                                    <   -7-  x  -+-  —  y  -+-  - —  s  =  — , 
v    '                                     j    dx             dy  ^          dz            dy 

f   dz'     ,       <)z'     ,       dz'    ,       dU 
\  dx  dy  J         dz  dz 

c|ui  est  analogue  à  celle  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  du  mouve- 
ment des  fluides;  x\y*,  z'  devront  aussi  satisfaire  à  l'équation  des 
forces  vives. 

On  peut  déduire  de  cette  dernière  équation  les  valeurs  de  — » 

—  ,  — -•  On  a,  par  exemple,  en  différentiant  l'équation  (2), 

dU  ,  dx'  ,  dyr  ,  dz' 

àx  dx  dx  dx 

En  portant  cette  valeur  de  —  dans  la  première  équation  (5),  on 

obtient  la  relation 

,  dx'  ,  àx'  ,  àx'  ,  àx'  .  ày'  ,  àz' 

dx        J     dy  àz  àx  àx  dx 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

'  ldJnL  —  *£\ '  (^-  _  dx'\ 

*-\ ~ày  ~  dx)  ~ "  \àx         dz) 
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La  deuxième  et  la  troisième  équation  (5)  donneront  des  for- 
mules analogues,  d'où  l'on  déduira  le  système  suivant  : 


ày' 

dz' 

dz' 

àx' 

àx' 

ày' 

dz 

ày 

àx 

dz 

ày 

dx 

(6) 

x  y  z 

qui  contient  toutes  les  relations  entre  x' ,  y' ,  z'  qui  sont  indépen- 
dantes de  la  fonction  des  forces. 

On  reconnaît  immédiatement  que  l'on  peut  satisfaire  à  ces 
équations  en  annulant  les  numérateurs,  c'est-à-dire  en  supposant 
que  x',  y',  z'  soient  les  dérivées  d'une  même  fonction  9.  Posons 
donc 

,      <99  .      d%  :      dB 

(7)  x  =  Tx'       y  =  Ty'       z  =  Tz 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  de  x^y',  z'  dans  les  équations  (2)  et(5), 
l'équation  (2)  prendra  la  forme 

/a.  /<wy     fd%y     /do\-      TT 

et  le  système  (5)  se  composera  des  équations  que  l'on  déduit  de  la 
précédente  en  la  différentiant  par  rapport  à  x,  à  y  ou  à  .5.  Il 
suffira  donc  que  9  satisfasse  uniquement  à  V équation  aux 
dérivées  partielles  (  8  ) . 

Les  équations  (7)  nous  montrent  immédiatement  quelle  est  la 
signification  géométrique  de  la  fonction  0.  Si  l'on  considère  la 
famille  de  surfaces  représentée  par  l'équation  9  =  const.,  9  étant 
une  intégrale  quelconque  de  l'équalion  (6),  les  courbes  qui  sont 
les  trajectoires  orthogonales  de  cette  famille  de  surfaces  sont  aussi 
des    trajectoires   du  mobile,   et  la  vitesse  du   mobile    en  chaque 

àft  . 

point  est  égale  à  la  dérivée  —  de  9  suivant  la  normale.  En  d'autres 

termes,  il  y  a  un  potentiel  9  pour  les  vitesses. 

La  méthode  précédente  reposant  sur  la  considération  de  cer- 
taines congruences  particulières  formées  avec  les  trajectoires  du 
mobile,  il  est  naturel  de  se  demander  si  elle  donnera  toutes  les 
solutions  du  problème  de  Mécanique,  c'est-à-dire  toutes  les  tra- 
jectoires possibles.  Soit  (C)  une  de  ces  trajectoires,  passant  au 
point  M0(^0j  JKo?  ^0),  et  soient  x'0,  y'o:  z'0  les  composantes  de  la 
vitesse  du  mobile  en  ce  point,  composantes  qui  vérifieront  néces- 
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sairement  l'équation  des  forces  vives 

■  ^'o2  ■+-  fi  -+-  -o2  =  2  u0  +  a  h. 

Il  y  a  évidemment  une  infinité  de  solutions  9  de  l'équation  (8) 
dont  les  dérivées  premières  — -,  — ,  —   prennent  les    valeurs  xn, 

1  Ox      Oy      Oz    r  ° 

y'0,  z'0  au  point  M0.  Considérons  l'une  quelconque  G'  de  ces  solu- 
tions. Les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  9'  =  const.  seront 
des  trajectoires  du  mobile.  Celle  d'entre  elles  qui  passe  au  point  M0 
coïncidera  évidemment  avec  la  courbe  (C),  les  conditions  initiales 
du  mouvement  étant  les  mêmes  sur  l'une  et  sur  l'autre  de  ces 
trajectoires.  Ainsi,  notre  méthode  ne  laissera  échapper  aucune 
solution  du  problème  proposé. 

ooi.  On  est  encore  conduit  à  la  considération  des  congruences 
particulières  de  trajectoires  pour  lesquelles  il  y  a  un  potentiel  des 
vitesses  par  le  raisonnement  suivant,  qui  mettra  de  nouveau  en 
évidence  le  résultat  précédent  : 

Désignons  par  X  la  valeur  commune  des  rapports  (6).  On  a 

I  <¥-  —  —  =  X  v' 
1    à*         Oy 

.  j  Oz  tx         .      , 

(9)  Ur-^r=x->-' 

!   Ox'        Oy'  , 

1    Oy         Ox 

et,  par  suite,  en  faisant  usage  d'une  identité  bien  connue, 

O(lx')         d(ly')        d(lz') 


(io) 


Ox  Oy 


Cette  relation,  qui  rappelle  Y  équation  de  continuité  de  l'Hydro- 
dynamique, vient  confirmer  l'analogie  que  nous  avons  déjà 
signalée  plus  haut  et  sur  laquelle,  d'ailleurs,  nous  n'insisterons 
pas.  Si  l'on  effectue  les  différentialions,  elle  prend  la  forme 

0\     ,       0\  OX'    ,  .   /  Ox'        Oy'        Oz' 

—  x  -+-  — -  y  -\ z  =  —  À h  -r 1 

Ox  Oy  Oz  \  Ox         Oy  Oz 

le  premier  membre,  que  l'on  peut  écrire  ainsi  : 

01  dx        Ol_dy        0\dz_ 
Ox  dt         Oy   dt         Oz  dt 
D.  —  II. 


482  LIVRE    V.    —   CHAPITRE   VII. 

a    une  signification   très  simple;   il  exprime   la  dérivée -jj  de  X 

lorsqu'on  se  déplace  sur  une  trajectoire  du  mobile.  Si  donc  on 

pose,  pour  abréger, 

/     n  ^  àx'        à  y'        dz 

(u)  0  = -, 

dx         dy         dz 


on  aura 


d\       . 

=A° 

dt  ' 


d'où  Ton  déduit 

(12) 

X0  désignant  la  valeur  de  X  pour  t  =  tt).  Donc  : 

Si),  est  nul  pour  un  point  quelconque  d'une  trajectoire,  il 
sera  nul  pour  tous  les  autres  points  de  la  même  trajectoire. 

D'après  cela,  considérons,  parmi  les  trajectoires  du  mobile  (qui 
correspondent  toujours  à  une  même  valeur  de  la  constante  des 
forces  vives  y,  celles  qui  sont  normales  à  une  surface  CE),  et  remar- 
quons que,  par  suite  de  la  définition  de  X  et  de  l'équation  des 
forces  vives,  on  a 

,  [ ôy'        dz'\  ,  /dz'        dx'\  ,  fax'        dv' 


Y 

.,  oz         dv  I  \dx         dz  J  \  dy         dx 

(l3)        K=  s(U-h/0  ! 

Il  résulte  de  cette  expression  que  X  sera  nul  pour  le  point  où 
chaque  trajectoire  rencontre  normalement  la  surface  (5).  Pour  le 
reconnaître  immédiatement,  il  suffit  de  remarquer  que,  les  équa- 
tions différentielles  des  courbes  de  la  conirruencc  étant 

/  dx      dy      dz 

14  x'  ~  y  ~  z'  ' 

x' ,  y' ,  z'  jouent  ici  le  rôle  des  quantités  X,  Y,  Z  du  n°  438. 

X,  étant  nul  pour  un  point  de  chaque  trajectoire,  sera  nul  par 
cela  même  sur  toutes  les  trajectoires,  qui  seront,  par  suite,  d'après 
le  théorème  du  numéro  cité,  normales  à  une  famille  de  surfaces. 
Nous  retrouvons  ainsi  la  proposition  de  Thomson  et  Tait,  que  nous 
établirons,  d'ailleurs,  d'une  autre  manière  : 

Toutes  les  trajectoires  du    mobile,    correspondantes   à  une 
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même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives,  gui  sont  normales 
à  une  seule  surface,  sont,  par  cela  même,  normales  à  toute 
u  n  e  fa  m  il  le  de  s  u  rfa  ces . 

Il  résulte  des  raisonnements  précédents  que,  pour  obtenir 
toutes  ces  familles  de  surfaces  normales  à  des  trajectoires,  il 
faudra  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles  (8).  Nous  allons 
examiner  les  différentes  solutions  de  cette  équation. 

555.  Nous  n'avons  qu'à  répéter  ici  ce  qui  a  été  dit  dans  le  cas 
des  mouvements  plans.  Si  la  solution  8  ne  contient  aucune  con- 
stante, il  faudra,  pour  avoir  les  trajectoires  correspondantes, 
intégrer  les  trois  équations  (5)  ou  les  équations  (i4)-  Mais  je 
vais  monlrer  que,  si  la  solution  0  contient,  en  dehors  de  la  con- 
stante qu'on  peut  toujours  lui  ajouter,  deux  autres  constantes 
arbitraires  a  et  b,  on  peut  obtenir,  en  général,  sans  aucune  inté- 
gration la  solution  complète  du  problème  de  Mécanique. 

Substituons,  en  effet,  8  dans  l'équation  (8)  et  prenons  la  dérivée 
par  rapport  à  a;  nous  aurons 

dO     c?2  o  dO     t)2  0  dO     d*0 


dx  da  dx        dy  ôa  dy        dz  àa  dz 

c-   i.  i  dû       dO     dO  .  ,       ,       ,    ,,, 

Si  Ion  remplace  — ■>  —  >  —  respectivement  par  x,jk,  s.,  1  équa- 
tion précédente  prend  la  forme 

d_[àQ_ 

dt  \da 

Donc  —  est  constant  sur  chaque  trajectoire  du  mobile.  En  ap- 
pliquant le  même  raisonnement  à  b,  on  voit  que  les  équations 

àd    -'     ,  d0 

(i5)  —  =  a,  —  =  b  , 

v      '  da  db 

où  a',  b'  désignent  deux  constantes  nouvelles,  définissent  une 
trajectoire  du  mobile.  On  vérifierait  du  reste  immédiatement  qi:e 
les  deux  surfaces  représentées  par  chacune  des  équalions  précé- 
dentes coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  9=  cou  st. 

En  difïerentiant  de  même  par  rapport  à  h  l'équation  (8),  on 
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trouvera 

d_  /rfO\  _ 
dt\ok)  ~  ' 

et  Ton  aura,  par  suite,  en  intégrant, 

06)  5Â  =  f  +  '' 

t  désignant  une  nouvelle  constante. 

Les  équations  (i  5)  et  (16),  contenant  six  constantes  arbitraires 
a,  b,  h,  a',  b' ,  t,  définissent  bien  la  solution  la  plus  générale  du 
problème  posé.  En  essayant  de  le  démontrer  d'une  manière  plus 
rigoureuse,  on  reconnaîtra  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  la 
solution  0  qui  contient  les  constantes  a,  b.  Si  l'on  veut,  en  effet, 
déterminer  la  trajectoire  du  mobile  qui  passe  au  point  M  (x:y,  s), 
le  mobile  admettant  les  vitesses  x ',  y1 ',  s',  liées  nécessairement  par 
l'équation  des  forces  vives,  on  aura  les  trois  équations 

,_  <ft_  ,_  dQ  ,_  dO 

~~~  dx  y         dy'  ~~  oz' 

qui  se  réduisent  à  deux,  en  vertu  des  équations  (2),  (8),  et  qui 
devront  pouvoir  déterminer  a  et  b  en  fonction  des  six  quantités 
données  x,  y,  s,  x',  y',  z'. 

Prenons,  par  exemple,  les  deux  premières.  Pour  qu'on  puisse 
en  déduire  généralement  des  valeurs  de  a  et  de  b,   il  faut  et  il 

suffit   que  —  >  —  soient  des  fonctions,    indépendantes   l'une    de 

1         dx     dy  ' 

l'autre,  des  variables  a  et  b.  Tl  faudra  donc  que  le  déterminant 

,  /  e)0     r)0 

à  \  - — ,  — 

\  dx     dy 


d(a,  b) 

soit  différent  de  zéro.  En  raisonnant  de  même  avec  — ,  — ->  on  est 
conduit  à  la  conclusion  suivante  : 

La  solution  9  doit  être  telle  que  les  deux  équations 

c^e  ^o  (>»o 

da  dx  ôa  dy    _     da  dz 

db  dx  db  dy  db  dz 
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qui  se  réduisent  cV ailleurs  à  une  seule,   ne  soient  pas  identi- 
quement vérifiées. 

On  peut  encore  énoncer  celle  condition  sous  l'une  ou  l'autre 
des  formes  suivantes  : 

Il  ne  faut  pas  que  9,  considérée  comme  fonction  (le  a  et  de  ù, 
satisfasse  à  une  équation  du  premier  ordre 

/de     dO  \ 

indépendante  de  x,  y,  z. 

On  peut  dire  encore  que  9,  considérée  comme  fonction  de  x, 
r,  3,  ne  doit  pas  satisfaire  à  une  équation  du  premier  ordre 

/  dO     d8     dO  \ 

H*'r'*'^5^dïj  =  °' 

distincte  de  l'équation  (8)  et  ne  dépendant  ni  de  a  ni  de  b. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  fonction  des  forces  soit  nulle. 
L'équation  (8)  sera 

et  elle  admettra  la  solution 

0  =  z  \J-i.h  —  i  -+-  \J{x  —  a)~~f-(7  —  6)2. 

Cette  solution  ne  conviendra  pas,  bien  qu'elle  contienne  deux 
constantes.  On  Je  reconnaît  immédiatement  en  appliquant  un 
quelconque  des  trois  critériums  que  nous  venons  de  signaler. 

556.  Nous  vovons  ici  se  présenter  un  fait  nouveau.  Dans  le 
plan,  toutes  les  familles  possibles  de  trajectoires  du  mobile  font 
partie  d'un  système  orthogonal,  auquel  correspond  une  certaine 
solution  9  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi.  Il  n'en 
est  plus  de  même  dans  l'espace  :  on  peut  certainement  associer 
les  trajectoires  du  mobile  en  congruences  qui  admettent  des  sur- 
faces Jes  coupant  à  angle  droit,  nous  venons  de  le  démontrer; 
mais  il  existe  aussi  des  familles  de  trajectoires  qui  ne  possèdent 
pas  cette  importante  propriété. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu.  Considérons,  en  effet,  le  cas  où 
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il  n'y  a  pas  de  force.  Les  trajecloires  correspondantes  à  une  même 
valeur  de  h  sont  les  droites  de  l'espace,  parcourues  toutes  avec  la 
même  vitesse.  Or  on  sait  bien  qu'un  système  de  rayons  recti- 
1  ignés  n'est  pas  toujours  formé  de  normales  à  une  surface.  Mais 
on  sait  aussi  que,  si  des  droites  sont  normales  à  une  surface,  elles 
le  sont  encore  à  une  infinité  d'autres  surfaces.  Celle  propriété 
n'est,  on  le  voit,  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  appartient  aux 
trajectoires  d'un  mobile  et  que  nous  avons  démontrée  au  nu  554. 

Si  on  laissait  de  côté  les  résultats  établis  dans  ce  numéro,  on 
pourrait  encore  démontrer,  comme  il  suit,  le  théorème  de 
Thomson  et  Tait  : 

Etant  donnée  une  surface  (S),  on  sait  toujours  déterminer  une 
solution  H  de  l'équation  de  Jacobi  qui  soit  nulle  pour  tous  les 
points  de  cetle  surface.  Alors,  les  trajectoires  du  mobile  qui  sont 
normales  à  toutes  les  surfaces  0  =  const.  seront,  en  particulier, 
normales  à  (S).  Comme  leur  ensemble  est  déterminé  par  cette 
dernière  condition,  la  proposition  est  démontrée. 

En  particulier,  si  la  surface  (S)  devient  infiniment  petite  et  se 
réduit  à  un  point,  on  aura  toutes  les  trajectoires  passant  par  ce 
point.  On  voit  donc  que  : 

Toutes  les  trajectoires  du  mobile  qui  passent  en  un  point 
quelconque  sont  normales  à  une  famille  de  surfaces. 

Ici  encore,  on  peut  introduire  une  intégrale  analogue  à  celle 
que  nous  avons  définie  au  n°  544.  On  a 

/dey      /dey      /dey      de    ,     de    ,     de  ,       ._.     ,. 

\dxj  \ày  I  \OzJ  ûjc  0yJ         ôz  K 

Lorsqu'on  se  déplace  sur  une  trajectoire,  l'équation  précédente 
prend  la  forme 

(18)  ^  =  a(U  +  A>, 

<ig)  d%  =  i { U  -+-  h )  dt  =  \Ji  U  -+-  2 h  ds. 

Il  suit  de  là  que  la  différence  des  valeurs  9M,  9ir  relatives  à 
deux  points  M,  M'  d'une  même   trajectoire   est  exprimée   par  Ja 
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formule 


(20)  eM  - 


M  —  6M.  =     /        y/'2(U  -+-  h)  ds. 

«Ai' 


L'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  sera  appelée,  ici 
encore,  V action  étendue  de  M'  à  M.  Les  développements  donnés 
par  Thomson  et  Tait  montrent  toute  l'importance  de  cet  élément, 
qui  doit  être  considéré,  au  même  titre  crue  le  Travail,  dans  l'étude 
des  problèmes  de  Mécanique.  La  formule  précédente  donne,  en 
particulier,  les  théorèmes  suivants,  analogues  à  ceux  du  n"  544  : 

Si,  sur  les  trajectoires  passant  par  le  point,  M0  ou  normales 
à  une  surface  quelconque,  on  considère  les  arcs,  comptés  à 
partir  du  point  d'incidence,  pour  lesquels  V action  a  une 
valeur  donnée,  le  lieu  des  extrémités  de  tous  ces  arcs  sera 
normal  à  toutes  les  trajectoires. 

557.  Nous  allons  indiquer  maintenant  comment  on  pourra 
employer  une  intégrale  complète 

(21)  6  =f(x,y,  z,  a,  b) 

de  l'équation  aux   dérivées  partielles  de  Jacobi  pour  résoudre  les 
deux  problèmes  que  nous  venons  de  rencontrer. 

D'après  la  règle  de  Lagrange,  Ja  solution  la  plus  générale  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  est  fournie  par  les  relations 

j  9  =f(*,y,  z,  a,  b)  -H  y  (A,  b), 

(a?.)  '  df        dm  âf        do 

0=- 1 •-,  O   =    -£   -+"   -T7-J 

[  cl  a        cla  do        db 

entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a  et  b. 

Si  l'on  veut  que  la  solution  9  soit  nulle  ou,  plus  généralement, 
ait  une  valeur  donnée  .u.(#,  y),  en  chaque  point  d'une  surface  (S), 
donnée  par  son  équation 

(23)  z  =  X(x,y), 

on  remplacera  H  par  y.  et  z  par  A,  dans  les  équations  précédentes, 


àf^àfàl 
dx         dk   dx 

d\j. 
dx 

o 

àf^àfdl 
dy        dk   dy 

d[x 

o 
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ce  qui  donnera  le  système 

l  P  = /(&,?>  *i  «j  &)  +  <}»(«,  b), 

(24  )  J        _  r)/'         <ty  _  d£        d(f 

f  da        da  db        àb 

En    différenciant   la  première  relation  par  rapport  à  x  et  à  y 
successivement  et  tenant  compte  des  deux  autres,  on  aura 


(25) 


L'élimination  de  x  et  de  y  entre  ces  deux  équations  et  la  pre- 
mière des  équations  (  azj)  fera  connaître  o  en  fonction  de  a  et  de  b 
et  déterminera,  par  suite,  les  solutions  cherchées. 

Si  l'on  veut  avoir  la  solution  6  correspondante  à  toutes  les  tra- 
jectoires passant  par  un  point  (x0,jr0,  ^0)5  il  faudra  prendre 

(26)  cp  =_  /(a?0,  jko,  -0,  «,  b). 

Je  mécontente  d'indiquer  ces  propositions,  qui  appartiennent  à  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  et  sont  analogues  à 
celles  qui  ont  été  données  plus  haut  (n"s  541  et  542). 

558.  Nous  sommes  conduits,  par  les  résultats  précédents,  à 
envisager  les  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  dans  lesquels 
on  définirait  un  point  de  l'espace  par  la  valeur  des  trois  quan- 
tités 

fi  fi        ^  fi        d0 

Un  point  est  alors  déterminé  par  l'intersection  de  trois  surfaces 
appartenant  à  des  familles  différentes;  les  surfaces  des  familles 

6!  =  const.,         02=const. 

sont  engendrées  par  des  trajectoires  du  mobile  normales  aux  sur- 
faces 

6  =  const. 

On    aura  donc,  en  considérant   xry,  z  comme  des  fonctions 
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de  8,  G,,  Oo, 

dx   dx        dy  dy        ^-    dz 

(  27  )  { 

àx   dx         dy   dy         dz    dz 

M  W2  +  d9   d<h  +  M   ~à%  =  °' 

et,  par  suite,  l'élément  linéaire  de  l'espace  sera  donné  par  une 
équation  de  la  forme 

ds*-  =  H2  <J62 -+-  M  dQï  -h  2N  d8,  rfÔ2  +  P  d8  j. 
On  trouvera,  comme  précédemment  (n°  54-4),  la  valeur  de  H 

îU  +  'J/i 

et,  par  suite,  l'expression  de  ds-  pourra  s'écrire 

(28)  (>U  +2/i)f/s2=  rf62-+-  mdOf  -+-  in  afôi  d%%-+- p  db\, 

les  quantités  m,  /?,  m/?  —  /i2  étant  essentiellement  positives.  On 
peut  déduire  de  cette  formule  le  principe  de  la  moindre  action  et 
celui  d'Hamilton  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que 
nous  avons  développés  dans  le  cas  de  deux  variables.  Au  lieu 
d'insister  sur  ce  sujet,  qui  sera  repris  d'une  manière  générale  dans 
le  Chapitre  suivant,  nous  indiquerons  en  terminant  une  formule 
importante  relative  à  V action. 

So9.  Reprenons  la  relation 

/•«  , 

(29)  6M— 0M.=   /      /a"  U  -+-  2  h  ds 


qui  donne  l'action  MM  étendue  à  l'arc  M' M  d'une  trajectoire. 

Soit 

6  =  f(x,  y,  z,  a,  b) 

une  solution  complète  de  l'équation  de  Jacobi  et  soient 

(3°^  -dVc=a'  db=b 

les  équations  mêmes  de  la  trajectoire  considérée.  Désignons  par 
x,y,  z  les  coordonnées  de  M  et  par  x0,  y0,  z0  celles  de  M'.  On 
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aura,  en  vertu  des  équations  (3o), 

(  3 1  )  \ 

âbfivi  y>  z>  a> b)  =  dbf(x^  y*->  ~o> a> b)- 

Ces  deux  équations  feront  connaître  a  et  b,  en  fonction  de  .r, 
y,  s,  ^0,y0,  ^n  et  permettront,  par  suite,  d'exprimer  l'action  M'M 
par  une  formule 


(32)  M'M-=  &(x,  y,  z;  œ0,  y0,  &o)> 

ne  contenant  que  les  coordonnées  des  points  M,  M'.  Il  est  impor- 
tant de  calculer  les  dérivées  de  cette  fonction.  Or  on  a 


M'M  =  f(x,y,  *,  «,  b)  —  f(x(hy0,  zQ,  a,  6) 
et,  par  suite,  en  différentiant  totalement, 

o  M  M  =  3-  ox  -1-  -=—  oy  -+-  -f-  os f-  ox0  —  -j —  oy0  —  f—  oz0 

dx  Oy  dz  dx0  oy0  oz0 

da  do 

Comme  les  coefficients  de  oa,  ob  sont  nuls  en  vertu  des  équa- 
tions (3i,  il  reste  simplement 


oM'M  =  -f  S»  +  ^-5y+-iS; fS-  ox0 ■—  oy0 ^&s 

dx  dy  "*         dz  dx0  dy0  dz0 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  de  f  et  f0  par  les  vitesses, 


(33)         0  M'M  —  x'  ox  ■+■  y'  oy  -\-  z'  oz  —  x'0  <jx0  —  y'0  oy0 —  z'0  oz0. 

Cette  relation,  d'où  la  fonction  f  a  complètement  disparu,  et 
que  l'on  peut  établir  aussi  par  le  Calcul  des  variations,  est  ana- 
logue à  celles  que  nous  avons  démontrées  aux  nos  52o  et  540.  Elle 
donne  la  varialion  de  Faction  étendue  à  un  segment  de  trajectoire 
M'M  {fi g'  4°)  lorsqu'on  passe  à  un  segment  de  trajectoire  infini- 
ment voisin  P'P.  On  peut  lui  donner  une  forme  entièrement  géo- 
métrique. Si  M'MP,  MM'P'  désignent  les  angles  que  fait  en  M, 
M'    la   trajectoire   avec   les   déplacements   infiniment   petits    MP, 
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M'P',  on  a  évidemment 


x'0  S*o+  j'o  ôjo+  -ô  ô~o  =       M'P'  (  -^j    cosIMM'P'. 
En  remplaçant  les  vitesses  ~,  (-£)    Par  leurs  valeurs  déduites 


de  l'équation  des  forces  vives,  on  aura 

1   o  M  '  M  =  —  M P  v/'2  L  m  -+-  2  A  cos  M'  î\l  P 


(34) 


M'P'  v/aUm-t-a/'  cos  M  M'P'. 
Fi  g.  4o. 


Cette  formule  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  qui  est 
relative  à  la  différentielle  d'un  segment  de  droite,  et  elle 
donne  naissance  à  des  conséquences  analogues.  Nous  signalerons 
seulement  la  suivante,  que  le  lecteur  établira  en  étendant  la  mé- 
thode donnée  au  n°  450  pour  la  démonstration  du  théorème  de 
Malus. 


560.  Etant  donnée  une  trajectoire  quelconque  et  une  sur- 
face (D),  on  peut  imaginer  que  la  trajectoire,  à  son  point  de  ren- 
contre avec  la  surface  (D),  se  réfléchisse,  ou  se  réfracte  d'après 
la  loi  du  sinus,  de  la  même  manière  qu'un  rayon  lumineux.  La  loi 
de  la  réflexion  ou  de  la  réfraction  détermine  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire réfléchie  ou  réfractée;  et,  comme  une  trajectoire  corres- 
pondante à  une  valeur  donnée  de  la  constante  des  forces  vives  est 
pleinement  définie  lorsque  l'on  connaît  un  de  ses  points  et  la 
tangente  en  ce  point,  on  voit  que  l'on  pourra  toujours  déterminer 
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par  une  construction  géométrique  ce  que  nous  appelons  !a  trajec- 
toire réfléchie  ou  réfractée.  Cette  définition  étant  admise,  les 
raisonnements  du  n"  450  et  l'emploi  de  la  formule  (34)  nous 
conduisent  au  théorème  suivant  : 

Considérons  toutes  les  trajectoires  du  mobile  qui  sont  nor- 
males à  une  surface  (S),  et  supposons  qu'elles  se  réfléchissent 
ou  se  réfractent  sur  une  surface  (D);  les  trajectoires  réfléchies 
ou  réfractées  seront  aussi  normales  à  une  surface  (S,)  que 
l'on  construira  de  la  manière  suivante  :  Si  M  est  le  point  où 
la  trajectoire  est  normale  à  (2),  P  celui  où  elle  rencontre  (-D), 
on  prendra  sur  la  trajectoire  réfractée  un  arc  PM'  tel  que 
l'action,  étendue  à  Parc  PM',  soit  égale  au  produit  de  l'action 

étendue  à  l'arc  MP  par  la  constante  - — -  >  n  étant  l'indice  de 
réfraction. 

On  peut  imaginer  des  conditions  dynamiques  qui  obligent  les 
trajectoires  à  se  réfléchir  ou  à  se  réfracter  d'après  les  lois  que 
nous  venons  d'indiquer.  Supposons,  en  effet,  que,  dans  le  voisi- 
nage de  la  surface  (D),  la  fonction  des  forces  varie  brusquement 
de  telle  manière  qu'elle  soit  remplacée  par 

«2(U-f-  h)  —  /?, 

n  étant  l'indice  de  réfraction.  Après  le  passage  à  travers  la  sur- 
face (D),  la  loi  des  trajectoires  redeviendra  la  même;  les  équations 
du  mouvement  (i)  et  (2)  changent,  il  est  vrai  ;  mais  il  suffit,  pour 

ramener  la  forme   primitive,    d'y  remplacer  dt   par  —  •   On  aura 

donc  les  mêmes  trajectoires,  mais  parcourues  avec  des  vitesses 
qui  seront  multipliées  par  l'indice  n.  Pour  savoir  comment  les 
trajectoires  se  substituent  les  unes  aux  autres  dans  le  voisinage 
de  (D),  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  de  Thomson  et  Tait.  Si 
les  trajectoires  incidentes  sont  normales  à  une  surface  (S),  elles 
demeureront  normales  à  toutes  les  surfaces  que  l'on  obtiendra  en 
prenant,  à  partir  de  leur  point  d'incidence  sur  (S),  un  arc  tel  que 
l'action  étendue  à  cet  arc  ait  une  valeur  donnée.  Soient  M  le 
point  d'incidence  pour   une  des  trajectoires,   P   le  point  où  elle 
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rencontre  D,  M'  un  point  de  la  trajectoire  réfractée.  On  aura 
r1'   

•   M 

rv     

PM'=  n  /      /aU  +  2/iè: 
«/P 

Si  donc  on  détermine  le  point  M'  par  l'équation 

/      v  2  U  -+-  2  A  <r/s  -+-  n  I       y  2  U  -+-  'xhds  =  const., 
•Ai  «•'!> 

on  devra  obtenir  une  surface  normale  aux  trajectoires  réfractées. 
Cette  condition,  combinée  avec  la  formule  (34),  détermine,  on  le 
reconnaîtra  aisément,  la  loi  de  la  réfraction,  et  l'on  retrouve  ainsi 
précisément  la  loi  de  Descartes  que  nous  avons  admise  a  priori. 

561.  Les  méthodes  que  nous  avons  employées  dans  ce  Chapitre, 
comme  celles  que  nous  allons  développer  dans  la  suite,  s'applique- 
raient d'elles-mêmes  au  cas  où  la  fonction  des  forces  contiendrait 
le  temps  explicilement.  Reprenons  les  équations 

(35) 


d*x        d\J 

d*Y       rfU 

d*z        àU 

dt-          dx 

dt1         dy 

dt*         dz 

et  supposons  maintenant  que  U  contienne  t. 
La  solution  générale  sera  de  la  forme 

/  ri  -f 

x  =  f(t,  a,  6,  c,  a',  b\  c'),  x'  =  —  , 

(3G)  [    y=fi(t,  a,  b,  c,  a',b',  c'),  ^'=  "^  ' 

s  =f2(t,  a,  6,  c,  a',  6',  c'),  s'  =  -^, 

a,  6,  c,  a'.  &',  c'  désignant  six  constantes.  Si  l'on  établit  arbitrai- 
rement trois  relations  entre  ces  six  constantes,  on  aura  un  complexe 
de  trajectoires  et  x\  y\  z'  pourront  être  exprimées  en  fonction  de 
x,  y,  s,  t.  Supposons  ces  expressions  obtenues;  les  équations  du 
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mouvement  prendront  la  forme 


(37) 


j  dx' 
\-dl 

dx'     ,       dx'     ,       dx'    ,       àV 
-r-  -7—  a?  -H  -j—  r  H —  -  =  — - 

dj?                   dj'                    0.3                  d.T 

i  dr' 

j    dt 

d>-'     ,       dy'     ,       dr'    ,       dU 
da"            dy              dz            dy 

1     dt 

dz'    ,      dz'     ,       dz'    ,       d\J 

-+-  3-  -r  H y  -+-  -r- z  =  -r- 

dx             dy              dz             dz 

Cherchons  si,  ici  encore,  on  pourrait  obtenir  un  potentiel  pour 
les  vitesses  et  posons,  9  étant  une  fonction  inconnue, 

dO  ,        do  ,       àO 

(38)  a?  =  -r-i         jr  =  —,  z=—- 

v      '  dx  dy  dz 

Les  équations  (3^)  deviendront  alors  celles  que  l'on  obtient  en 
prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x,  ou  à  y,  ou  à  z,  de  l'expression 


On  pourra  donc  poser 


Iao  +  ^-u. 

2  01 


i  dO 

2  dt  J  y    ' 

ou,  en  négligeant _/'  (£),  ce  qui  est  évidemment  permis, 

dO         i 
(3o)  —  H--AO  =  U; 

v    J;  df       2  ' 

telle  est  l'équation  qui  fera  connaître  0. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  méthode  donnera  toutes  les  solutions 
du  problème.  Il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  aux  dérivées 
partielles  précédente  admet  une  solution  G  qui  se  réduit,  pour 
t  =  o,  à  telle  fonction  o  (x,  y,  z)  que  l'on  veut. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  obtenir  la  trajectoire 
émanée  au  temps  t=o  du  point  (.r0,  y0,  z0)  avec  les  vitesses 
initiales  x'0,  j0,  z'0.  11  suffira  de  choisir  la  fonction  cp  de  telle 
manière  que  l'on  ait 

d 

(4o)  {  -r—  v(x0,y0,  x0)  =  y0} 

J  vo 

|     d 

ce  qui  pourra  se  faire  d'une  infinité  de  manières. 
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Ainsi,  l'on  aura  toutes  les  trajectoires  du  mobile  et  chacune 
dans  une  infinité  de  solutions. 

Ce  point  étant  admis,  on  peut  établir  le  théorème  suivant,  dû  à 
Jacobi  : 

Si  l'on  a  une  solution 
(4  0  8=/(*.  y,  z^  t,  «,  b,  c) 

de  V équation  (3g)  contenant  trois  constantes  autres  que  celles 
que  Von  peut  toujours  ajouter  à  9,  La  solution  du  problème  sera 
donnée  par  les  formules 


(42) 


où  «',  b' ,  c'  désignent  trois  nouvelles  constantes. 

En  effet,  en  différentiant  l'équation  (3g)  par  rapport  à  a,  par 
exemple,  il  vient 


de 

à® 
db=b> 

àO  _     , 
de  ~  °  ' 

,     de 

dx 

y  =  77' 

,     de 

Z  ~  dz 

da  ]         da  dt 


d  /de\  do 


,  —  o         ou         -—  =  a  . 
dt  \da  da 


En  appliquant  les  méthodes  précédentes,  le  lecteur  verra  faci- 
lement qu'il  faut,  pour  que  la  solution  9  donne  toutes  les  trajec- 
toires, que  le  déterminant  fonctionnel 


/dO      dG      d8\  à  /d6      d0      d0\ 


d(a,  ù,  c)  \dx     dy     dz]         d(x,  y,  z)  \da     db     de] 

ne  soit  pas  nul. 

Quand  la  fonction  des  forces  ne  contiendra  pas  t,  il  suffira  de 
poser,  à  l'exemple  de  Jacobi, 

(43)  e=  —  ht-hW 
et  l'on  retrouvera  l'équation 

(44)  A0'=2LÎ  +  2A 
que  nous  avons  déjà  discutée. 
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CHAPITRE  VIII. 

LE  PROBLÈME  GÉNÉRAL  DE  LA  DYNAMIQUE. 

Equations  de  Lagrange.  —  Transformation  d'IIamilton.  —  Définition  d'une  famille 
de  solutions.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  qui  définissent  la  famille.  — 
Familles  orthogonales.  —  Equation  aux  dérivées  partielles  de  Jacobi. —  Usage 
que  l'on  peut  faire  de  ses  différentes  solutions.  —  Expression  de  la  force  vive 
due  à  R.  Lipscliitz.  —  Principe  de  la  moindre  action.  —  Formule  de  J.  Liou- 
ville.  —  Définition  de  Yaclion.  —  Expression  de  l'action  élémentaire  au  moyen 
d'une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
aux  constantes.  —  Autre  méthode  d'exposition  des  résultats  précédents;  élimi- 
nation du  temps  à  l'aide  du  principe  des  forces  vives.  —  Définition  des  angles 
par  rapport  à  une  forme  quadratique,  travaux  de  Beltrami.  —  Définition 
et  propriétés  d'invariance  des  paramètres  différentiels  A0,  A  (8,  6j).  —  Trans- 
formations remarquables  de  la  forme  quadratique.  —  Lignes  géodésiques  de  la 
forme,  extension  des  théorèmes  de  Gauss.  —  Application  au  problème  général 
de  la  Dynamique. 


562.  Les  méthodes  que  nous  avons  appliquées  dans  les  deux 
Chapitres  qui  précèdent  s'étendent  d'elles-mêmes  à  l'étude  du 
problème  général  de  la  Mécanique.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  déve- 
lopper ici  ce  nouveau  mode  d'exposition  des  résullats  fondamen- 
taux qui  sont  dus  à  Hamilton  et  à  Jacobi;  car  nous  serons  ainsi 
conduits  à  certaines  propriétés  générales  des  formes  quadratiques 
qui  éclaireront  les  résultats  précédents  et  nous  seront  utiles  dans 
la  suite. 

Envisageons  un  problème  de  Mécanique  dans  lequel  il  existe 
une  fonction  des  forces,  que  nous  supposerons  indépendante  du 
temps.  Soient  qu  q.x,  ...,  qn  les  variables  indépendantes  dont 
dépend  la  position  du  système  mobile,  q\,  ...,  q'n  leurs  dérivées 
par  rapport  au  temps  et  2T  la  force  vive,  définie  par  la  formule 

(1)  2T  =anq'f  +ial%q\q\  -+-..  ■=^^gfA-gtgifc, 

où  les  coefficients  a^  sont  des  fonctions  données  de  q{ ,  </2,  ...,  qn- 


LE    PROBLÈME    GÉNÉRAL   DE   H    DYNAMIQUE. 

Le  mouvement  sera  défini  par  les  équations  de  Lagrange 


49: 


(») 


d   dT        dT        dU 
dt  dq'i        ôqi        dqt 


Hamilton  a  montré  que,  si  l'on  introduit  les  variables  auxiliaires 
dT 


(3) 


1       V  / 


on  peut  transformer  ces  équations  de  la  manière  suivante  : 
Posons 


(4) 


H  =  T  —  U. 


On  peut  exprimer  H  en  fonction  des  variables  /?/,  qk  ;  il  suffit, 
pour  cela,  de  déduire  des  équations (3)  les  valeurs  de  q[,  ^  !,,...,  qn 
et  de  les  porter  dans  l'expression  précédente.  Si  l'on  pose 


(5) 


D  = 


a\\        a\ï       aln 


anl      an%      ann 


ou,  en  adoptant  la  notation  de  Kronecker, 

D  =  |  aik\        (i,  k  =  1,  2,  ...,  n), 

et,  si  l'on  désigne  par  A/*  le  coefficient  de  an.  dans  le  déterminant 
précédent,  les  formules  (3)  nous  donnent 


(6) 


A  a 


A,-„ 


D-/»l+      ■•+-Q-PU. 


Gomme  on  a,  d'après  le  théorème  des  fonctions  homogènes, 
(7)  2T  =piq'i-h...-t-pnq'n, 

on  obtiendra  sans  difficulté  la  valeur  suivante  de  2T  : 

(  8  )  2  T  =  i  22  A  ikPiPk" 

que  l'on  peut  encore  écrire  comme  il  suit 


2T=-D 


Pi 


a\n 

Pi 

atlfl 

Pn 

Pn 

O 

D.  —  II. 


li 
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et  de  là  on  déduit 

(10)  II  =  T-  U  =  ^,22A'W—  U- 

Une  fois  connue  cette  valeur  de  H,  les  équations  du  mouvement 
se  présentent  sous  la  forme  canonique 

,   s  dgi     an        dPi        m 

(11)  — f-  =  ?  —V—  = (  1  =  1 ,  2 ,   ....  n), 

dt         dpi  dt  deji  v  '  '      " 

et  l'équation  des  forces  vives 

(12)  T  =  U-f-A 
s'écrit  ainsi  : 

(i3)  II=/(. 

Tel  est  le  premier  résultat,  bien  connu,  établi  par  Hamilton. 

503.  Considérons  maintenant  toutes  les  solutions  du  problème 
pour  lesquelles  la  constante  des  forces  vives  a  une  valeur  donnée  h, 
et  soient 

('4)         qt  =  fi(ci,  e2,   ...,  Co„_2,  h,  t  —  t0)         (i  =  1,  2,   ...,  n) 

les  équations  qui  font  connaître  les  valeurs  des  variables  qi  en 
fonction  du  temps. 

Les  valeurs  des  variables  pL  définies  par  les  formules  (3)  seront 

/    -  x  ôf\  à%  df„ 

(l'J)        Pt=  an^zr  -+-«/i -rr  -i-.  ••+«/« -^r-        (t  =  j,  2,  ...,  h). 

dt  dt  dt 

Au  lieu  de  conserver  les  solutions  les  plus  générales,  imaginons 
que  l'on  établisse,  entre  les  in  —  1  constantes  Ci  et  A,  n  —  1  rela- 
tions, d'ailleurs  quelconques.  Par  exemple,  on  annulera  n  —  1 
constantes,  ou  bien  on  considérera  l'ensemble  des  solutions  qui 
correspondent  à  une  même  position  initiale  donnée  du  système,  etc. 
On  obtiendra  ainsi  des  formules  contenant  seulement,  en  dehors 
de  h  et  de  £0,  n  —  1  conslantes 

(16)  qi=i  Oj(ci,  c2,  .  .  .,  c„_!,  h,  t  —  *0)         (i  —  1,  2,  .  .  .,  n), 

et  qui  définiront  ce  que  nous  appellerons  dans  la  suite  une  famille 
de  solutions. 

On  peut  éliminer  t  —  £Q  et  les  constantes  et  entre  les  équations 
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précédentes  et  leurs  dérivées 

On  sera  ainsi  conduit  à  un  système  d'équations  différentielles 

dont  l'intégration  permettrait  de  retrouver  les  équations  (16)  et 
qui  peut  être  considéré  comme  définissant  la  famille  de  solutions 
au  même  titre  que  le  système  (16).  Si  l'on  porte  les  valeurs  pré- 
cédentes dans  les  formules  (3),  on  en  déduira  des  expressions 
de  /?( ,...,  pfi  en  fonction  de  <jr ,,...,  qn 

(18)  pi=Wi(q.u  q.,,   ...,  q,i,  h), 

qui  pourront  tenir  lieu  du  système  (  i-y  ).  Nous  allons  maintenant 
donner  les  équations  qui  déterminent  les  fonctions  W;. 
Considérons  d'abord  les  n  équations  suivantes  : 

dpt  _     <m 

dt  àqi 

du  système  (i  1);  les  pi  étant  exprimées  en  fonction  des  variables  q^ 
elles  prennent  la  forme 

api    ,        dpi     ,  dpt     ,  dU 

dqxlx        dq-i1'  0qnIn  0qt 

.  ,,  ,  .  dH 

et,  si  1  on  remplace  qi  par  sa  valeur  — — ,  on  trouve 

dpi  dH    |    <M  _ 


^  api    oti 
("J)  2ddjl  djTk 


k 


àq/c  àpk        0ql 


D'autre  part,   si  Ton  porte  les  expressions  de  /?(,  ...,  pn  dan? 
l'équation  des  forces  vives 

(20)  11  =  h, 

on  doit  obtenir  une  identité.  Il  faut  donc  que  la  dérivée  du    pre 
mier  membre  par  rapport  à  qi  devienne  nulle,  ce  cjui  donne  la 

lation 

dR       v^  i)li  ,dpJ: 

H  > - —   =  O. 

dqi     ..■^mààp/c   dqi 
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En  la  retranchant  de  l'équation  (19),  on  trouve 

(  11)  7  I  — —  )=o         (1=1,2,  . ..,«)■ 

Ainsi,  les  variables/*/,  considérées  comme  fonctions  de  </,, ...,  q,n 
doivent  satisfaire  aux  équations  (20)  et  (21). 

Considérons  maintenant  le  second  groupe  des  équations  diffé- 
rentielles (11) 

dqi         dtt 

^  ~dt    =  ^ 

Lorqu'on  v  aura  remplacé  les/?,  par  leurs  valeurs,  on  aura  formé 
un  système  de  n  équations  différentielles  du  premier  ordre,  l'équi- 
valent du  système  (17);  dont  l'intégration  fera  connaître  les  valeurs 
de^i,  r/.2,  ■•■■  cjn  en  fonction  du  temps  et  de  n —  1  constantes  ar- 
bitraires qui  viendront  s'ajouter  à  la  constante  des  forces  vives. 
Toute  la  difficulté  est  donc  ramenée,  on  le  voit,  h  déterminer 
d'abord  les  expressions  de  /?,,  p-2,-.-,  pn  satisfaisant  aux  équa- 
tions (20)  et  (  2  1  ). 

56i.  Le  problème  étant  ainsi  transformé,  on  n'aperçoit  nulle- 
ment que  l'on  ait  fait  un  pas  vers  la  solution  :  l'intégration  des 
équations  (20)  et  (21)  constitue,  en  apparence,  une  question 
beaucoup  plus  difficile  que  celle  qu'il  s'agissait  de  résoudre. 
Seulement,  ce  problème  a  des  solutions  particulières  qui  sont  mises 
en  évidence.  On  reconnaît  immédiatement  que  les  équations  (21) 
seront  vérifiées  si  l'on  prend  pour/?,,...,  pH  les  dérivées  d'une 
même  fonction  quelconque  9 

,  .,,  do  de  ao 

(20)  pi=-—,  p2  —    —,  ...,  p=  _ 

'  dqt  '  âq2  J  dqn 

Quant  à  l'équation  (20).  si  l'on  y  porte  les  valeurs  précédentes 
des  variables^/,  elle  se  transformera  en  une  équation  aux  dérivées 
partielles  qui  définira  la  fonction  9.    Si  l'on  pose,   pour  abréger, 

(M)  **=TZ^— #. 

'  A^jLà    D     ôqi  dqk 
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on  trouve  ainsi 

(25)  A0  =  a(U-»-À), 
et  l'on  petil  énoncer  le  théorème  suivant: 

A  chaque  intégrale,  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (2, 5) 
correspond  une  famille  de  solutions  du  problème  proposé 
pour  lesquelles  k  est  la  constante  des  forces  vives  et  que  l'on 
déterminera  complètement  en  effectuant  V intégration  du  sys- 
tème d'équations  différentielles 

(26)  Pi  =  ^atk-^  =  4-         (i"=î,  a,  ....  »). 

k 

D'après  les  raisonnements  que  nous  venons  d'exposer,  il  est 
clair  que  le  théorème  précédent  fournit  seulement  des  familles 
particulières  de  solutions  ;  mais  nous  verrons,  et  l'on  peut  dé- 
montrer dès  à  présent,  que  ces  familles  particulières  comprennent 
toutes  les  solutions  possibles  du  problème  proposé.  Soit,  en 
effet,  (y)  une  telle  solution;  elle  est  entièrement  définie  par  les 
valeurs  initiales/)",  q\  des  variables  /?/,  </A,  valeurs  qui  doivent 
d'ailleurs  satisfaire  à  l'équation  des  forces  vives 

H  =  h. 

Or  il  existe  une  infinité  de  solutions  8  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (25)  telles  que  l'on  ait 

à^.=Pt         Pour         ?i  =  ?ï'  ••-.  9n  =  q%- 

Dans  chacune  des  familles  correspondantes,  la  solution^')  dé- 
finie par  les  valeurs  initiales  q"  des  variables  qt  coïncidera  avec  la 
solution  (y);  car,  pour  les  deux  solutions,  les  valeurs  initiales 
p°,  ql  de  toutes  les  variables  ph  qu  seront  les  mêmes. 

060.  Nous  donnerons  le  nom  de  familles  orthogonales  à 
toutes  celles  qui  sont  définies  par  l'équation  (25)  et  le  système 
(26).  Lorsqu'on  connaîtra  la  solution  0,  la  détermination  complète 
de  la  famille  correspondante  exigera  l'intégration  du  système  (26). 

Cette  dernière  intégration  sera  facilitée,  et  pourra  même  être 
rendue   inutile,    si  la  solution   9   contient  un   certain    nombre   de 
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constantes  arbitraires.   C'est  en   cela    que    consiste    le    théorème 
fondamental  de  Jacobi,  que  nous  allons  d'abord  démontrer. 
Soit 

6  =/(?u  ■■■i  1">  cu     •-,  °h>  h) 

une  solution  de  l'équation  (20)  contenant  les  constantes  arbi- 
traires c,,  . ..,  c\.  En  différentiant  les  deux  membres  de  cette 
équation  (20)  par  rapport  à  l'une  quelconque  cp  des  constantes 
précédentes    et   remarquant   que  U  +  h  ne  contient  pas  cpi  on 

trouve 

^^i  A,-/,    M       ^0 
AiÀà    D     dcji  dqkdcp  ~ 

2  (6),  l'en 
précisément^/..  On  aura  donc 


c)20 
D'après  la  formule  (6),  l'ensemble  des  coefficients  de est 

Ocjic  dcp 


0-  0 

qk  =  o 


ou,  plus  simplement , 
et,  en  intégrant, 


jnmmt   ÙÇ/,   ÔC 


dt  \  de  „ 


c?0 
- —  =  const.  =  c ... 


On  démontrerait  de  la  même  manière  l'équation 


Ain 


dl{âhj=l>         qu.  donne  ^  =  «.+  ,. 


si  : 


Si  la  fonction  0  contient  dans  son  expression  les  constantes 
arbitraires  c(,  c2  — ,  c>.,  fes  équations 

so«£  autant  d'intégrales  du  système  (26);  de  plus,  si  l'on  n'n 
pas  attribué  à  la  constante  des  forces  vives  une  valeur  numé- 
rique, l'équation 

(,8)  3S='  +  * 

/era  connaître  le  temps. 

Si   l'intégrale   8    <?,■»£  complète,   c'est-à-dire  si  elle  contient 
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n —  i  constantes  arbitraires  cp,  les  équations 

('29)       ^  =  c-      •••'     ^z;  =  c"-1'     ^  =  '  +  x 

donneront  V intégration  complète  du  système  (26). 

La  proposition  de  Jacobi  se  trouve  ainsi  établie. 

Ici  encore,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n°  000, 
on  reconnaîtra  à  quelles  conditions  doit  satisfaire  l'intégrale  com- 
plète. Il  faut  que,  si  on  la  considère  comme  fonction  des  con- 
stantes cp,  elle  ne  satisfasse  à  aucune  équation  de  la  forme 

/  d%  <jffl  \ 

Cetle  condition  est  d'ailleurs  équivalente  à  la  suivante  :  0,  con- 
sidérée comme  fonction  de  <yt,  ...,  qn,  ne  doit  vérifier  aucune 
équation  aux  dérivées  partielles  indépendante  des  constantes  cp  et 
distincte  de  l'équation  (24). 

066.  Les  équations  (26),  auxquelles  il  faut  joindre  les  suivantes  : 

(3o)  pi  =  - — ,  -•-,  pn=  - — , 

Ocji  r)qn 

qui  feront  connaître  les  vitesses,  définissent  la  solution  la  plus 
générale  du  problème  proposé.  Considérons,  parmi  toutes  les 
solutions,  celles  qui  correspondent  à  une  même  position  initiale 
du  système  mobile.  Soient^",...,  qft  les  valeurs  des  variables  qt 
qui  définissent  cette  position  et  soit 

9  =  /(?*!    ••  •>    9n;    Cl,     ..  .,    Ç',2,-1,    h) 

la  solution  qui  figure  dans  les  formules  (3o).  Nous  poserons 

/o  =  /(?*,    •••>   9n,  cl>    ■•:   °n-U  h); 

les  équations  (29)  devant  être  vérifiées  quand  on  y  fait  qi  =  r/f,  on 
aura 

de,:' 


ci 


et,  par  suite,  ces  équations  prendront  la  forme 

(3i)  _(/_/0)  =  o  {i=  I,  2,    ...,   71  -I). 
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En  attribuant  aux  constantes  c{  toutes  les  valeurs  possibles 
dans  ces  équations,  on  obtient  ainsi  ce  que  nous  avons  appelé  une 
famille  de  solutions.  Cette  famille  est  orthogonale;  on  peut  le 
montrer  de  la  manière  suivante  : 

D'après  la  définition  même  des  familles  orthogonales,  tout  re- 
vient à  établir  que  l'expression 

(3?-)  !Lpidqi=lL~éïidqi 

est  une  différentielle  exacte  après  qu'on  y  a  remplacé  les  con- 
stantes ct  par  leurs  expressions  en  fonction  de  q{,  ...,  qn  déduites 
des  équations  (3i).  Or,  si  l'on  considère  la  fonction 

*  =f  —  /o> 

où  l'on  a  remplacé  les  constantes  C\  par  leurs  valeurs  déduites  des 
équations  (3i  ),  et  si  on  la  différentie  totalement,  on  trouve 

Les  coefficients  des  différentielles  dcp  étants  nuls  en  vertu  des 
équations  (3  i  ),  do-  devient  égal  à  l'expression  (3a  ).  La  proposition 
que  nous  avions  en  vue  est  donc  établie.  Nous  la  retrouverons 
plus  loin  par  une  voie  toute  différente. 

La  solution  particulière  o-  que  nous  venons  d'obtenir,  solution 
que  l'on  peut  exprimer  en  fonction  de  q{,  ...,  q„,  q\,  ...,  q{]n 
joue,  comme  on  sait,  un  rôle  fondamental  dans  la  théorie  d'Ha- 
milton. 

Les  raisonnements  précédents  subsisteraient  sans  modification 
si  l'on  substituait  à^o  une  fonction  quelconque 

cû(c1vc2,  . . .,  c„_!.  A); 
de  sorte  que  les  équations 

^(/— ?)  =  °        (/>=  i,  a,  ..:, /»  — i) 

définissent  toujours  une  famille  orthogonale.  Cette  famille  corres- 
pond à  cette  solution  9  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  l'on 
obtient,  d'après  la  règle  de  Lagrange,  en  éliminant  Ci,  c2,  ...,  c„_i 
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entre  l'équation 

0=/— o 

et  ses  dérivées  par  rapport  aux  constantes  arbitraires. 

o67.  Les  remarques  précédentes  s'appliquent  toutes  à  l'hypo- 
thèse où  la  solution  9  contiendrait  des  constantes  arbitraires. 
Quand  il  n'en  sera  pas  ainsi,  il  faudra,  pour  déterminer  la  famille 
de  solutions  correspondante  à  la  solution  9,  intégrer  le  sys- 
tème (26).  Toute  intégrale 

F  =  const. 
de  ce  système  devra  satisfaire  à  l'équation  linéaire 

dqk  qk  ~  2-i2d    D     dq~t  àqJt  ~  °' 
Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  A (9,  F)  l'expression 

L'intégration  du  système  (2(3)  équivaut  donc  à  celle  de  l'équation 
linéaire 

(34)  A(6,F)  =  o. 

Remarquons  que  le  symbole  précédent  se  réduit  à  A9  lorsqu'on 
y  suppose  F  =  9. 

La  considération  des  familles  orthogonales  va  nous  conduire  à 
une  expression  remarquable  de  la  force  vive  du  système  mobile 
qui  a  été  signalée  par  R.  Lipschitz  (').  Soient  9  une  solution  quel- 
conque de  l'équation  (25)  et  9, ,  92,  .  .  . ,  9rt_<  les  n  —  1  intégrales 
distinctes  de  l'équation  linéaire  correspondante  (34); 

e,    e„    ...,    6„_! 

forment  un  système  de  n  fonctions  indépendantes  ;  car,  si  9  pouvait 

(')  R.  Lipschitz,  Untersuchung  eines  Problems  der  Variations-rechnung  in 
welchem  das  Problem  der-  Mechanik  enthalten  ist  {Journal  de  Crelle, 
t.  74;  1871).  On  pourra  consulter  aussi  une  analyse  de  ce  Mémoire  rédigée 
par  son  Auteur  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  ire  série,  t.  4, 
p.  212  ;  1873. 
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s'exprimer  en  fonction  de  H{,  .  .  .,  B/;_,,  on  aurait 

A(0,  0)  =  A0  =  o, 

ce  qui  est  impossible,  A*}  étant  égal  à  U  +  h.  Nous  pouvons  donc 
introduire  dans  la  forme  quadratique 

^Slu  aikd2 *<%?*> 

qui,  divisée  par  dt'2,  donnerait  la  force  vive,  les  variables  0,  0/  à  la 
place  des  variables  qi.  On  obtient  ainsi  une  expression 


(  35  )     Y  y  aik dqL dqk  =  B  cm  +  2  V  B,  dO  dt)i  +  22  atk dBi 


je 


k\ 


nous  allons  chercher  d'abord  les  valeurs  des  coefficients  B,  B; 
D'après  l'équation  précédente,  on  a 


(36) 


k=22-&#- 


Or,  lorsque  H  varie  seule,  les  équations  du  mouvement  sont 
vérifiées;  cela  résulte  de  ce  que  6,,  .  .  .,  0/;_i  sont  les  intégrales 
du  système  (26).  On  a  donc 

,n    -  dq  j  ,  dt 

(°7)  ^r  =  ^' 

-j-  désignant  la  dérivée  de  9  par  rapport  au  temps  dans  le  mouve- 
ment naturel.  On  déduit  de  là 

ydQk        f  ~S^  A  dt  dt 

.    ,aik  -JcT  =  I     y.a-ikq'i  \-JE=Pi 


ou  encore 


(38)  2a' 


A- 


dqk  _    àft    dt 


Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  -~  et  si  l'on  ajoute  toutes 
les  équations  semblables,  on  aura 

2  Y  agi  dqk        /y   ai)    dqA  dt 
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ou,  en  remarquant  que,  d'après  les  formules  relatives  au  change- 


ment de  variables,  le  coefficient  de  -^  est  l'unité, 
'V'V         agi  dq&  _  dt 

L'emploi  de  la  formule  (31;)  nous  permet  d'éliminer  les  dérivées 
-7T  et  nous  donne 


vv 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équalion  des  forces  vives, 


(39) 


dt 


a(U-4-A). 


Telle  est  la  formule  qui  fera  connaître  la  dérivée  de  0  dans  le 
mouvement  naturel.  On  en  déduit  la  valeur  suivante  de  B  : 

df2  ' 

B  =  2(U-A)  — 


d6»        a(ln-A) 

Calculons  maintenant  la  valeur  de  B^.  Si  l'on  multiplie  les  deux 
membres  de  l'équation  (38)  par  -—-,  on  aura,  en  ajoutant  toutes 
les  équations  semblables, 


àti    dq 
~dq~l  M 


L:]' 


et,  comme  le  second  membre  est  évidemment  nul  d'après  les  for- 
mules relatives  au  changement  de  variables,  on  aura 


B„=o. 


En  portant  les  valeurs  de  B  et  de  B^  dans  l'équation  (35),  on 
sera  donc  conduit  à  l'identité  fondamentale 

(4o)         (atJ  ■+-  iK)  Y Y  aikdqidqk=  dW-i-f(d$u  ...,«»„_,). 


f    désignant    une    forme    quadratique    des    n —  1    différentielles 
d§l:  .  .  . ,  d§n_{  qui  sera  nécessairement  définie  positive. 


568.   Telle  est  la  formule  établie  par  M.  Lipschitz.  On  peut  en 
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déduire  une  démonstration  nette  et  précise  du  principe  de  la 
moindre  action.  Sous  la  forme  qui  lui  a  été  donnée  par  Jacobi  ('), 
ce  principe  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Étant  données  deux  positions  (P0)  et  (P,)  du  système  mo- 
bile, imaginons  tous  les  déplacements  continus  qui  amènent  le 
système  de  la  première  position  à  la  seconde,  les  vitesses  satis- 
faisant à  chaque  instant  à  l'équation  des  forces  vives 


1T«22a/**'sri=*(U-'+"A)- 


Si  Von  co n sidère  V intégrale 

,p,)v    .j     r(Vl 

ymv-  dt  =    ! 


(4i)  /         2_,mv'dt  =    /        \/n\J  -h  o.hi/    / 1/  aikdqidqï 

d,\\,\        ""  «/P..!  V 


relative  à  chacun  de  ces  déplacements,  elle  sera  moindre  pour 
le  mouvement  naturel  que  pour  tous  les  autres  déplacements. 

Nous  verrons  plus  loin,  en  effet,  (n°  571),  que  la  variation  pre- 
mière de  l'intégrale  précédente  est  toujours  nulle  lorsqu'on  passe 
du  mouvement  naturel  à  tout  autre  mouvement  infiniment  peu 
différent  amenant  le  système  de  (Po)  en  (Pi).  Nous  allons  démon- 
trer ici  une  proposition  plus  précise  et  prouver  que  l'intégrale 
sera  réellement  un  minimum  lorsque  la  position  (P()  sera  suffi- 
samment voisine  de  (Po)- 

Soit,  en  effet,  (y)  un  des  mouvements  naturels;  considérons 
une  famille  orthogonale  de  solutions  (F)  à  laquelle  appartiendra 
le  mouvement  (y).  On  peut,  par  exemple,  choisir  toutes  les  solu- 
tions correspondantes  à  une  position  initiale  (P')  qui  soit  l'une 
de  celles  que  prend  le  système  dans  le  mouvement  naturel. 
Constituons  un  domaine  continu  de  positions,  caractérisé,  par 
exemple,  par  certaines  inégalités  auxquelles  doivent  satisfaire  qK, 
q.2j  .  .  .,  qni  assujetti  à  l'unique  condition  que  la  solution  6  de 
l'équation  (25),  qui  caractérise  Ja  famille  orthogonale,  y  reste  finie 
et  uniforme,  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  sauf  peut-être  pour 
une  certaine  position  déterminée  (P").  Supposons,  de  plus,  que 

(')    Vorlesungen  iiber  Dynamik,  sixième  Leçon. 
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ce  domaine  comprenne  dans  son  intérieur  une  partie  des  positions 
qu'occupe  le  système  mobile  dans  le  mouvement  (y).  Si  (P„)  et 
(Pf)  désignent  deux  de  ces  positions,  nous  allons  montrer  que 
l'intégrale 

^ip,)    / 

(42)  %=j        /aU-f-aAl/22a*</^dSr*' 

à  laquelle  nous  donnerons  le  nom  d'action,  sera  plus  petite  dans 
le  mouvement  naturel  que  pour  tout  autre  mouvement  s'aceom- 
plissant,  entre  les  mêmes  positions,  à  l'intérieur  du  domaine  dé- 
fini plus  haut.  En  effet,  il  est  impossible  que  deux  positions  dif- 
férentes (P0),  ( P(  ),  comprises  à  l'intérieur  du  domaine  défini, 
appartiennent  à  deux  solutions  distinctes  de  la  famille  ortho- 
gonale, correspondantes  à  la  détermination  de  0  que  nous  avons 
choisie.  S'il  en  était  ainsi,  une  des  deux  positions  (  P0),  (P(  )  serait 
distincte  de  (P")  et,  comme  les  vitesses  relatives  à  cette  position 

sont  déterminées  par  les  équations  (26),  où  les  dérivées  - —  ne 

sont,  d'après  l'hypothèse,  ni  infinies,  ni  indéterminées,  il  en  ré- 
sulterait que  les  deux  solutions  distinctes  correspondraient  à  la 
même  position  initiale  et  aux  mêmes  vitesses  initiales,  ce  qui 
est  évidemment  impossible. 

D'après  cela,   évaluons  l'action  %■  en  nous  servant  de  la   for- 
mule (4°)-  Nous  aurons 


J^(P>)  


'(Po> 

Dans  le  mouvement  naturel,  on  a 

rf9i  =  de2  = . . .  =  dfïn-i  =  o  ; 

et",  d'autre  part,  —  étant  toujours  positive  d'après  la  formule  (39), 
6  est  une  fonction  croissante.  On  aura  donc 


.(P.) 
■:\     -.    I         d9  =  6(Pi)—  0,po). 


«/<p„ 


Si  l'on  considère  maintenant  tout  autre  mouvement  saccom- 
plissant  dans  le  domaine  défini,  il  ne  peut,  d'après  la  démonstra- 
tion précédente,  réunir  les  deux  positions  (Po),  (  P4)  et  constituer 
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une  solution  de  la  famille  orthogonale  correspondante  à  la  déter- 
mination de  8  que  nous  avons  choisie.  Par  suite,  les  différen- 
tielles dfti ,  . . .,  dHn_i  ne  seront  pas  toujours  nulies  dans  ce  second 
mouvement;  et,  comme  f  est  une  forme  définie  positive,  l'inté- 
grale %,  évaluée  dans  le  nouveau  mouvement,  sera  supérieure  à 


.ii',)    

et  a  fortiori  à 

,<iv 
</6. 


i/ip. 


Or,  la  fonction  9  étant  bien  déterminée  à  l'intérieur  du  domaine, 
cette  dernière  intégrale  est  toujours  9(P  , —  9(Pol.  La  proposition 
que  nous  avions  en  vue  est  donc  établie. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  famille  orthogonale  consi- 
dérée soit  celle  qui  est  formée  par  toutes  les  solutions  qui  ont  en 
commun  la  position  initiale  (Po)-  Soit  8  l'intégrale  correspondante 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles,  à  laquelle  on  pourra  toujours 
ajouter  une  constante,  de  telle  manière  qu'elle  s'annule  pour  la 
position  (P0).  Le  domaine  continu  pourra  être  ici  caractérisé  par 

l'inégalité  (') 

0  <  A, 

A  étant  une  constante  positive  choisie  par  l'unique  condition  que 
9  et  ses  dérivées  ne  deviennent  ni  infinies,  ni  indéterminées  à  l'in- 
térieur du  domaine.  Alors  l'action,  dans  le  mouvement  naturel  qui 
s'effectue  à  l'intérieur  du  domaine  entre  la  position  (P0)  et  une 
autre  position  (Pi)  comprise  dans  le  domaine,  sera  un  minimum 
absolu.  Car,  d'après  la  démonstration  précédente,  elle  est  plus 
petite  que  celle  qui  est  relative  à  tout  autre  mouvement  s'accom- 
plissant  dans  le  domaine;  mais  elle  est  aussi  inférieure  à  celle  qui 
se  rapporte  à  tout  mouvement  sortant  des  limites,  puisque  déjà 
l'action  dans  ce  mouvement,  étendue  seulement  jusqu'à  la  pre- 
mière position  pour  laquelle  il  sort  du  domaine,  est  au  moins 
égale  à  A  et,  par  suite,  supérieure  à  9(Pj).  Ce  raisonnement  ne  diffère 

(')  La  définition  complète  et  précise  de  ce  domaine  exigerait  quelques  déve- 
loppements qui  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  aux  n°s  518  et  521 
relativement  aux  iignes  géodésiqties. 
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que  par  le  nombre  des  variables  de  celui  que  nous  avons  présenté 
au  n°  521. 


569.  La  démonstration  précédente  établit  donc,  sans  l'inter- 
vention du  Calcul  des  variations  et  par  des  méthodes  purement 
algébriques,  le  principe  de  la  moindre  action;  sous  ce  point  de 
vue,  elle  doit  être  rapprochée  de  celle  que  J.  Liouville  a  fait  con- 
naître dans  un  Article  inséré  en  i856  aux  Comptes  rendus  ('). 
Nous  allons  indiquer  rapidement  une  méthode  nouvelle  qui  con- 
duit aux  résultats  obtenus  par  l'illustre  géomètre. 

Désignons  par  vsi  les  expressions 


(44) 


Bjj-  =  an  dqi  -+■  a;»  dq.2  -+-...-+-  ain  dq„, 


qui  sont  égales  aux  quantités  pi  multipliées  par  dt,  et  considérons 
la  forme  quadratique 

dO  I 

ln      •  ■  ■      ci\n     -. —     ra 
agi 


(45) 


K  = 


dqY 

ni! 

T3n 

On  reconnaîtra  aisément  qu'elle  est  toujours  positive  ou  nulle 
et  qu'elle  ne  peut  s'annuler  que  si  l'on  a 


dti 
dqt 


dl) 
dq2 


0qlt 


Gela  posé,  désignons  par  les  notations  Z>n,  b{2,  b2l,  b22  les 
quatre  éléments  qui  sont  des  zéros  et  qui  appartiennent  aux  deux 
dernières  lignes  et  aux   deux   dernières   colonnes.    Une    formule 


(l)  J.  Liouville.  Expression  remarquable  de  la  quantité  qui,  dans  le  mou- 
vement d'un  système  de  points  matériels  à  liaisons  quelconques,  est  un  mi- 
nimum en  vertu  du  principe  de  la  moindre  action  (  Comptes  rendus,  t.  4 '2, 
p.  n46,  et  Journal  de  Liouville,  2e  série,  t.  1,  p.  29-;  i856). 
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déjà  rappelée  [p.  i38]  nous  donnera  la  relation 
r.      r)îK  dK     dK        /  dK 


(46) 


Obnàb-22        àbu  àb-2-2        \dbi2 


On  établit  immédiatement,  ou  par  des  combinaisons  faciles  de 
colonnes,  qu'on  a 


d*K  „  dK 


D,  -tj—  =  —  D  y'Saiïdgidq,,, 


r)/>llOb-22  àbn  JmUjmmm 

dbn  0b.2i 


#-=  +  D<ffl,        #=-DA8, 


D  et  AQ  étant  les  expressions  déjà  définies  par  les  formules  (5) 
et  (24).  En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (46),  on  trouvera 

AO  22  aU<d(lid(H<  =  ^2+  îj  ' 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  6  satisfasse  à  l'équation 

A6  =  a(U  +  A), 
on  aura 

(  47  )  a i(  U  +  h  )  22  d/*  ^' ^  =  ^°2  +  D  ' 

Cette  équation,  qui  donne,  comme  la  formule  (4o),  une  expres- 
sion de  l'action  élémentaire,  peut  remplacer  cette  identité  et 
jouerait  le  même  rôle  dans  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  du  principe  de  la  moindre  action.  Au  reste,  on  peut 
déduire  très  aisément  la  première  formule  de  la  seconde. 

En  effet,  d'après  l'expression  (4^)j  on  reconnaît  immédiatement 
que  K  est  une  fonction  quadratique  des  binômes 

dft  àO 

W;  — —  —  VJ/L-  • 

ôq/c  ôcji 

Toutes  ces  quantités,  s'annulant  lorsqu'on  se  déplace  sur  une 
trajectoire,  en  vertu  des  équations  différentielles  (26),  seront 
nécessairement  de  la  forme 

P1d6i-H...-+-P„_1dB-L1; 
P  sera  donc  une  forme  quadratique  des  différentielles  c?0,,  c/02,  ..., 
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â?Q„_, .  Cette  remarque  suffit  à  montrer  que  l'équation  (4o)  est  une 
conséquence  de  la  formule  (47,)- 

570.  Nous  négligerons  ici  ce  qui  concerne  le  principe  d'Ha- 
milton.  11  suffirait,  pour  établir  ce  principe  et  reconnaître  qu'il  y  a 
l'éellement  un  minimum  de  l'intégrale  correspondante,  de  répéter 
la  démonstration  du  n°  546,  en  substituant  partout  au  terme 
a-2  a?Q2  la  fonction /(^O,,  ...,  d^n_i)  qui  figure  dans  la  formule  (4o)- 
Nous  insisterons,  au  contraire,  sur  la  généralisation  suivante  d'un 
résultat  établi  au  n°  534  : 

Lorsqu'on  connaîtra  une  intégrale  complète  9  de  l'équation  (26), 
on  pourra  prendre  pour  les  fonctions  Q,,  ...,  9„_,  les  dérivées 
de  9  par  rapport  aux  constantes  c,-.  Posons 

0  -  d0         0    -    (p() 


dei  '        dCi  dc/;  ' 

nous  allons  voir  que  l'on  peut  exprimer  entièrement  le  second 
membre  de  la  formule  (4o)  en  fonciion  de  6  et  de  ses  dérivées. 

Remplaçons  partout,  dans  cette  formule,  la  caractéristique  cl  par 
d-\-\o  et  égalons  les  coefficients  de  A  dans  les  deux  membres; 
nous  aurons  la  relation 

(48)  a(U  +  A)22a// ■**'***  =  <®  89  +  £2d^  S8/' 

qui  est  équivalente  à  l'équation  d'où  on  l'a  déduite,  mais  qui 
contient  deux  systèmes  de  différentielles.  Les  deux  membres 
peuvent  être  considérés  comme  dépendant  des  4 n — l  variables 
rji1  dcjic,  S^a-j  C\.  Laissant  toutes  les  autres  variables  constantes, 
diffère  niions  par  rapport  à  c\.  En  remarquant  que  le  premier 
membre  ne  contient  pas  c\  et  qu'on  a,  généralement, 

à      ,  ,        ,011 
- —  du  =  a  - —  y 
oc\        '  oc\ 

nous  trouverons  le  résultat  suivant  : 

o  =  rfO).  50  +  ^0  o0>.  +  -  V  -¥-  86/x 


D.  -  II.  3.', 
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Gela  posé,  choisissons  pour  tes  différentielles  oy, 
valeurs  annulant  0^1 ,  oH2-,  •  •  -,  ^n-\ •  Si  l'on  pose 


oq,i 


dej 


(49) 


ÛCJi 

Mi 

<Jq>i 

àOn-l 

ddn-i 

àq\ 


"CJn 


les  valeurs  de  oy,,  ...,  oqn  seront  proportionnelles  aux  coefficients 

de  - — >  •  •  •  >  - —  dans  le  déterminant  précédent.  Si  Ton  désigne  par 

6qv  dqn  '  D        > 

la  notation  (ik)  ce  que  devient  ce  déterminant  lorsqu'on  v  rem- 
place H  par  B/A,  l'équation  précédente  nous  donnera 


(5o) 


"f 


i,  2,   ....  n  —  i), 


tous  les  autres  termes  disparaissant  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
sur  àc/t ,  .  .  . ,  oqn.  Si  l'on  joint  aux  équations  précédentes  l'identité 


/»Î2 


<%, 


on  pourra  éliminer  toutes  les  dérivées  -  v^r  et  obtenir  l'équation 

r  2  a  rftjj  ' 


(i,0 

(i,  n  —  i) 

<#j 

(2,1) 

('2,   W  — I) 

dtiz 

(n  —  i,i)      . 

(  n  —  i ,  n  —  i  ) 

dbn-l 

fl?0! 

dQn-l 

il 

qui  fera  connaître/.  On  trouve  ainsi 


(5i) 


(1,1)     ... 

(i,  n  —  i) 

rfe, 

/= 

w 

(2,1)             ... 

(  n  —  i ,  i  )     .  . 

(2,   «  — i) 

^e2 

(  n  —  i .  /i  —  i  ) 

ûfô,4_ 

oTOi 

*«-"i 

0 
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D'  désignant  le  déterminant 

\(ik)\         («",  k  =  i,  a, a  —  i). 

Ainsi,  la  forme  quadratique  2(1+  h)  \   >  amdqidq^  qui  1-e- 

présente  ce  qu'on  peut  appeler  le  carré  de  X action  élémentaire, 
sera  entièrement  exprimée  en  fonction  de  8  et  de  ses  dérivées  par 
une  formule  où  ne  subsister. i  plus  rien  d'inconnu.  Ce  résultat 
comprend,  comme  nous  l'avons  annoncé,  celui  qui  a  été  démontré 
au  n"  o3i. 

o71.  La  variable  t  joue  un  rôle  très  effacé  et  disparaît  presque 
complètement  dans  les  raisonnements  précédents.  On  aurait  pu 
l'éliminer  dès  le  début  et  retrouver  ainsi,  d'une  autre  manière, 
les  résultats  que  nous  venons  d'établir.  La  question  est  assez  im- 
portante pour  que  nous  indiquions  rapidement  ce  nouveau  mode 
d'exposition. 

On  peut,  en  employant  le  principe  des  forces  vives,  faire 
disparaître  le  temps  des  équations  de  Lagrange.  Si  l'on  pose,  en 
effet, 

■2  (  T  )  =  V  V  a ik  dqi  dq /,, 


les  équations  de  Lagrange  s'écrivent  comme  il  suit  : 

.r^m  i  i      i  d(T)         du 

d    ———  -.- dt  - —  =  o. 

[_d  dqt   dt  J         dt     dqi  oqt 

Or  on  a,  d'après  le  principe  des  forces  vives, 


Si  l'on  ^porte  cette  valeur  de  dt  dans  les  équations  de  Lagrange, 
elles  prennent  la  forme 

,.  <?(T)  y/LI-T-A~|  _  d(T)  y/L"  -^  h  __     \f{T)     £U  _ 


\_àdqi     s/{j)    \ 
ou,  plus  simplement. 


°Çi        y/iT)  v  L—  Il  °9i 


<5a)  rf__v-,u-/i.,(T;-—  /(U^/iMÏ.'  =  o. 
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Ce  sont  celles  auxquelles  on  serait  conduit  en  égalant  à  zéro  la 
variation  première  de  l'intégrale 

(53)  J        v/(U  +  /o(T)  =  ij         l/2(U  +  /0^a,/,^f/î/.. 


/-(Pi) 
Vo) 

Posons 


(  54  )  ^=(2U+ ■?.  h  )  22 auc  dqi  dqk  ; 

ds  désignera  ce  que  nous  avons  appelé  V action  élémentaire,  et 
l'on  voit  que  la  solution  du  problème  général  de  la  Mécanique  est 
ainsi  ramenée  à  la  recherche  du   maximum   ou  du  minimum  de 


l'intégrale 


X 


IV 
ds, 


où  ds2  désigne  une  forme  quadratique  assujettie  à  la  seule  condi- 
tion d'être  définie  positive.  C'est  en  cela  que  consiste  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action;  et  l'on  reconnaît  immédiatement, 
grâce  à  ce  principe,  que  le  problème  général  de  la  Mécanique 
n'est  qu'une  extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables  du 
problème  de  la  recherche  des  lignes  géodésiques.  C'est  à  ce  point 
de  vue  que  nous  allons  nous  placer  maintenant,  en  prenant  pour 
guide  un  beau  Mémoire  de  E.  Beltrami  ('). 

572.  Etant  donnée  la  forme  quadratique 

(55)  dsn-  =  \  \  aik  d<J  i  cl1 1<> 

si  l'on  fait  un  changement  de  variables  qui  donne 

2_>  2Li aik  d<^i  d^k  ~  2^1 bik  drt  dr/c' 

on  aura  aussi,  en  introduisant  deux  systèmes  de  différentielles, 

22 aik  dqi  ^k  ~  _j_j  biu  dn  *rk- 


(  '  )  E.  Beltrami,  Sulla  teorica  générale  dei  paramelri  differenziali  (  Me- 
morie  dell'Accademia  délie  Scienze  dell'Jstituto  di  Bologna,  série  2%  t.  8, 
p.  549;  1869). 


LE    PROBLÈME   GÉNÉRAL   DE    LA    DYNAMIQUE.  5l7 

Par  suite,  l'angle  (ds,  os),  défini  par  l'équation 

(56)  dsos  cos(ds,  os)  =   >   y ^ikdgjhqk, 

sera  un  invariant.  Dans  le  cas  où  la  forme  est  définie,  on  s'assure 
aisément,  par  l'emploi  d'une  identité  de  Lagrange,  que  cos  (ds,  Os) 
est  en  valeur  absolue  inférieur  à  l'unité.  Nous  dirons  que  l'élément 
(ds,  os)  est  Yangle  des  deux  directions  définies  par  les  deux 
systèmes  de  différentielles  d  et  ô.  Deux  directions  seront  perpen- 
diculaires lorsqu'on  aura 

(  07  )  2d  2d  a'k  dyt^lk  —  o. 

Etant  donnée  une  relation  quelconque 

(58)  v(qhq9_,    ...,  qa)  =  O, 

elle  définira  ce  que  nous  appellerons  une  surface.  Supposons  que 
q{,  . . .,  qa  varient  sans  cesser  de  satisfaire  à  cette  équation;  leurs 
différentielles  devront,  à  chaque  instant,  vérifier  la  relation 

Nous  réserverons  le  nom  de  Ligne  à  l'ensemble  des  valeurs  de 
qt,  ...,  qn  qui  sont  des  fonctions  données  d'un  paramètre  variable  t. 
Nous  ne  considérerons  dans  ce  Chapitre  que  des  lignes  et  des 
surfaces.  Une  ligne  et  une  surface  ont,  en  général,  un  nombre 
limité  d'éléments  communs.  La  condition  d'orthogonaiité  de  deux 
lignes  ayant  un  élément  commun  sera  exprimée  par  la  formule  (S^), 
où  les  caractéristiques  rf  et  0  se  rapportent  respectivement  aux 
déplacements  effectués  sur  les  deux  lignes. 

Si  une  ligne  et  une  surface  ont  un  élément  commun,  nous  dirons 
que  la  ligne  est  normale  à  la  suif  ace  lorsqu'elle  sera  normale  à 
toutes  les  lignes  de  la  surface  contenant  l'élément  commun.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  qu'on  ait 


(60)  Zi£*aikdy 


ioq/c 
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la  différentielle  cl  se  rapportant  au  déplacement  sur  la  ligne  et 
la  différentielle  o  à  tout  déplacement  sur  la  surface.  Si  la  surface 
est  représentée  par  l'équation  (58),  les  différentielles  oqi  satisfont 
à  la  seule  condition  (5c)).  Il  faudra  donc  que  les  coefficients  des 
différentielles  Bg^  dans  les  deux  équations  (07)  et  (09)  soient  pro- 
portionnels. On  est  ainsi  conduit  au  système 

(6.)  Zaa-dT=h^  («  =  !,*,  ....»>, 

où  À  est  un  facteur  de  proportionnalité. 

Si  on  le  résout  par  rapport  aux  dérivées  — ~,  on  obtient  les 
valeurs  suivantes  : 

/c   \  d(Ji      1  VA^-    dt? 

Ji 

les  symboles  A^  et  D  désignant  les  quantités  déjà  définies,  c'est- 
à-dire  le  déterminant  |«/*|  et  ses  mineurs  du  premier  ordre. 
Gomme  on  a 

la  multiplication  des  équations  (61)  et  (62)  donnera 

^^  D    t%  cty/.  ~  '" 
En  posant  ici  encore 

on  trouvera 

(65)  X^  =  —  • 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  l'ensemble  des  termes  qui 
multiplient  -~  dans  l'équation  (63)  est  égal,  d'après  la  for- 
mule (61),  àl  -p,  on  peut  encore  écrire  cette  équation  sous  la 

forme  suivante  : 

?  y  c>cp   dgt  _  ^ 
j-u  dcji    ds 
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ce  qui  donne 

(66)  l=% 

h         as 

la  différentielle  dv  se  rapportant  à  un  déplacement  qui  s'effectue 
sur  la  courbe  normale  à  la  surface.  La  comparaison  des  formules 
(65)  et  (66)  nous  donne  donc 

m  *=$)'. 

et  cette  expression  montre  immédiatement  que  A©  est  un  inva- 
riant ('). 

o73.  Ce  fait  essentiel  peut  aussi  être  établi  de  la  manière  sui- 
vante. Considérons  la  forme  quadratique  ds-  et  cherchons  la 
fonction  m,  telle  que  la  différence 

as-  - -, 

ni 

considérée  comme  fonction  de  dqt,  .  ..,  dqn,  se  réduise  à  une 
somme  de  n  — ■  i  carrés.  Si  l'on  prend  les  dérivées  de  la  différence 
précédente  par  rapport  à  dqt,  dq.2,  ...,  dq,t,  on  obtient  les  a 
équations 

7  au;dq k -; —  dû  =  o,         (ï  =  i  ,2,  . . ,,  n), 

a~*  J  m  ùqi 


dont   le   déterminant   devra    être    nul.    On    peut    leur    adjoindre 
l'équation 

dcji  —  <i0  =  o, 


<yde 


Addqt 

qui  définit  r/G.   En  éliminant  <:/9,  dq(,  ...,  dqn,  on  est  conduit  à 
une  équation  qui  donne  précisément 

m  =  A8. 

La  fonction  m  étant,  d'après  sa  définition  même,  un  invariant, 
il  en  sera  de  même  de  A9. 


(')  E.  Beltrami,  Mémoire  cité. 
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574'.   Puisque  la  différence 

se  réduit  à  une  somme  de  n  —  i  carrés,  qui  sont,  même  posilifs 
quand  la  forme  est  définie  positive,  on  est  conduit  à  introduire 
l'élément  (9,  ds)  défini  par  l'équation 

(10 

(63)  — =  =  dssin(Q,  ds). 

L'élément  (8,  ds)  sera  d'itVangle  de  la  surface  (8)  et  de  la  courbe 
à  laquelle  se  rapportent  les  différentielles  dqL.  Celte  définition 
est  d'accord  avec  celle  que  nous  avons  déjà  donnée  plus  haut  pour 
l'orthogonalité,  puisque  alors  on  aura,  d'après  la  relation  (67), 

sin2(0,  ds)  =  1 . 
De  l'invariant  A0  on  déduit  immédiatement  le  suivant  (')  : 

(«,,  MM,)  =  22^^' 

qui  est  le  coefficient  de  2  A  dans  le  développement  de  A(9  -\-  X8,  ), 
ordonné  suivant  les  puissances  de  la  constante  \. 

Cela  nous  conduit  à  introduire  encore  l'élément  (9,  6t)  défini 
par  la  formule 

(70)  cos(6A)=4^#' 

qui  sera  Y  angle  des  deux  surfaces  (9),  (9j). 

En  résumé,  nous  avons  défini,  au  moyen  des  invariants  qui  se 
sont  présentés  successivement,  l'angle  de  deux  lignes,  de  deux 
surfaces,  d'une  ligne  et  d'une  surface.  On  vérifiera  aisément  que 


(')  On  peut  donner  pour  A(9,  6,)   une  formule  analogue  à  l'équation  (67).  On 
a,  en  effet, 

A(9,  6,)=  V/Âë^, 
la  différentielle  cl  se  rapportant  à  un  déplacement  normal  à  la  surface  (6). 
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ces  angles  ne  changent  pas  lorsque  la  forme  est  multipliée  par 
une  fonction  quelconque  des  variables  indépendantes.  Si  l'on 
considère  des  lignes  et  des  surfaces  ayant  un  élément  commun, 
l'angle  d'une  ligne  et  d'une  surface  est  le  complément  de  l'angle 
que  fait  la  ligne  avec  la  direction  normale  à  la  surface;  l'angle  de 
deux  surfaces  est  égal  à  celui  des  lignes  qui  leur  sont  normales. 
Des  calculs  élémentaires  établissent  ces  propositions,  qu'il  était 
aisé  de  prévoir  et  que  le  lecteur  vérifiera  sans  peine. 

57o.  Nous  allons  maintenant  indiquer  une  conséquence  inté- 
ressante de  l'un  des  résultats  précédents.  Nous  avons  vu  que  la 
différence 

est  toujours  réductible  à  une  somme  de  n  —  i  carrés 

Egalons  à  zéro  chacun  de  ces  carrés;  nous  aurons  un  système 
d'équations  différentielles 

B/i  dqi  -+- .  . .  -+-  Bi„  dqn  =  o, 

au  nombre  de  n  —  i.  Désignons  par  9,,  925  •  •  •  ,  §n-\  les  n —  i 
intégrales  de  ce  système,  c'est-à-dire  les  fonctions  qui,  égalées  à 
des  constantes,  donnent  les  relations  les 'plus  générales  entre  les 
valeurs  de  q\,  .  .  .  ,  qn  qui  satisfont  à  ces  équations.  On  aura  évi- 
demment n  —  i  identités  de  la  forme  suivante  : 

P,-  =  Ou  rf8i  H-  C/sû788  +. . .+  C|,„  dOn-  !        (i  =  i ,  2,  . . . ,  n  —  i  ); 
et,  par  suite,  la  différence  (71)  prendra  la  forme 

/,  désignant  une  forme  quadratique  des  n  —  1  différentielles  d9j. 
Cette  égalité  ne  peut  exister  que  si  les  fonctions  9,  9,,  .  .  .,  9„_1 
sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  et,  par  suite,  en  les  sub- 
stituant aux  variables  primitives,  on  pourra  exprimer  A9  et  les 
coefficients  de  /,  en  fonction  de  9,  9( ,  .  .  .  ,  9„_, . 
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Ainsi,  par  un  changement  de  variables  qui  exige  seulement 
l  intégration  de  n  —  i  équations  différentielles  ordinaires,  on 
peut  toujours  ramener  la  fonction  quadratique  ds-  à  la  forme 
suivante  : 

O.)  ds'-=  ^^/.(rfO,,  ...,<«)„_,), 

où    9    est    une  fonction   arbitrairement   choisie,    assujettie   à 
V unique  condition  que  A  9  ne  soit  pas  nul. 
En  particulier,  si  l'on  a 

ao  =  i, 
on  trouvera 

(73)  rf*«  =  «ro*Hh/iv^i,  ...,rfe„_,). 

Cette  remarquable  proposition,  à  laquelle  on  pourrait  aisément 
ramener  la  précédente,  est  due  à  Beltrami.  Elle  joue,  dans  la 
théorie  des  formes  à  n  variables,  le  même  rôle  que  la  proposition 
de  Gauss  relative  aux  lignes  géodésiques  (nos  519  et  531). 

On  peut  définir  d'une  manière  élégante  le  système  des  équations 
différentielles  dont  l'intégration  fera  connaître  les  n  —  i  fonc- 
tions 9,  lorsqu'on  aura  choisi  la  fonction  9.  Il  suffît,  pour  cela,  de 
s'appuyer  sur  les  propriétés  d'invariance  du  symbole  A(9,  9|). 

Si  l'on  cherche,  en  effet,  les  fonctions  u  satisfaisant  à  l'équation 

A(0,  u)  =  o, 

on  trouve  aisément,  en  calculant  A (9,  u)  avec  le  second  membre 
de  l'équation  (73),  que  l'équation  précédente  se  réduit  à  la  forme 

simple 

du 

Par  suite,  elle  admet  les  n  —  1  intégrales  indépendantes  9,, 
92,  .  .  .  ,  9rt_j.  11  suffira  donc  d'écrire  avec  les  variables  primitives 
l'équation  linéaire 

les    n  —  1    intégrales    indépendantes    de    cette    équation   linéaire 
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seront  les  fonctions  qu'on  devra  associer  à  9  pour  obtenir  le  nou- 
veau système  de  variables. 

Si  la  fonction  quadratique  ds2  est  telle  qu'il  exisle  une  équation 
aux  dérivées  partielles 

(75)  Af)  =  U, 

qu'on  puisse  intégrer  complètement,  U  étant  d'ailleurs  une  fonc- 
tion de  ^,,  .  .  .  ,  qn  choisie  comme  on  le  voudra,  on  pourra  lui 
donner  sans  intégration,  et  d'une  infinité  de  manières,  la  forme 

W  ds*  =  -^-+Md&u  ...,^8H_1). 

Car  soit  G  une  intégrale  complète  de  l'équation  (70);  en  diffé- 
rentiant  les  deux  membres  de  cette  équalion  par  rapport  à  l'une 
quelconque  Ci  des  constantes  qui  entrent  dans  G,  on  trouvera 

H"'  35 

et,   par  suite,  -t — >   •••> seront  les  ditierentes  intégrales  de 

r  dCi  dCn-t  ° 

l'équation  linéaire  (74)-  ^e  sont  là,  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente, les  résultats  fondamentaux  de  Jacobi. 

576.  Les  transformations  que  nous  venons  de  signaler  vont 
nous  permettre  de  traiter  le  problème  déjà  posé  plus  haut  relati- 
vement au  minimum  de  l'intégrale 


./' 


ds. 


prise  entre  deux  systèmes  de  valeurs  extrêmes  donnés.  Pour  con- 
server l'analogie,  nous  donnerons  le  nom  de  géodésiques  à  toutes 
les  lignes  qui  nous  donneront  une  des  solutions  de  ce  problème. 
Il  est  clair  d'ailleurs  que  ces  solutions  sont  invariantes,  c'est- 
à-dire  qu'elles  subsistent  lorsqu'on  change  les  variables  indé- 
pendantes. 

D'après  cela,  nous  supposerons  d'abord  qu'on  ait  choisi  ces 
variables  de  la  manière  suivante  :  n  —  1  des  variables,  yt,  . .., vn~\ 
seront  telles  que  les  équations 

(77)  J'i  —  Ci,  ..-,  JK/i-i  =  C,j_i 
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définissent,  quelles  que  soient  les  constantes  G/,  une  solution  du 
problème,  c'est-à-dire  une  ligne  géodésique.  La  dernière  variable  H 
sera  simplement  une  fonction  indépendante  des  précédentes.  Pour 
plus  de  simplicité,  on  peut  supposer  que  0  soit  la  valeur  de  l'inté- 
grale  I  ds  comptée  sur  chacune  des  lignes  géodésiques  (77)    à 

partir  d'une  origine  fixe,  mais  quelconque.  Alors  ds2  prendra  la 
forme 

(78)  ds*  =  c?e'--t-'2(ai  rfji-h. .  .4-  an-i  dyn-t)d%  ^-^^bikdyi  dy,;. 

Prenons  9  comme  variable  indépendante  et  posons 

,        ds 
S  =M' 


y. 


dyi 


dl) 
En  égalant  à  zéro  la  variation  première  de  l'intégrale 

!  ds  =  I  s'  dQ, 

nous  aurons  les  équations 

d    ds'         ds'  ,  . 

—  -—  —  -—=  o         (1  =  1,  2,  ...,  n  —  1). 

dV  ày'i        ôyt 

Si  nous  écrivons  qu'elles  sont  vérifiées  par  l'hypothèse 
dyi  —  dy.2  =  . .  .  =  dyn_i  =  o, 

nous  trouverons  les  équations 
àat        ' 

—  =0  0  =  1,2,    ...,«  — l), 

qui  s'intègrent  immédiatement  et  donnent 

(79)        ca-^tiruy^  •-.,r«-j)      (*  =  i„a, ....  »  — 1). 

Ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  coefficients  ai  soient 
indépendants  de  6. 
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D'après  cela,  considérons  sur  le  Jieu,  défini  par  l'équation  6  =  0, 
qui  contient  les  points  de  départ  de  toutes  les  géodésiques 

Xi  =  const.         ( i  =  1 ,  2,  . . . ,  n  —  1  ), 

une  courbe  quelconque;  et  cherchons  l'angle  de  cette  courbe  avec 

la  géodésie]  ue  qui  passe  en  un  de  ses  points.  On  a,  pour  la  géodé- 

sique, 

di)  =  ds, 

<ty\  =  dy-2  =  ■ .  .  =  dyn-i  =  o, 

et  pour  la  courbe 

oO  —  o, 

oy{  oy.,,  ...,  oy„_{  étant  quelconques.  L'angle  w  de  ces  deux 
lignes,  qui  est  défini  en  général  par  la  formule  (56),  aura  donc  ici 
la  valeur  donnée  par  l'équation 

aïoyi-hatàvs-h.  ..+  a„.,8„-i 
(80)  cosco  =  - 


y'£Sàbtklyi*jrk 


Pour  que  les  lignes  géodésiques  soient  normales  au  lieu  géomé- 
trique (8  =  o)  qui  leur  sert  de  point  de  départ,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'expression  précédente  de  cosio  soit  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs des  différentielles  oy^  c'est-à-dire  que  l'on  ait,  pour  0  =  o, 

<Zj  =  Cl*  =  .  .  .  =  Cln  —  l  =  O. 

Mais,  comme  ces  coefficients  ne  contiennent  pas  9,  ils  seront 
alors  identiquement  nuls. 

Ainsi,  si  des  lignes  géodésiques  sont  normales  à  une  surface 
quelconque  (9  =  o),  tous  les  coefficients  ai  disparaissent  dans 
l'expression  (78);  ds-  prend  la  forme  suivante  : 

(80  ds*  =  dW  -t-Mdyi,  . . . ,  dyn-x  ), 

et,  par  suite,   les  lignes  géodésiques  sont  aussi  normales  à 
toutes  les  surfaces 

0  =  consl. 
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que  Von  obtient  en  portant  sur  chacune  d'elles,  à  partir  de  son 
point  d'incidence,  une  longueur  donnée. 

Telle  est  la  proposition  démontrée  par  Beltrami.  Elle  s'applique 
aussi  au  cas  où  l'on  considère  tontes  les  lignes  géodésiques  passant 
par  un  même  point;  car,  si  l'on  prend  ce  point  pour  origine  des 
arcs,  on  doit  avoir,  d'après  la  définition  même  de  0, 

ds  =  dO  pour  6=0, 

quelles  que  soient  les  variables  y;.  Par  suite,  les  coefficients  ai  et 
bik  doivent  s'annuler  pour  8=0.  Mais,  comme  les  premiers  ai  ne 
contiennent  pas  9,  ils  seront  identiquement  nuls.  Ainsi  : 

Si,  sur  toutes  les  géodésiques  passant  par  un  point,  on  porte 
des  longueurs  égales,  à  partir  de  ce  point,  le  lieu  géométrique 
de  V extrémité  de  ces  longueurs  est  normal  à  toutes  les  géodé- 
siques. 

577.  Les  tliéorèmes  précédents,  qui  constituent  une  généralisa- 
tion de  la  théorie  de  Gauss,  mettent  immédiatement  en  évidence 
le  résultat  suivant,  déjà  établi  aux  nos  531  et  532  pour  le  cas  de 
deux  variables  : 

La  détermination  des  lignes  géodésiques  de  la  forme  qua- 
dratique et  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

A9  =  i 

constituent  deux  problèmes  équivalents.  La  résolution  de  l'un 
entraine  nécessairement  celle  de  l'autre. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'un  mot  à  ajouter  en  ce  qui  concerne  le 
problème  le  plus  général  de  la  Mécanique.  Il  revient,  nous  l'avons 
déjà  remarqué,  à  la  détermination  des  lignes  géodésiques  de  la 
forme 

(82)  rfS*  =  ( U  +  A)  22 au<d(Hd<li<  r=  (U  -+-  h)  ds*. 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  le  paramètre  différentiel  A9 
évalué  relativement  à  dS-  est  égal  au  quotient  par  LT  +  h  du  même 
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paramètre  différentiel  relativement  à  ds-,  on  reconnaîtra  immédia- 
tement que  la  solution  du  problème  de  Mécanique  se  ramène  à 
l'intégration  de  l'équation 

(83)  A0  =  Uh-/j, 

A9  étant  le  paramètre  différentiel,  pris  par  rapport  à  ds-. 

D'après  la  remarque  que  nous  avons  déjà  faite  (n°  574),  les 
angles  des  lignes  et  des  surfaces  sont  les  mêmes  par  rapport  aux 
deux  formes  <:/S2  et  ds'2.  En  tenant  compte  de  ce  résultat,  on  peut 
étendre  au  problème  général  de  la  Mécanique  les  deux  propositions 
relatives  à  Forthogonalité  que  nous  avons  démontrées  -d'après 
Beltrami  dans  le  numéro  précédent.  On  retrouvera  ainsi  deux 
théorèmes  énoncés  par  Lipschitz  dans  le  Mémoire  que  nous  avons 
déjà  signalé  plus  haut,  et  auquel  nous  renverrons  le  lecteur. 
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SUR    DIFFÉRENTES    PROPRIÉTÉS    DES    TRAJECTOIRES    ORTHOGONALES 
d'une    CONGRUENCE    DE    COURBES. 


Considérons  les  courbes  définies  par  les  équations  différen- 
tielles 

dx        dy        dz 

(i)  X  =  ~¥=~z' 

où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  z.  Elles  forment 
un  assemblage  dépendant  de  deux  paramètres,  ce  que  nous  appe- 
lons aujourd'hui  une  congruence;  et  réciproquement,  toutes  les 
courbes  d'une  congruence  dont  les  équations  sont  données  en 
termes  finis  satisfont  à  des  équations  différentielles  delà  forme  (i). 
Si  nous  écartons  le  cas  où  l'on  a 

X*-HY»-t-Z»=0, 

c'est-à-dire  où  les  courbes  de  la  congruence  sont  isotropes,  nous 
pourrons  toujours  admettre  qu'on  a  remplacé  X,  Y,  Z  par  des 
quantités  qui  leur  seront  proportionnelles  c,  c,  c"  et  qui  satisfe- 
ront à  la  relation 

(?.)  c--h  c'2-+-  c"2  =  I. 

Alors  c,  c',  c"  seront  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  qui  passe  au  point  (a?,  y,  z)  et  les  équations  différen- 
tielles (i)  pourront  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

dv  _  dy  _  dz  ^ 

c  c'         c'  ' 

de  sorte  que  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes  auront 
pour  unique  équation   différentielle  la  suivante  : 

(  4 )  c  dx  -+-  c'  dy  -+-  c"  dz  =  o, 

qui  est  une  équation  de  Pfaff. 


TRAJECTOIRES   ORTHOGONALES    D'UNE    CONGRUENCE   DE   COURBES.  f>20. 

On  connaît  le  degré  de  généralité  de  cette  équation.  On  sait 
que,  dans  le  cas  où  la  quantité 

,„  ,  (de'        àc"\         ,/dc"        àc\         ,,/dc        dc'\ 


;/  \o^        dx  ) 

est  nulle,  elle  admet  une  intégrale  de  la  forme 

(6)  f{x,  y-,  z)  =  const.  ; 

en  sorte  que  les  courbes  définies  par  l'équation  (4)  sont  assujetties 
à  l'unique  condition  d'être  situées  sur  l'une  des  surfaces  de  la 
famille  précédente.  On  sait  aussi  que,  si  I  n'est  pas  nulle,  le 
premier  membre  de  l'équation  (4)  peut  être  mis,  par  l'intégration 
d'un  système  d'équations  différentielles,  sous  la  forme 

(  7  )  c  dx  -t-  c'  dy  -t-  c"  dz  =  dk.  -+-  B  dC, 

où  A,  B,  C  sont  trois  fonctions  indépendantes;  en  sorte  que  l'inté- 
gration de  l'équation  (4)  est  donnée  par  les  formules 

(8)  A  =  ?(G),        B  =  -cpïG), 

où  le  symbole  cp  désigne  une  fonction  arbitraire.  Les  courbes 
intégrales  forment  donc  un  assemblage  que  S.  Lie  aurait  appelé 
d'ordre  oo00. 

Parmi  elles,  cependant,  on  peut  en  distinguer  évidemment 
certaines  qui  forment  un  assemblage  moins  étendu,  parce  qu'elles 
sont  définies  par  une  propriété  complémentaire,  par  exemple 
celles  dont  les  tangentes  sont  parallèles  à  un  plan,  celles  qui 
satisfont  à  une  seconde  équation  différentielle,  de  la  forme  (4)  ou 
d'une  forme  plus  compliquée,  d'un  ordre  plus  élevé,  etc.  Dans  un 
très  intéressant  Mémoire  publié  récemment,  M.  Reginald  A.  P. 
Rogers  a  considéré  plus  spécialement  celles  pour  lesquelles  la 
droite  de  cosinus  directeurs  c,  c',  c" ,  qui,  dans  tous  les  cas,  est 
normale  à  la  courbe,  devient  une  normale  principale  ('). 

Ces  solutions  particulières  de  l'équation  (4)  sont  définies  par  le 


(')  KeuinalL)  A.  P.  Kogkiîs,  Some  dijferential  properties  of  thé  orthogonal 
trajectories  of  a  congruence  of  curves,  with  an  application  to  curl  and  diver- 
gence of  vectors  (Proceedings  of  the  Royal  Irish  Academy,  vol.  29,  secl.  A, 
n  °6,  février  1912  ). 

D.  —  II.  3\ 
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système  suivant,  où  s  désigne  l'arc  de  Ja  courbe, 
.  d2cr  dïy       »',  d2z       .    „ 

qui  admet  une  solution  avec  trois  constantes  arbitraires. 

Elles  engendrent  donc  un  complexe  de  courbes  qui  jouit  de  la 
propriété  suivante  :  les  courbes  du  complexe  passant  en  un 
point  (x, y,  z)  ont  leurs  tangentes  en  ce  point  situées  dans  un  même 
plan,  normal  à  la  droite  dont  les  cosinus  directeurs  sont  c,  c',  c" '. 
M.  Rogers  a  eu  l'idée  très  ingénieuse  d'introduire  ces  courbes 
spéciales  d'une  manière  systématique  dans  l'étude  générale  de 
toutes  celles  qui  satisfont  à  l'unique  équation  différentielle 

c  d.r  -+-  c'  dy  -+-  c"  dz  =  o. 

Désignons  par  la  lettre  (<ï>)  ces  dernières  courbes  et  par  la 
lettre  (G)  celles  dont  les  normales  principales  ont  pour  cosinus 
directeurs  c,  c',  c" .  Il  y  aura  toujours  une  courbe  (G),  et  une  seule, 
tangente  en  un  point  déterminé  M  à  une  courbe  (<£).  M.  Rogers 
désigne  sous  le  nom  de  courbure  normale  et  de  torsion  normale 
de  la  courbe  (<ï>)  au  point  M  la  courbure  et  la  torsion  de  la 
courbe  (G)  qui  lui  est  tangente  en  ce  point;  et,  son  Mémoire 
contient  un  grand  nombre  de  propriétés  intéressantes  et  de 
formules  relatives  à  ces  deux  éléments. 

Je  me  propose  de  reprendre  ici  cette  étude  par  une  voie  nou- 
velle, sans  introduire  la  notion  des  courbes  (G),  et  de  rapprocher 
plusieurs  des  résultats  obtenus  par  M.  Rogers  de  ceux  que 
Hamilton  et  Kummer  nous  ont  fait  connaître  sur  les  propriétés 
infinitésimales  des  congruences  rectilignes. 


Je  commence  par  remarquer  que,  dans  le  cas  où  la  quantité  I 
serait  nulle,  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  l'équation  ('4)  et 
passant  par  un  point  seraient  situées  sur  une  même  surface.  Cela 
m'a  conduit  naturellement  à  étendre  au  cas  actuel  la  méthode  que 
j'ai  appliquée  aux  courbes  tracées  sur  une  surface,  dans  ce  Volume 
(Livre  V,  Chap.  T).  .    • 

Considérons  un  trièdre  trirectangle  (T)  admettant  pour  axe  des  z 
la  droite  de  cosinus  directeurs  c,  c',  c"  et  dont  l'axe  des  x  sera 
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choisi  arbitrairement  dans  le  plan  perpendiculaire  à  cette  droite. 
Soient  «,  a',  a'  et  b,  b',  b"  respectivement  les  cosinus  directeurs 
de  l'axe  âe's  x  et  de  l'axe  des  y.  Si  &,y.  z  sont  les  coordonnées  du 
sommet  M  du  trièdre  (T),  on  pourra  considérer  les  9  cosinus 
directeurs  comme  des  fonctions  connues  de  x,y,  s,  et  l'on  aura  les 
relations  bien  connues  de  la  forme 

(10)  a  —  b' c"  —  c'b",         b  =  c'  a" —  a'c",         c  =  a'b"  —  b'a", 

et  toutes  celles  qu'on  en  déduira  par  des  permutations  circulaires 
effectuées  sur  les  accents.  On  aura  aussi  les  suivantes  : 

da        ,  db  de 

.  da        ,    ,  '        ,  db  ,  ,  de  ,    . 

(11)  .'  —  =  or  —  cq  —-=  cp  —  ar  ,         —  =  an  —  bp  , 
\  dy                     x  àv  dy  x  1 

l'à&        v   „  „  àc  „  „  de  „  , 

F    —  =  or  —  C(/  ,         —  =  cp  —  ar  .         —  =  aq —  bp 

\    dz  1  '  dz  1  dz  J  J 

et  toutes  celles  qu'on  en  déduirait  en  remplaçant  «,  b,  c  para', 
b\  d  ou  a" ,  b" ,  c".  Ces  27  relations  feront  connaîlre  les  dérivées  des 
9  cosinus  en  fonction  de  9  quantités,  qui  sont  les  rotations  du 
trièdre  (T),  quand  x,  y,  z  varient  successivement. 

D'après  cela,  considérons  une  des  courbes  (<ï>)  partant  du 
point  M,  et  soient  a,  a',  a";  J3,  [i1,  j3";  y,  y',  y"  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  à  cette  courbe,  de  sa  normale  principale  et  de 
sa  binormale. 

Si  l'on  appelle  co  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  (<ï>)  fait 
avec  l'axe  des  x  du  trièdre  (T)  et  nr  l'angle  que  sa  normale  prin- 
cipale fait  avec  l'axe  des  z  de  ce  trièdre,  on  pourra  évidemment 
poser 

/   a  a  -r-  a  a'  -i-  a"  a"  =  cos  w , 

bec  —  b'  a'  -+-  b"  a"  =  sin  w, 

ca  -4-  c'a'  -+-  c"  a"  =  o, 

a  [3  -t-  a'P'-l-  «"[j"=  —  sinoj  sincr, 

(12)  /  b  [3  -+-  b' $'  -t-  b"$"  =       cosojsinTU, 
c  £>  -+-  c'  P'  -+-  c"  P"  =       costh, 
ay  -1-  a'y'-f-  «"y"  —        sintocosTU, 

6v   +  &'y'_t_  6"y"  =  —  COSW  COSTjT, 

cy  -t-  c'y'  -+-  c"y"  =       sin  m, 
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et  de  là  on  tirera 

/  a  =  rtcosw+  ôsinto, 

(l3)                                            <  a'  =  a'cosw  -+-  b'  sin  w, 

(  a"  =  a"cosoj -f- 6"sinu>. 

Si  x,  y,  z    désignent    les   coordonnées    de  M  et  s  l'arc  de   la 
courbe  (*£),  on  a  d'ailleurs 

/    ,  v  dx  dy         .  dz         „ 

(,4)  -dS=^      ^=a'      7^=a- 

Cela  posé,  difïérentions  les  formules  (12),  en  tenant  compte  des 
formules  de  Serret-Frenet, 

(.5)  £^  =  £,       *L=-£,       ^  =  2_î, 

ds        o'         ds  t  '  <is        t        p  ' 

où  0  désigne  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  et  1  son  ravon  de 
torsion. 

On  aura 

l  sinnr        ofa         _ 

=  -T-  +  R' 

p  «5 

COSTTT  . 

(ib)  /        =  P  sin  w  —  Q  costo, 

1  9 

I  dm        1 

f   — ; — l —  =  P  cosw  -+-  Q  sinw, 
\     ds         T 

où  P,  Q,  R  ont  les  expressions  suivantes  : 

I 


07) 


et  sont,  par  suite,  les  rotations  du  trièdre  (T),  quand  on  se  déplace 
sur  la  courbe  (<£). 
Si  l'on  pose 

!Pi  =  ap  -\-a'p'-+- a" p",  P2  =  bp  -{- b'p' -i- b"  p" ,  l*3  =  cp -\-c'p'-+-c"p", 
Ql  =  aq-+-a'q'-+-a"q",  Q2  =  bq  -\-b'q'-\-b"  q",  Q3  —  cq-hc'q'-1rC"q", 
R]  =  ar  +  ay  +  a"/'",      R2  =  br  -\- b' r' +  b"  r" ,      R3  =  cr  -\-c'r'~+-  c"r", 


P 

—  P 

dx 
~ds 

•+- 

/>' 

+  />" 

Q 

=  <? 

dx 
ds 

-+- 

^ 

ds 

+  ?" 

ds 

R 

=  /■ 

dr 

ds 

4- 

r' 

dy 
ds 

-f-  /•" 

dz 
ds 
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on  a,  pour  un  déplacement  sur  la  courbe  (<t>), 

i    P  =  Pi  cosw  -h  P2sinw, 

("9)  Q  =  Qicosto-h  Q,sinw, 

(   R  =  Rjcostu  -+-  R2sin4p, 

et  les  formules  (16)  prennent  la  forme  définitive 
/  si  II  tît        dto 


p  du 


Rj  cosw  -+-  Rgsinto, 


1  COSH7 

(.20)  /         =  P2  sin2w -h  (P!— Q2)  sinw  cosco  —  Q!COS2o), 

[  —\ i —  =  PiCOs2to  -+-  (P.,  -+-  Qj)  sinio  cosw  -+-  Q2  sin2  w, 

où  P,,  Po,  .  .  .  sont  des  fonctions  connues  de  or,  y,  z.  La  quantité 
que  nous  avons  désignée  plus  haut  par  I  s'exprime  en  fonction 
de  P,  et  de  Q-,  par  la  formule 

.      .     .  /de'        t»e"\  ,/dc"        g»c\         ,,/dc         e?c'\        _.         ,. 

(2X)  I=cU^^)+c(^^^)+c(^-^)  =  Pt+Q2' 

dont  nous  aurons  à  faire  usage. 


\\. 

Les  formules  (20)  ont  la  plus  extrême  analogie  avec  celles  que 
j'ai  données  au  Chapitre  indiqué  plus  haut  de  ce  Volume.  Elles 
donnent  lieu  à  des  conséquences  analogues. 

Ou         ,                r             1                     cosnr          1          <rfe  , 

n  voit,  d  après  ces  formules,  que  et  -  H j-  seront  les 

mêmes  pour  toutes  les  courbes  (<î>)  ayant  la  même  tangente  en  M. 
Ces  deux  éléments  sont  précisément  ceux  qui  ont  été  considérés 
par  M.  Rogers  sous  les  noms  de  courbure  normale  et  de  torsion 
normale.  Car,  si  l'on  considère  la  courbe  (G)  tangente  à  (<E>),  pour 
cette  courbe  (G)  on  aura  gj  =  o,  et  les  éléments  précédents  se 
réduiront   à  -    et    à    -•    On    voit    donc    que,   sans    introduire   les 

p  T  l 

courbes  (G),  nous  retrouvons  les  résultats  de  M.  Rogers.  La 
seconde  formule  (20)  donne  la  généralisation  du  théorème  de 
Meusnier;  la  troisième,  la  généralisation  de  la  formule  de  Bonnet. 
On  peut  encore  étendre  au  cas  actuel  la  formule  de  Laguerre. 
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On  a  ici,  en  eflet, 

(22)  —  (  221^.  \  =  2(PoH-  Q,)  srawcosw  -H  (Pi  —  Q2)(cos2co  —  sin2  w ) 

Oot  \     p     1 

(dm         i\        ; 

En  utilisant  cette  relation,  on  trouve  une  équation  de  la  forme 
suivante  : 

.   „.  d   /costo\       ( ,  dm        i\  sin 777         •>      . 

(23)  _^__)-^I-2  —  --J  —  =  &(sinu>,  cosu>), 

5^3  désignant  une  fonction  homogène  du  troisième  degré  de  sinw, 
cosw.  Le  premier  membre  de  cette  équation  sera  donc,  comme  le 
second,  le  même  pour  ton  les  les  courbes  ayant  même  tangente. 
Pour  I  =  o,  on  retrouve  la  formule  de  Laguerre. 

On  pourrait,  ici  encore,  appliquer  le  procédé  que  nous  avons 
indiqué  au  Chapitre  cité  plus  haut,  pour  obtenir  une  suite  de  for- 
mules analogues  à  la  précédente,  dans  le  cas  particulier  des  courbes 
tracées  sur  une  surface  ('  ). 

III. 

M.  Rogers  a  rattaché  à  l'emploi  des  formules  (20),  où  l'on  fait 
Ts  =  o,  la  considération  de  certains  systèmes  de  lignes  analogues  aux 
lignes  de  courbure,  aux  lignes  asymptotiques,  etc.,  d'une  surface. 

Par  exemple,  si  l'on  écrit  que  la  courbure  normale est  nulle, 

on  a  une  congruence  de  courbes  analogues  aux  lignes  asympto- 
tiques d'une   famille  de   surfaces;  de  même,  si  l'on  écrit  que  la 

;  777  '•  1         dm  , ,  ,     , 

torsion  geodesique  — \-  —r-  est  nulle,  on  a  une  première  généra- 
lisation des  lignes  de  courbure,  à  laquelle  on  peut  en  adjoindre 
une  autre  en  cherchant  les  lignes  de  plus  grande  ou  de  plus  petite 
courbure  normale.  La  relation  (22)  montre  que  ces  deux  généra- 
lisations ne  peuvent  conduire  à  un  même  système  de  lignes  que  si 
la  fonction  I  est  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  est  ramené  au  cas  des 
courbes  tracées  sur  une  surface.  Il  est  facile  de  rattacher  les  rela- 
tions entre  ces  trois  systèmes  de  lignes  :  courbes  de  courbure 
normale  nulle,  courbes  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure 

(  '  )  Ce  Volume,  p.  072. 
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normale,  courbes  de  torsion  géodésique  nulle,  auxquelles  on 
pourrait  ajouter  encore  les  courbes  de  torsion  géodésique  maxi- 
mum ou  minimum,  etc.,  aux  belles  propriétés  établies  par 
Hamilton  et  Kunimer  pour  les  congruences  rectilignes. 

Considérons,  en  effet,  les  droites  de  cosinus  directeurs  c,  c',  c", 
menées  par  les  divers  points  du  plan  des  xy  du  trièdre  (T).  Ces 
droites  engendrent  une  congruence  et  celles  qui  émanent  des 
points  infiniment  voisins  du  sommet  M  du  trièdre  forment  un 
pinceau,  auquel  on  peut  appliquer  tous  les  théorèmes  de  Kummer. 
Nous  allons  d'abord  définir  ce  pinceau. 

Un  point  M'  du  plan  des  xy  de  (T),  infiniment  voisin  de  M,  a 
pour  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  fixes, 

x  -+-  a  ds,    y  -4--a'  ds,     z  -+-  a"  ds  ; 

et  la  droite  menée  par  ce  point  a  pour  cosinus  directeurs 

c^r-dc,     c'  -f-  de' ,     c" -h  de" 
ou 

c_f.(aQ_  bP)ds,     c'-h(à'Q  —  b'P)ds:     c"+  (a"Q  —  6"P)  ds. 

Cette  droite  fera  donc,  avec  les  axes  du  trièdre  (T),  des  angles 
dont  les  cosinus  seront 

Q  ds,     —  P  ds,     i. 

Quant  au  point  M',  ses  coordonnées  relatives  à  ce  trièdre  seront 

évidemment 

ds  costo,     ds  sinw,     o. 

Donc  les  équations,  relatives  au  trièdre  (T),  de  la  droite  de  la 
congruence  rectiligne  considérée,  seront 

x  —  ds  cos  w  =       Qz  ds, 
y  —  ds  simo  =  —  P,s  ds, 

ou,  en  remplaçant  P  et  Q  par  leurs  valeurs  (19), 

x  —       ds  cosw(i  +  Qi-s)  ■+-  Q2-S  ds  sinw, 


(  y  =  —  ds  coswPj-s  -+-  (1  —  P2-5)  ds  sin 

On  sait  que  toutes  les  droites  d:un  pinceau  peuvent  être  con- 
sidérées  comme  rencontrant  deux  droites  fixes,   dont   la   déter- 
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minalion  suffît  à  faire  connaître  le  pinceau.  On  les  obtiendra 
comme  il  suit  :  à  chaque  valeur  de  co  correspondent  une  série  de 
droiles  du  pinceau  qui  engendreront  une  surface  réglée  passant 
par  l'axe  des  z  du  trièdre  (T).  Le  plan  tangent  à  cette  surface 
réglée  en  un  point  de  l'axe  des  z  aura  pour  équation 

,    _.  Y        — V\Z  cosoj  -+-  (  i  —  P<>i)sinto 

(2j)  ^ i 

X  (  I   -t-  Ql-S)  COSO)  -r-  Qo-3  S î II  10 

et,  quand  z  restera  fixe,  il  variera  généralement  avec  io,  à  moins 

qu'on  n'ait 

,    rx  —  Pi*  r  — P2* 

(26) 


i-f-Qi*  Q2- 

Cette  équation  du  second  degré  détermine  les  points  focaux  du 
pinceau;  c'est-à-dire  les  deux  points  où  toules  les  surfaces  réglées 
du  pinceau  auront  les  mêmes  plans  tangents.  Ces  plans  tangents, 
c'est-à-dire  les  plans  focaux  du  pinceau,  seront  déterminés  par 
l'équation 

tangÇ  — 


Désignons  par  a  et  b  les  deux  valeurs  de  z,  par  a  et  (3  les  valeurs 
correspondantes  de  Ç.  Un  calcul  facile  nous  permettra  d'exprimer 
Pj,  P2,  Qi,  Qo  en  fonction  de  a,  b,  a,  |3,  ^dont  la  signification 
géométrique  nous  est  connue.  On  trouve  ainsi 

(a  —  b)  sina  sin  3 
ab  sin  (a —  S  ) 


(27) 


asin[Bcosa  —  6  sin  a  cos  8 
ab  sin(a  —  p) 

a  sina  cos  p  — ■  b  sin  B  cosa 
ab  sin(a  —  6) 

(a  —  b)  cosa  cos  3 


P2  = 

Q2  = 


aô  sin  (a  —  6) 
La  quantité  I  aura  pour  expression 

(■28)  i  =  .^=L^Cot(a—  S). 

ab  ' 

On  voit  qu'elle  ne  deviendra  nulle  (en  laissant  de  côté  le  cas  où 
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a  et  b  seraient  égaux)  que  si  l'on  a 


ce  qui  est  un  résultat  bien  connu. 

Si   l'on  introduit  les    valeurs   P,,   P2,   Q,,   Q2    dans   les    deux 
dernières  formules  (20),  elles  prennent  les  formes  suivantes  : 

sin(a  —  S) =  T  sin(to  —  3)cos(to  —  a) sin(to  — a)cos(w —  S), 

où  a 

(29)  < 

dm         1  /  1         1  \   sin(  10  —  a  )  sin  (  w  —  (3  ) 

ds        z        \a        b)  sin(a — (3) 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 


(3o) 


2  si  11  (a  —  £>)— ; —  =  (  -J4-  j  )  sin(a —  [3)-|-  (  j )  si  11(210  — a  —  [J), 


a       b  J  '  \b       a 

dm    ^     i\    _    /i  i\cos(a  — (ï) —  cos(aw  —  a — [3) 


cfc         t  /  \a        bj  sin(a  —  [3) 


Ces  formules  élégantes  mettent  en  évidence  les  relations  que 
M.  Rogers  a  signalées.  Par  exemple,  les  lignes  de  plus  grande  et 
plus  petite  courbure  moyenne  sont  distinctes  des  lignes  de  torsion 
nulle,  etc.  Je  n'insisterai  pas  là-dessus,  mais  j'établirai  des  rela- 
tions entre  les  courbures  considérées  et  d'autres  éléments  relatifs 
à  la  congru ence. 

IV. 

Reprenons  les  équations  (24)  qui  définissent  la  normale  à  la 
courbe  ($),  considérée  au  point,  voisin  de  M,  qui  a  pour  coor- 
données dscosio.  f/ssinio,  o;  et  écrivons-les  sous  la  forme  plus 
simple,  déjà  donnée, 

x  =  ds (cosio  -+-  Qs), 
y  =  ds (sin  co  —  Pz). 

On  verra  facilement  que  le  pied  de  la  plus  courte  distance  de 
cette  droite  et   de  l'axe  des  z-  est  défini  par  la  valeur   suivante 

de^  : 

Psinw  —  Qcosoo 
(3o)  *=  pi^TQi ' 

de  sorte  que  les  coordonnées  x,y  de  l'extrémité  de  cette  plus  courte 
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distance  ont  pour  expressions 

!P  ds{  P  cosio  -t-  Q  si  ni») 
*  = Fi^-Qi ' 
Q  ds ( P  cos  to  +  Qs]iito) 
y  =         p2  +  qj 

Si   donc  on  désigne  par  o   cette  plus   courte  distance  et  par  6 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  a:  du  trièdre  (T),  on  aura 

ocosO        SsinG        Pcosw+Qsinw 


P  ds  Qds  P2  +  Q2 

Ainsi,  la  plus  courte  distance  elle-même  aura  pour  valeur 

,_   .  ^       P  cosi») -4- Q  sinto    . 

(3'2)  o  =  ds, 

et  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  des  x  du  trièdre  (T)  sera  déter- 
miné en  grandeur  et  en  signe  par  les  formules 

cos6       sinô  i 

(3o)  -r  =  -^r=sw^/ 

Il  est  évident,  d'ailleurs,  qu'on  a 

(34)  y/P2  -+-  Q2  ds  ■=  da, 

de  désignant  l'angle  des  deux  normales  infiniment  voisines. 

Si  l'on  compare  ces  diverses  relations  aux  formules  (î  6),  on  voit 
qu'on  a 

(35)  o  =  dscos(a>  —  0), 

(  36  )  8  d?  =  ds  l  dm  H I  • 

Cette  dernière  formule  donne  le   moment  des  deux  normales 
infiniment  voisines.  On  peut  lui  adjoindre  la  suivante  : 

(37)  ds  =«?asin(co  —  0). 

P 


Nous  ne  voulons  pas  insister  sur  les  nombreuses  conséquences 
de  ces  formules  ;  mais  nous  allons  montrer  qu'on  peut  les  remplacer 
par  des  constructions  des  plus  simples. 
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Rappelons  d'abord  les  propriétés  fondamentales  du  plan 
tangent  aux  surfaces  réglées,  dues  à  Michel  Chasles. 

Si,  dans  un  plan  quelconque  passant  par  une  génératrice  recti- 
ligne de  la  surface,  on  élève  en  un  point  convenablement  choisi  E 
de  cette  génératrice,  le  point  central,  une  perpendiculaire  ED 
égale  à  une  ligne  donnée,  qu'on  appelle  le  paramètre  de  distri- 
bution, l'angle  que  le  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point 
quelconque  M  de  la  droite  fait  avec  le  plan  central,  c'est-à-dire  le 
plan  tangent  en  E,  est  égal,  en  grandeur  et  en  signe,  à  l'angle 
plan  MDE.  On  peut  compléter  cette  construction  par  la  remarque 
suivante  :  Coupons  la  surface  réglée  par  le  plan  (II)  perpendiculaire 
en  M  à  la  génératrice  rectiligne  ME,  le  plan  (II)  coupe  la  géné- 
ratrice rectiligne  infiniment  voisine  de  ME  en  un  point  M'  et  l'on 
reconnaît  immédiatement  que  MM'  est  l'hypoténuse  d'un  triangle 
rectangle  infiniment  petit,  situé  dans  le  plan  (II)  et  dont  les  deux 
autres  côtés  sont  :  l'un,  une  droite  MS'  égale  et  parallèle  à  la  plus 
courte  distance  des  deux  génératrices  infiniment  voisines;  l'autre, 
une  droite  M' S'  égale  à  l'angle  do-  des  deux  génératrices  multiplié 
par  ME.  Comme  l'angle  en  M  de  ce  triangle  sert  de  mesure  à 
l'angle  des  deux  plans  tangents  à  la  surface  réglée  en  M  et  en  E,  il 
est  égal  à  l'angle  MDE;  et  les  deux  triangles  MDE,  MM' S'  sont 
semblables.  Si  donc  nous  désignons  par  ds  le  déplacement  MM'  du 
point  M,  évidemment  normal  en  M  à  la  génératrice  rectiligne,  nous 
aurons,  en  écrivant  que  les  côtés  des  deux  triangles  semblables  sont 
proportionnels, 

ds  KM  dv  o 

MD  ËM  ËD 

Et  de  là  on  déduit  les  deux  formules 

/OOX  ,  ds  »  7         KD 

(  oo )  ai  =  '     '       >  o  =  ds 


DM  DM 

qui  complètent  la  construction  de  Chasles. 

Appliquons  ces  remarques  si  simples  au  cas  actuel. 

Toutes  les  surfaces  réglées  de  la  congruence  qui  contiennent  la 
droite  du  pinceau  partant  de  M  ont  les  mêmes  plans  tangents 
en  deux  points  A  et  B  (fîg-  41)  situés  respectivement  aux 
distances  a,  b  du  point  M,  et  ces  deux  plans  tangents  communs  à 
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toutes  les  surfaces  font  respectivement  des  angles  donnés  a,  [i  avec 
un  plan  fixe  passant  par  la  droite  MAB. 

Si  donc,  sur  la  droite  AB  et  dans  un  plan  fixe  passant  par  cette 


droite,  on  construit  un  segment  de  cercle  capable  de  l'angle  a 


tous  les  points  D  relatifs  aux  surfaces  réglées  du  pinceau  qui  con- 


Fig.  4.. 


pL 

u 

1                        |P'        N. 

V 

/\y.     e 

V 

\a^ 

^B                                                    M1 
M* 

tiennent  MAB  seront  nécessairement  sur  ce  segment,  puisqu'il 
faut  que  les  rayons  DA,  DB  émanés  de  l'un  d'eux  fassent  entre 
eux  l'angle  a  —  [i. 

Ces  diverses  surfaces  réglées  sont  caractérisées  par  l'angle  w  que 
fait  le  plan  tangent  en  M  avec  le  plan  fixe  passant  par  MAB.  Si 
l'on  se  donne  cet  angle  to,  il  est  clair  que  le  point  D  sera  défini 
par  la  condition  que  l'angle  MDA  soit  égal  à  m  —  a.  Ce  point  sera 
donc  à  l'intersection  du  cercle  déjà  construit  avec  le  segment 
décrit  sur  MA  et  capable  de  l'angle  w  —  a. 

On  voit  ainsi  que,  si  l'on  choisit  sur  le  cercle  un  point  G  tel  que 
l'angle  BDG  soit  égal  à  p,  on  aura  aussi 


ADC 


MDG  =  w. 


Par  suite,  comme  l'angle  9  introduit  plus  haut  est  précisément 

l'angle  que  fait,  avec  le  plan  fixe,  le  plan  tangent  au  point  central  £, 

on  aura  encore 

EDC  =  0. 


Il  serait  aisé  de  le  calculer,  sur  la  figure,  en  fonction  de  a,  b,  a, 
tS  et  co.  On  retrouverait  ainsi  les  formules  obtenues  plus  haut. 
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Nous  aurons  également  les  formules  déjà  démonlrées 

/,   x  ,  ds  ^        ,      ED 

(  3g  )  c?ct  =  ■^==r ,         o  =  ds 


DM  DM 

Et  les  relations  (35),  (36),  (3?)  nous  donneront 

dm        i  DE 


«o)  A 


(40 


DM 
ME 
DM" 


Si  Ton  élève  en  D  Ja  perpendiculaire  à  DM,  qui  coupe  AB  en  M', 
on  déduit  de  la  relation  précédente 


(4a)  — —  =  MM', 

COSTÎT 


formule  évidente  géométriquement,  si  l'on  remarque  que  les  plans 
tangents  à  la  surface  réglée  en  M  et  en  M' sont  rectangulaires. 
En  élevant  de  même  une  perpendiculaire  en  M  à  MD  jusqu'à  sa 
rencontre  en  M"  avec  ED,  on  aura 


{4^  777 


DM" 


La  construction  que  nous  avons  donnée  du  point  central 
entraîne  les  propriétés  des  points  limites  de  Rnmmer.  Les  posi- 
tions extrêmes  de  E  s'obtiennent  quand  le  point  D  vient  se  placer 
à  l'une  des  extrémités  P,  P'  du  diamètre  parallèle  à  AB.  D'après 
les  formules  données,  les  directions  de  plus  grande  ou  de  plus 
petite  courbure  normale,  qui  sont  rectangulaires,  correspondent 
aux  positions  du  point  D  qui  sont  en  ligne  droite,  soit  avec  M 
et  P,  soit  avec  M  et  P'.  Les  points  Q,  Q'  situés  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  en  M  à  la  génératrice,  points  qui  ne  sont  pas  toujours 
réels,  donnent  les  directions  pour  lesquelles  la  courbure  normale 
est  nulle,  etc. 

VI. 

Les  résultats  précédents  pourraient  être  beaucoup  étendus,  et  ils 
sont  susceptibles  d'applications  variées.  Je  me  bornerai  à  ce  qui 
précède;  mais,  en  terminant,  je  reviendrai  sur  les  courbes  consi- 
dérées par  M.  Rogers. 
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Ce  sont  celles  pour  lesquelles  la  normale  principale  se  confond 
avec  l'axe  des  z  du  trièdre  (T),  c'est-à-dire  pour  lesquelles  on  a 
m  ==  o.  Elles  satisfont  donc  à  l'équation  différentielle 

dio 
(44)  — — i- F^coso) -h  R2costo  =  o, 

à  laquelle  il  faut  joindre  les  trois  équations 

dx 

l   — z-  =  a  cosco  -r-  b  sin  tu, 
\    as 

,,r>  '  dy  ,  ,   . 

(/p)  /  -H-  =  a  costo  +  b  sintu, 

i    ds 

\  dz 

f  — —  =  a  costu+w  sinto. 
\    ds 

L'ensemble  des  équations  (44)  el  (45)  forme  un  système  qui 
s'intègre  avec  trois  constantes  arbitraires.  On  pourrait,  par 
exemple,  former  une  équation  du  troisième  ordre  à  laquelle 
satisferait  to.  Les  lignes  (G)  ainsi  obtenues  sont  analogues  aux 
lignes  géodésiques  des  surfaces,  mais  elles  ne  donnent  la  solution 
d'aucun  problème  de  Calcul  des  Variations,  tout  au  moins  de  la 
nature  de  ceux  qu'on  a  considérés  jusqu'ici.  Le  problème  du 
Calcul  des  Variations  qui  correspond  à  celui  des  lignes  géodé- 
siques pourrait  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Parmi  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  l'équation  différentielle 

(  46  )  c  dx  -+-  c'  dy  -+-  c"  dz  =  o, 

trouver  celle  qui  permet  d'aller  d'un  point  à  un  autre  par  le 
chemin  le  plus  court.  L'application  pure  et  simple  des  méthodes 
du  Calcul  des  Variations  conduit  à  la  considération  de  l'intégrale 

/  ds  —  l(c  dx  -f-  c' dy  -+-  c" dz), 

et  aux  équations  différentielles 

/   dïx  d\       ..  ["  dy  I  de         àc\         dz  I  de         de"  \  1 

I    ds2  ds    '     "  L  ds  \àx        dy  J         ds\dz         dx  )  \  ~ .    ' 


(47) 


d2r  ,  d\          Ydz  fdc"  dc'\  dx  f  de'          ()c\l 

ds1  ds  ~r~     \__ds\dy  dz)  ds\dx         dy  J  j 

d%z  „  d)s       ,  r  dx  /  de  dc"\  dy  f  de"        ^c'\1 

ds'1  ds         ~  [  ds  \dz  dx  )  ds  \  dy  ~  ~dz  J  J  ~  °' 
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qui  forment  un  système  du  quatrième  ordre,  lorsqu'on  leur  adjoint 
l'équation  (46). 

Si  on  les  multiplie  successivement  par  a,  «',  a",  puis  par  6,  b' , 
b",  puis  par  c,  c',  c",  on  obtient  trois  équations  équivalentes,  qui 
se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 


(48) 


p  ds 

On  voit  que,  si  l'on  a 


h  Ai  =  O, 

0 

COSTH  dl  . 

—j — |-  A(  r3siruo  -+-  Q3cosw)  =  o. 


I  =  o, 


on  retrouve  la  propriété  du   plan   osculaleur    des    lignes  géodé- 
siques. 


'44 


NOTE  IL 


SUR    LE    MOUVEMENT    DES    CORPS    PESANTS    ET    LE    PRINCIPE 
DE    LA    MOINDRE    ACTION. 


1.  Dans  son  beau  Traité  de  Calcul  des  Variations,  1. 1,  p.  4 1 4) 
M.  J.  Hadamard  a  examiné  les  questions  de  maximum  et  de  mini- 
mum qui  se  rattachent  à  la  considération  de  l'intégrale 


—  /  \fy  s/dx*  -+-  d}ri 


Cette  intégrale,  étendue  à  un  arc  de  courbe  quelconque,  est  ce 
qu'on  nomme  Y  action,  dans  le  mouvement  d'un  corps  pesant  pour 
lequel  la  loi  de  la  vitesse  serait  donnée  par  la  formule 

(  i  )  v=  \J-iy, 

l'accélération  g  étant  supposée  prise  pour  unité  et  la  vitesse  deve- 
nant nulle  quand  le  mobile  s'élève  à  la  hauteur  de  l'axe  des  x, 
l'axe  des  y  étant  dirigé  vers  le  bas.  Ayant  eu  à  traiter  dans  mon 
cours  les  questions  résolues  par  M.  Hadamard,  j'ai  retrouvé  les 
résultats  obtenus  par  ce  très  habile  géomètre  à  l'aide  de  calculs 
plus  simples  et  plus  complets,  que  je  vais  reproduire  ici. 

Considérons   toutes  les   trajectoires  du  mobile   passant   par   le 
point  fixe  A  {Jig.  42)>  de  coordonnées 

&  =  o,       y=yo- 
Ce  sont  des  paraboles,  et  si  l'on  pose 

(•2)  Vo=  P2,  ?==+V/^, 

la  loi  du  mouvement  est  définie  en  fonction  du  temps  par  les  deux 
équations 


(3)  #  =  v/p3  —  ***i      y—  - — 0Lt+^- 
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où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  nécessairement  inférieure 
à  $  en  valeur  absolue.  Celte  constante  est  égale,  au  signe  près, 
à  la  composante  verticale  de  la  vitesse  initiale;  de  sorte  que,  si  a 
est  positive,  la  parabole  commence  par  s'élever;  le  mobile  descend, 
au  contraire,  si  a  est  négative. 

Toutes  les  paraboles  partant  du  point  lixe  A,  ou  de  tout  autre 

Fig..  rr- 


point,  ont  une  propriété  qu'on  a  remarquée  depuis  longtemps. 
Elles  ont  pour  directrice  commune  Ccixe  des  x',  mais  peut-être 
n'a-t-on  pas  donné  la  véritable  origine  de  cette  propriété  si  géné- 
rale. Elle  réside  dans  ce  fait  que,  lorsque  le  mobile  remonte  au 
point  imaginaire  où  la  parabole  coupe  l'axe  des  x,  sa  vitesse 
doit  devenir  nulle  d'après  Ja  formule  (i),  et  comme  la  compo- 
sante horizontale  de  cette  vitesse  est  une  constante  différente 
de  zéro,  il  faut  nécessairement  que  le  coefficient  angulaire  do  la 
tangente  à  la  parabole  devienne  ±  i;  ce  qui  précisément  est  la 
propriété  caractéristique  des  points  appartenant  à  la  direc- 
trice. 


12.   Cette  propriété  des  paraboles  trajectoires  d'avoir  pour  direc- 
D.  —  H.  35 


546  NOTE    II. 

trice  l'axe  des  x  a  été  utilisée,  comme  on  sait,  pour  la  construc- 
tion des  trajectoires  qui  passent  par  deux  points.  Si  l'on  veut,  en 
effet,  que  la  trajectoire  partie  de  A  atteigne  le  point  B  {fig.  42)> 
on  connaîtra  les  distances  A.O,  BO'  des  deux  points  A  et  B  à  la 
directrice.  Le  foyer  de  la  trajectoire  cherchée  sera  donc  à  l'inter- 
section  des  cercles  décrits  de  A  et  de  B  comme  centres,  respec- 
tivement avec  KO,  BO'  comme  rayons,  ce  qui  donnera  deux 
points  F,  F'  placés  symétriquement  par  rapport  à  AB.  On  verra 
facilement  que  la  condition  nécessah'e  et  suffisante  pour  que  ces 
points  existent  est  qu'on  ait 

AO  +  BO'>  AB. 

Si  le  point  A  est  donné  et  si  l'on  mène  la  parallèle,  A'x1  à  Ox,  à 

une  distance  telle  que  OA'  =  OA,  la  condition  précédente  peut 

s'écrire 

AB<  BH. 

Elle  exprime  que  le  point  B  doit  se  trouver  à  l'intérieur  de  la 
parabole  de  sûreté,  qui  a  le  point  A  pour  foyer  et  Ox  pour  tan- 
gente au  sommet.  Si  le  point  B  vient  sur  la  parabole  de  sûreté,  les 
deux  points  F,  F'  viennent  se  confondre  en  un  seul  situé  entre  A 
et  B.  De  là  résulte  cette  propriété  que  les  paraboles  trajectoires 
touchent  leur  enveloppe,  la  parabole  de  sûreté,  en  un  point  situé 
sur  le  prolongement  de  la  ligne  qui  joint  le  point  A  à  leur  foyer. 

3.  Après  ces  préliminaires,  arrivons  à  la  question  essentielle 
que  nous  avons  en  vue.  On  considère  un  arc  AB  de  la  trajectoire 
du  mobile.  L'intégrale 

Je  B  <r  * 

v  ds  =    /      s/'zy  ds 
A  «/a. 

sera-t-elle  plus  petite  pour  l'arc  de  la  trajectoire  que  pour  tout 
autre  chemin  réunissant  les  points  A  et  B?  Voici  ce  qui  résulte 
des  théories  générales  du  Calcul  des  Variations  : 

Le  minimum  aura  certainement  lieu  si  le  point  B  est  suffisam- 
ment voisin  du  point  A.  Soit  B'  le  point  où  la  trajectoire  vient 
toucher  la  parabole  de  sûreté.  Quand  B  atteindra  le  point  B',  l'in- 
tégrale cessera  d'être  minimum,  même  si  l'on  se  borne  à  comparer 
sa  valeur  à  celle  qui  serait  prise  sur  des  chemins  infiniment  voi- 
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sins;  de  sorte  que  l'intégrale  cessera  d'être  un  minimum  absolu 
avant  que  le  point  B  ait  atteint  le  poiut  B'  et  que,  à  partir  du 
point  B',  elle  cessera  d'être  minimum,  même  si  l'on  se  borne  à  la 
comparer  aux  chemins  infiniment  voisins.  Voir,  par  exemple,  les 
Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces  (Livres  V  et  VI). 

Si,  comme  il  est  naturel,  on  veut  chercher  le  chemin  qui  donne 
le  minimum  de  l'action  entre  A  et  B,  on  se  trouve  en  présence 
d'une  difficulté  qui  offre  quelque  chose  de  paradoxal.  Pour  ce 
chemin,  semble-t-il,  la  variation  première  de  l'action  doit  être 
nulle,  propriété  qui  caractérise  les  paraboles  trajectoires.  Il  semble 
donc  qu'on  n'ait  le  choix  qu'entre  les  deux  tracés  suivants  :  i°  la 
parabole  qui  va  directement  de  A  à  B;  i°  la  seconde  parabole  qui 
n'atteint  le  point  B  qu'après  avoir  touché  la  parabole  de  sûreté 
en  B".  La  première  de  ces  paraboles  doit  être  écartée,  nous  le 
savons.  Il  en  est  de  même  aussi  de  la  seconde,  puisqu'elle  cesse 
même  de  fournir  un  minimum  relatif  dès  que  le  point  B  a  dépassé 
le  point  B'.  Où  donc  est  Je  chemin  donnant  le  minimum  de 
l'action? 

4.  Pour  résoudre  cette  difficulté,  il  faut  remarquer  que  la  varia- 
tion première  de  l'intégrale  ne  doit  être  nulle  que  pour  les  chemins 
qui  Mottent  en  quelque  sorte  à  l'intérieur  de  la  portion  du  plan 
pour  laquelle  v  est  réelle  ety  positif.  Si  l'on  considère  un  chemin 
empruntant  une  partie  de  l'axe  des  x,  qui  sépare  la  portion  du 
plan  où  l'expression  de  v  est  réelle  de  celle  où  cette  expression 
devient  imaginaire,  il  est  possible  qu'il  donne  une  solution  de  la 
question.  On  est  ainsi  conduit  à  envisager  le  chemin  AOO'B 
composé  de  deux  parties  à  l'intérieur  de  la  surface  AO  et  O'B,  pour 
lesquelles  la  variation  première  de  l'action  est  nulle,  et  de  la 
partie  00',  pour  laquelle,  v  étant  nulle,  l'action  elle-même  est 
nulle  et  ne  peut  qu'augmenter,  par  conséquent,  si  l'on  rem- 
place 00'  par  tout  autre  chemin  au-dessous  de  Ox. 

On  trouve  aisément  que  l'action  suivant  AO  est  égale  à  -  (ay)2. 

3 

Suivant  O'B  elle  est  de  même  -(ly^)'1.  Donc  l'action  X'  suivant  le 
chemin  AOO'B  a  pour  valeur 

s  s  s 

(5)  *l.'=i  (ïyY-^l;  (a/of  =  \  p+  l  {i1  —  iy.t -+-$-)-■ 
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D'autre  part,  l'action  suivant  l'arc  de  parabole  AB  se  calcule  aisé- 
ment. On  a 

f     iydt=  —  —  atz-hfizt. 

o  6 

On  voit  donc  que  cette  action   JU   cessera  d'être  minimum  si 

l'on  a 

X  >  dV, 
c'est-à-dire 

Elevant  au  carré  et  supprimant  le  facteur  positif  ([3 —  a)t,  il 
vient  comme  condition  nécessaire 

(8)  3(a-f-P)«3  —  2(p-+-2a)2Z2-+-6P2(p-h2a)*  —  60* >  o. 

D'autre  part,  si  l'on  pose 

(9)  y(f)  =  3(ia_)_p)^_2(p_t_2x)2^+6p(p  +  2a^_.çpV! 

et  si  l'on  se  rappelle  que  a  est,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  [3, 
l'identité 

montre  que  le  premier  membre  de  l'inégalité  (7)  sera  toujours 
positif  toutes  les  fois  que  t  elf(t)  seront  positifs.  Donc  l'inéga- 
lité (7)  sera  toujours  vérifiée,  dès  que  l'inégalité  (8)  le  sera.  11 
reste  à  discuter  cette  dernière  inégalité. 

On  y  parvient  aisément  en  faisant  usage  de  l'identité 

(.o)  2  p«/(|}  =  ll  (  p  -  «)(4a  -H  5  P)*  -  [3  p«-  t(  p  -h  2a)]', 

qui  montre  que  le  polynôme /'(£)  est  la  différence  de  deux  cubes 
et  n'admet,  par  suite,  qu'une  racine  réelle. 

Comme,  dans  l'inégalité  (8),  le  premier  et  le  dernier  terme  sont 
évidemment  de  signes  contraires,  on  voit  que  le  polynôme  f(l) 
aura  sa  racine  réelle  positive  et  que  l'inégalité  (8)  sera  vérifiée 
pour  toutes  les  valeurs  de  L  supérieures  à  cette  racine,  et  seulement 
pour  celles-là. 

o.   Donc,  quand  le  mobile  s'éloignera  sur  la  trajectoire,  il  arri- 
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vera  toujours  un  moment  où  le  principe  de  la  moindre  action  ces- 
sera d'avoir  lieu.  Mais  ici  il  y  a  deux  cas  à  distinguer.  Il  peut 
arriver  que  la  portion  de  la  trajectoire  réellement  décrite  par  le 
mobile  vienne  en  contact  avec  la  parabole  de  sûreté.  C'est  ce  qui 
a  lieu  pour  la  branche  ABB'.  Mais  il  peut  arriver  aussi  que  la  por- 
tion de  la  trajectoire  décrite  par  le  mobile  ne  louche  pas  la  para- 
bole de  sûreté.  C'est  ce  qui  aurait  lieu  si  l'on  faisait  décrire  au 
mobile  l'arc  ABW  de  la  même  trajectoire. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  B'  correspond  à  une  valeur  de  t 
qu'on  calcule  aisément  et  qui  a  pour  valeur 

(n)  *=£-         (a>o). 

Comme  on  a 

f(^\_  (ft  —  a)34(332  +  3a3  +  a2) 


on  voit  que/Y  —  )  sera  positive  et,  par  conséquent,  comme  nous 

l'avions  prévu,  la  propriété  de  minimum  de  l'action  cessera  d'avoir 
lieu  pour  un  point  B  compris  entre  A  et  B'. 

On  peut  même  préciser  un  peu  plus  la  position  du  point  B. 

Si  l'on  cherche  l'intersection  de  la  parabole  trajectoire  avec  le 
cercle  oscillateur  au  sommet  de  la  parabole  de  sûreté,  cercle  qui  a 

pour  équation 

x*-±y*—4yyit=.  o, 

on  est  conduit  à  l'équation  en  t 

(**—  32)(*2  —  4*£+3  32)  =  o, 

qui  peut  avoir  quatre  racines  réelles.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que 
la  racine  t  =  [3  correspond  au  premier  point  où  la  trajectoire  du 
mobile  rencontre  le  cercle. 
Comme  on  a 

/(3)  =  32(3-f-8a)(3-a), 

et  comme,  dans  le  cas  que  nous  étudions,  a  est  positif,  on  voit 

qu'on  aura 

/(P»o. 

La  racine  unique  et  positive  de  f{t)  sera  donc  inférieure  à  (3. 


550  NOTE    II. 

Donc,  pour  chacune  des  trajectoires  considérées,  le  minimum  de 
V action  cessera  d'avoir  lieu  avant  que  la  trajectoire  sorte  du 
cercle  oscillateur  au  sommet  de  la  parabole  de  sûreté. 

Arrivons  maintenant  aux  portions  de  trajectoire  telles  que  AB'" 
pour  lesquelles  le  mobile  ne  viendra  jamais  en  contact  avec  la 
parabole  de  sûreté.  Alors  il  n'y  a  aucune  limite  supérieure  à 
assigner  à  t  qui  sera  donné  par  l'équation 


(12) 


U  ^—^  (4 a  -+-  5£)2+  p:+2«r  1=3^. 


Ce  qu'on  peut  assurer,  c'est  que  le  minimum  de  l'action  aura 
certainement  lieu  tant  qu'on  aura 

Nous  laissons  ce  point  à  vérifier  au  lecteur  et  nous  allons  construire 
la  courbe  (C),  lieu  des  points  B  pour  lesquels  le  minimum  cesse 
d'avoir  lieu. 

6.   On  se  rendra  compte  comme  il  suit  de  la  forme  de  cette 
courbe.  Introduisons  la  variable  u  définie  par  l'équation 

(i3)  (3  —  a  =  2«3(4a-t-5l3), 

qui  donne 

.     ,.  „    I IOÎ(3 

(14)  a  = 


En  vertu  de  l'équation  (io),  on  aura 

3P2=(^2«+-J^k 

■   Y  I+  §uA  / 

(i5)  t=$ 


d'où 

i-2«  +  4«2  i  -t-  8  u* 


(l-«)(l+2«)  r  (l —  lt){ï-\-1Uj- 

On  aura  aussi 

ce  qui  permettra  d'obtenir,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
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courbe  (C),  les  expressions 


/      \  v/«J(i  —  »')  9«2 

(i;)         X  =  i2Yo  — ! — >  Y—   —, Yo- 

On  a  donc  affaire  à  une  courbe  elliptique.  Aux  formules  précé- 
dentes, on  peut  joindre  les  identités 

4  >To  —  a?2  =  3b  v„  — —  •> 

(l8)  { 

,  ,  ,   (l —  •2U){lll'  —  i«-t-2)(2  -+-  U  -+-  4  "2 4  M3) 

4rro--2-^  =  975*2  l (l-lO*0  +  aa)v ' 

qui  fournissent  d'utiles  indications. 

D'après  la  première  formule  (17),  u  ne  peut  varier  qu'entre  o 
et  1.  D'après  la  première  formule  (18),  la  courbe  (C),  tangente 
au  sommet  de  la  parabole  de  sûreté,  est  à  l'intérieur  de  cette 
parabole. 

Elle  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y  et, 
comme  on  a 

,     s     dx        ox             i-4-2î£2  dy  1  _i_  o  7/2 

('•>)    -717  =  ^7  .,,.    ,    ...,w TTH'         -JT.=^y 


du         2     u(i-huu)(i — u3)  du  u(\ — u){\-\-  iu) 

x  et  y  croissent  avec  u  et  la  courbe  affecte  une  forme  parabolique. 
Quand  a  s'approche  de  1,  x  ely  deviennent  infinis  et  leurs  valeurs 
principales  sont 

-W"       '      yo,      y-      y» 


■5     /T^7.  J      o-«)2 

ce  qui  donne  approximativement 

9     x* 

Ainsi,  la  branche  parabolique  de  la  courbe  (C)  est  telle   qu'elle 

finit  par  rentrer  à  l'intérieur  de  toutes  les  paraboles  trajectoires. 

Les  valeurs  (19)  nous  donnent  le  coefficient  angulaire   de  la 

tangente  sous  la  forme 

\_ 
.  dy        (u  -t-  u--+-  u3)'1 

(20)  ^=— 3— 

(i  —  uy- 
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Comme  —-  ne  cesse  de  croître,  la  courbe  (C)  n'a  pas  de  poinl 

d'inflexion.  Nous  l'avons  dessinée  dans  la  figure  43. 

Au    point   de   contact    avec    la   parabole   de   sûreté   en    O,    la 


courbe  (C)  a  un  véritable  point  singulier;  mais  ce  point  est  non 
apparent. 

7.  On  peut  aborder  la  solution  de  la  question  précédente  par 
une  voie  toute  différente,  qui  nous  donnera  quelques  nouveaux 
résultats. 

On  a  vu  que,  pour  résoudre  le  problème  de  Mécanique  posé 
conformément  aux  principes  de  Jacohi,  on  peut  envisager  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

et  chercher  une  intégrale  complète  de  celte  équation.  Choisissons 
la  suivante  : 

(2'>.)  6  =  ax  +  -  (2JK  —  a2)7—  aav-  5  (»^o—  ^Y- 
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Si  l'on  prend  la  dérivée  par  rapport  à  a,  l'équalion 

I  ± 

(23)  o  =  x  —  x0-+-  «.(a^o —  a2)2  —  ^(^y  —  a2)2 

représentera   toutes  les   trajectoires    paraboliques    passant  par  le 
point  (.z0,  y0),  et  la  formule  (22)  donnera  V action  prise  du  point 
(^oj  JKo)  au  point  (x,  y).  En  éliminant  a  entre  les   équations  (22) 
et  (23)  on  aura  donc  une  formule  donnant  celte  action. 
L'élimination  se  fait  de  la  manière  suivante.  On  a 

/  x  -1 

x  —  x0  =  *(*y  —  a2)2  —  a(2^0—  a2)2, 

(24) 

!  a«.(.r  —  JKo)  =  (a?  —  a?o)  L('-*JK  —  a2)2  +  (2jk0—  «2)2J. 

De  là,  on  tire 

I        /  ox4  2a2(y—  jko) 

l  2  a  (  2  v  —  a2)-=       x  —  x0-\ : — -  > 

t    K\  x  —  x0 

i         /                 »xv                                 2  a2  (y—  jK0) 
2a(2jKo— «-)"=  —x  +  x0-i 

Posons 

(26)  r*=(x  —  x0y--^(y—  jKo)2. 

En  élevant  au  carré  une  des  formules  (20),  il  viendra 

4  a4  /'2 

(27)  — — —  -4a2(j-f-j0)-+-(^  —  ^o)2=o. 

{X  U-u  )- 

Si  l'on  forme  des  carrés  avec  le  premier  et  le  dernier  terme  de 
cette  équation,  on  est  conduit  aux  résultats 


(28) 


h  x  —  x0  =  2  a  A, 

X  —  Xit 


x  -h  x0  =  ia  A', 


où  l'on  a  posé,  sans  rien  préjuger  encore  sur  le  signe  des  radi- 
caux, 


(29)  \=1/r-hy-hyo,        A'  =  \/y-+-j'0—r, 
et  par  conséquent 

(30)  A2—  A'2=2/\ 
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On  trouve  ainsi 

t  =  -(A-f-A').         x  —  ,r0=a(A  —  A'), 

\  x  —  x0        -i 

(3[M  1  1 

(  (27-*-)-=  A-^  +  â-tt'      ^-a'^^  +  ÂT^" 

En  portant  toutes  ces  valeurs  dans  G,  il  vient,  après  réductions, 
la  formule  élégante 

(32)  9=  I  A»  -  |  A'«=i  (#•-+- jr+^-  |(/+.ro -r)«, 

qui  représente  l'action  entre  les  deux  points  (a;,  y),  (a?0,  j^o)  et 
que  j'ai  déjà  donnée  sous  une  forme  équivalente  [p.  462];  elle 
revient  au  fond  à  la  célèbre  formule  donnée  par  Lambert  pour 
l'aire  d'un  segment  parabolique. 

Comme  l'action  doit  être  positive,  le  premier  radical  doit  être 
pris  avec  le  signe  +  ,  et  le  second  doit  l'être  avec  le  signe  —  ou  le 
signe  -f-,  suivant  qu'il  s'agit  de  la  parabole  qui  va  directement  d'un 
point  à  l'autre  ou  de  celle  qui  ne  parvient  en  B  qu'après  avoir 
touché  la  parabole  de  sûreté. 


8.   Il  résulte  de  ce  calcul  que  la  courbe  (G)  étudiée  plus  haut 
aurait  pour  équation 

3  lis 

(33)  (JK-+-.70+  /•)■'  —  (r+Jo— >');!  =  (2JKo):i+(^K)2, 

On  peut  rendre  cette  équation  rationnelle  en  élevant  au  carré, 
ce  qui  donne 

î  3 

(r-t-.To)3+-3(7+jo)>'2—  4j3—  4jKo  =  (4X7o)2+[(jK+ro)2—  '"T- 

Faisons,  comme  dans  le  premier  calcul,  a;0=o.  Nous  aurons, 
en  réduisant, 

1  1 

(34)  3(jK+JKo)^2— (4jKJKo)2=  (4jkjko—  a?2)2- 

Elevant  au  carré  et  supprimant  le  facteur  x2,  on  trouve 

(35)  ^+3^(3^_h37|  +  2jK7o)  +  48jK2jK2  =  48(r+ro)(rro)2- 
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Une  nouvelle  élévation  au  carré  donne  l'équation  de  la  courbe 
sous  forme  rationnelle 

(36)  0*-+-  3.r2(372-4-  3jg+  2770)+  4$y2yU2  =  4$~ (y  -+- yo)2y3y'i- 

On  trouve  ainsi  une  courbe  du  huitième  degré  ayant  à  l'origine, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  un  point  singulier  qui  offre 
l'apparence  d'un  point  ordinaire. 

Cette  courbe  du  huitième  degré  est  coupée  en  deux  points  au 
moins  par  toutes  les  paraboles  trajectoires.  Ces  points,  situés  de 
part  et  d'autre  du  point  A,  sont  ceux  pour  lesquels  l'action  à  partir 
de  A  cesse  d'être  minimum. 

Mais  les  trajectoires  paraboliques  pour  lesquelles  le  coefficient 
angulaire  de  la  tangente  en  A  est  supérieur  en  valeur  absolue  au 
minimum 

l  -+-  2  \A 
3/- 

qui  correspond   à  la  valeur  u=— ,   coupent  la  courbe  (C)  en 

quatre  points.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'établir  jce  résultat, 
qui  n'a  aucune  influence  sur  notre  discussion. 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  discuter  d'une  manière  complète, 
dans  un  cas  particulier,  l'application  du  principe  de  la  moindre 
action  auquel  certains  veulent  attribuer  une  importance  et  une 
portée  philosophique  qui  nous  paraissent  exagérées.  On  pourra 
étudier  de  même  le  mouvement  d'un  mobile  attiré  par  un  centre 
fixe  conformément  à  la  loi  de  Newton.  Mais  on  voit  déjà  combien 
les  résultats  se  présentent  sous  une  forme  compliquée  quand  il 
s'agit  du  problème  le  plus  simple  de  la  Mécanique. 


O 
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RECHERCHE  DES  ÉQUATIONS  DE  LAPLACE  QUI  ADMETTENT  DES 
SOLUTIONS  PARTICULIÈRES  LIÉES  PAR  UNE  RELATION  QUADRA- 
TIQUE   A    COEFFICIENTS    CONSTANTS. 


1.  Aa  cours  de  cet  Ouvrage,  nous  avons  rencontré  plusieurs 
fois  des  équations  de  Laplace  qui  admettent  des  solutions  particu- 
lières liées  par  une  relation  quadratique  à  coefficients  constants. 
Par  exemple,  si  l'on  rapporte  une  surface  au  système  de  coor- 
données formé  par  les  lignes  de  courbure,  l'équation  tangentielle 
relative  à  ce  système  conjugué  admet  comme  solutions  particu- 
lières, en  même  temps  que  les  paramètres  directeurs  de  la  nor- 
male a,  v,  w,  coefficients  de  x,  y,  z  dans  l'équation  du  plan  tan- 
gent, la  solution  h  liée  aux  précédentes  par  la  relation 

11- —  lû —  p2 —  w-  =  o. 

Cette  équation  a  donc  quatre  solutions  particulières  liées  par  une 
relation  quadratique  homogène  [I,  p.  292]. 

De  son  côté,  l'équation  ponctuelle  relative  à  ce  même  système 
conjugué  formé  par  les  lignes  de  courbure  admet  comme  solutions 
particulières,  en  même  temps  que  les  coordonnées  rectangu- 
laires x,  y,  z,  la  fonction 

en  sorte  qu'elle  admet  les  cinq  solutions  X,  y,  z,  9  et  9'  =  1  liées 
également  par  la  relation  quadratique  homogène 


66'= 


■y* 


à  coefficients  constants  [1,  p.  206].  Nous  avons  vu  (n°  144)  que, 
réciproquement,  toutes  les  fois  qu'on  aura  une  équation  de  Laplace 
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jouissant  de  la  propriété  d'admettre  cinq  solutions  particulières 
liées  par  une  équation  homogène  du  second  degré  à  coefficients 
constants,  on  pourra,  d'une  infinité  de  manières,  obtenir  une  sur- 
face dont  on  saura  déterminer  les  lignes  de  courbure. 

Ces  deux  exemples  ne  sont  pas  les  seuls  dans  lesquels  on  ren- 
contre des  équations  de  Laplace  jouissant  de  la  propriété  indiquée. 
Nous  avons  vu  également  (II,  n°  478)  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'une  sphère  dépendante  de  deux  paramètres 
enveloppe  une  surface  sur  les  deux  nappes  de  laquelle  les  lignes 
de  courbure  se  correspondent  est  que  les  six  coordonnées  de  la 
sphère  satisfassent  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  Les  caractéristiques  de  cette  équation  sont 
précisément  les  lignes  de  courbure  qui  se  correspondent  sur  les 
deux  nappes  de  l'enveloppe;  de  sotie  que,  si  l'on  prend  comme 
variables  indépendantes  les  paramètres  de  ces  lignes  de  courbure, 
on  obtient  une  équalion  de  Laplace  admettant  comme  solutions 
particulières  les  six  coordonnées  d'une  sphère,  entre  lesquelles 
existe,  comme  on  sait  (n°  lo6),  la  relation  homogène  à  coefficients 
constants 


Nous  avons  vu  également,  au  n°  483,  que,  si  l'on  considère  une 
congruence  rectiiigne,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes 
de  la  surface  focale  de  la  congruence  est  que  les  six  coordonnées 
de  chaque  droite  de  la  congruence,  qui  sont  fonctions  de  deux 
paramètres  variables,  vérifient  une  même  équation  linéaire  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  qui  devient  une  équation  de 
Laplace  lorsqu'on  prend  comme  variables  indépendantes  les  para- 
mètres des  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  qui  se  corres- 
pondent sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale.  Comme  les  six 
coordonnées  d'une  droite  sont  liées  par  une  relation  quadratique 
à  coefficients  constants,  on  retrouve,  ici  encore,  la  propriété  que 
nous  nous  proposons  d'étudier. 

2.  Les  exemples  que  nous  venons  de  rappeler  suffisent  à  mon- 
trer toute  l'importance  que  présentent  en  Géométrie  les  équations 
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de  Laplace  admettant  des  solutions  particulières  liées  par  une 
relation  quadratique  à  coefficients  constants.  M.  Guichard,  qui 
les  a  rencontrées  dans  ses  très  importants  travaux,  a  donné  des 
méthodes  élégantes  qui  permettent  de  les  déterminer  toutes. 
L'exposé  complet  de  ces  méthodes,  qui  reposent  surtout  sur  l'em- 
ploi d'un  élément  que  M.  Guichard  a  nommé  le  déterminant 
orthogonal,  nous  entraînerait  trop  loin.  Nous  nous  bornerons  à 
faire  connaître  un  procédé  tout  à  fait  élémentaire,  qui  nous  est 
suggéré  par  les  développements  donnés  au  cours  de  ce  Vobune, 
et  qui,  en  fait,  conduit  au  but  cherché. 

Ce  procédé  repose  sur  la  remarque  suivante  : 

Considérons  une  équation  de  Laplace  ramenée  à  la  forme 

<*s!9  d<)       ,  dti 

(i)  - — r+ar  +  i7=0 

du  dv  du  dv 

qui  est  privée  du  terme  en  0  et  qu'on  peut  obtenir  immédiate- 
ment dès  que  l'on  connaît  une  solution  particulière  quelconque 
de  l'équation  proposée.  Si  cette  équation  admet p  solutions  xi 
satisfaisant  à  la  condition 


dx'i  dxi 

du    dv  ' 


il  ne  pourra  se  présenter  que  les  trois  cas  suivants  :  ou  bien 
l'on  aura 

p 
(4)  £vj  =  o; 

i 

ou  bien,  les  xt  ayant  été  multipliées  par  une  constante  conve- 
nable, on  aura 

p 

(5)  2^=,; 

1 

ou  bien  l'on  aura 

p 

1 
xp+{  étant  une  solution  nouvelle  de  l'équation  proposée. 
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La  démonstration  de  ce  lemme  s'obtient  immédiatement. 
Elle  résulte  de  ce  fait  qu'en  vertu  de  la  condition  (2), 


p 
V 


vï 


est  une  solution  particulière  de  l'équation  proposée  (1). 

Cette  solution  8  peut  être  nulle,  elle  peut  se  réduire  à  une  con- 
stante, enfin  elle  peut  être  une  fonction  quelconque,  ce  cjui  cor- 
respond aux  trois  cas  signalés. 

Dans  le  cas  où  c'est  la  relation  (4)  qui  a  lieu,  l'équation  pro- 
posée admet/?  solutions  x ;,  liées  par  la  relation  quadratique  (4),  et 
la  même  propriété  subsiste  si  l'on  multiplie,  en  effectuant  la  subs- 
titution 8'=:  ÔA,  toutes  les  solutions  de  l'équation  (1)  par  la  fonc- 
tion h. 

Dans  le  cas  où  c'est  la  relation  (5)  qui  a  lieu,  l'équation  (1) 
admet  les  /)  +  i  solutions  xi  et  1 ,  liées  par  la  relation  homo- 
gène (5);  et,  de  même,  l'équation  obtenue  en  multipliant  par  h 
toutes  les  solutions  de  (1)  admet/?  +  1  solutions  particulières,  liées 
par  une  relation  quadratique  homogène. 

Enfin,  si  c'est  la  relation  (6)  qu'on  doit  choisir,  on  a  p  -f-  2 
solutions  xK ,  .  .  .,  xp,  xp+i,  1,  liées  par  une  relation  quadratique 
homogène,  et  la  même  propriété  s'étend  à  toutes  les  équations 
qu'on  obtient  en  multipliant  par  une  fonction  arbitrairement 
choisie  h  les  solutions  de  l'équation  (1). 

3.   Ce  point  étant  établi,  considérons  une  équation  de  Laplace 

(7)  -—  +a-+6-+c')  =  o 
v  '  '  du  ov  ou  ov 

admettant/?  solutions 

liées  par  une  relation  quadratique  homogène,  que  nous  suppose- 
rons ramenée  à  la  forme 

(8)  6f  +  ...+  0/2,=  o, 

ce  qui  est  toujours  possible.  Si  B0  est  une  solution  particulière  de 
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l'équation  (-),  nous  pourrons  faire  la  substitution 
(9)  0  =  0o*. 

L'équation  en  a  prendra  la  forme 


(10) 


t)S(I 


du  dv  du 

et  elle  admettra  les  p  solutions 

(il)  Vh  = 


àa  di 


dv 


On 


liées  comme  les  premières  par  la  relation 

(12)  cr  j  -+-.  .  .-f-  aj,z=  o. 

On  peut  passer  de  l'équation  (10)  à  une  équation  de  même 
forme  par  un  procédé  identique  à  ceux  que  nous  avons  employés 
au  Livre  IV,  Chap.  VII  (n°  391). 

Proposons-nous  de  chercher  si  l'on  peut  déterminer  deux  fonc- 
tions h  et  k  telles  qu'il  existe,  pour  toute  solution  1  de  l'équa- 
tion (10),  une  fonction  u'  déterminée  par  les  deux  équations 


03) 


d<j'  da 

du  du 


dv  dv 


Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faudra  évidemment  que  l'équation 


dv  \     du 


±('■'-1- 

du\     dv 


soit  identique  à  l'équation  (10). 
Si  l'on  pose 

cela  entraîne  les  relations 


(i5) 


dh 

~dv 


aA, 


àk 
du 


=  — SX: 


d'où  l'on  déduit  les  conditions 

d"-\  dl 


(.6) 
(17) 


du  dv  du 


,da        dl 
du        dv 


o, 


i  h=f[(§t-^)du  +  ^dv\ 


k  =  h  —  X. 
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On  conclut  de  là  :  i°  qu'il  faut  prendre  pour  ~k  une  solution 
quelconque  de  l'équation  (16),  qui  est  l'adjointe  à  la  proposée; 
2°  et  qu'ensuite  h  et  k  s'obtiennent  par  une  seule  quadrature, 
portant  sur  une  différentielle  à  deux  variables. 

On  peut  éliminer  ?  entre  les  deux  équations  (i3)  et  l'on  sera 
conduit  à  l'équation 

.  „  à     i    dn'  d     i    da' 

di>  h  du        du  k    dv 

qui  déterminera  toutes  les  fonctions  <r'. 

En  résumé,  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  une  équation  de 
Laplace  qu'on  saura  intégrer  par  un  procédé  quelconque,  on 
pourra,  par  l'emploi  d'une  solution  particulière  quelconque,  passer 
à  l'équation  (10)  qu'on  saura  également  intégrer.  Et  comme, 
lorsqu'on  sait  intégrer  une  équation,  on  sait  aussi  intégrer  son 
adjointe,  on  pourra  passer  de  la  forme  (10)  à  la  forme  (18)  par 
l'emploi  d'une  solution  de  l'équation  adjointe  (solution  qu'on 
pourra  choisir  arbitrairement)  et  de  la  quadrature  définie  par  la 
première  des  équations  (17).  L'équation  (18)  sera  évidemment  inté- 
grable  dans  tous  les  cas,  puisqu'on  peut  déduire  toutes  ses  solu- 
tions, parles  formules  (i3),  de  celles  de  l'équation  (10). 

4.  Appliquons  cette  transformation  de  l'équation  de  Laplace  à 
la  question  que  nous  avons  en  vue.  Supposons  que  l'équation  (7) 
admette  p  solutions  particulières  Q)7  .  .  .,  9^  liées  par  une  relation 
quadratique  que  nous  supposerons  ramenée  à  la  forme 

(19)  e? -+-... -t-e£  =  o. 

La  substitution  (9) 

(20)"  e  =  eoT, 

où  90  est,  comme  précédemment,  une  solution  particulière  de 
l'équation  (7),  ramènera  cette  équation  à  la  forme  (10)  admettant 
les  p  solutions  particulières 

(21)  at=  ^         (ï  =  i,  2,   ...,/?), 

D.  — II.  36 
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liées  par  la  relation 

p 

(22)  ^j  j?  =  o 


qui  entraîne  la  suivante  : 

(23)  y  -; — r-  =  °i 

— 1  dit   dv 


1 


obtenue  en  différentiant  successivement,  par  rapport  à  u  et  à  v, 
l'équation  (22)  et  tenant  compte  de  l'équation  (10). 

Si  l'on  se  reporte  aux  relations  (i3),  on  voit  tout  de  suite  que 
l'équation  (23)  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 


{  24  )  ^  dts'i  ddj  _ 

du    dv 


P 

2 


Donc,  si  Ton  applique  le  lemme  démontré  plus  haut  au  n"  2  de 
celte  Note,  on  peut  affirmer  que  l'une  des  trois  hypothèses  sui- 
vantes sera  réalisée  : 

Ou  bien  l'on  aura 

/' 

1 

ou  bien 


\  a',2  =  const., 


1 
ou  bien 


a-'       étant  une  solution  nouvelle  de  l'équation  (18). 

Les  deux  premières  hypothèses  se  rapportent  évidemment  à  des 
cas  particuliers.  C'est  la  troisième  qu'il  faut,  en  général,  adopter, 
ejt  l'on  voit  ainsi  que  l'équation  (18)  admet  les  p -h  2  solutions 

particulières 

<7 1 ,      .  .  . ,     ap,     <7/J+ , ,      1 , 

liées  par  la  relation 


Zj  g?  =  <*'p+f 
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Si,  prenant  une  fonction  arbitraire  G'(),  on  pose 

8'=8'0<7', 
l'équation  en  B'  prend  la  forme 

au  ov  ou  àç 

et  elle  admet  p  +  2  solutions  particulières  0'o,  G',,   ...,  Bp+1  liées 
par  la  relation  homogène 

p 

1 

Ainsi,  on  peut  passer  de  l'équation  (7),  admettant/)  solutions 
particulières  liées  par  une  relation  quadratique,  à  l'équation  (7') 
qui  admet,  non  plus  p,  mais  p  +  2  solutions  particulières,  liées 
par  une  telle  relation. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  correspond  au  cas  où  l'on 
passe  de  l'équation  (7)  à  l'équation  (10)  en  employant  une  solu- 
tion arbitraire  de  l'équation  (7).  Voyons  ce  qui  advient  lorsqu'on 
prend  pour  B0  une  combinaison  linéaire  des  solutions  particu- 
lières G/.  Prenons,  par  exemple, 

é'0  =  bp. 

Alors  la  relation  (22)  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

p-i 

2  a? -H  1=0. 
1 

On  pourra  répéter  tous  les  raisonnements  qu'on  a  faits  pour  le 
cas  général,  et  sauf  à  changer/»  en  p  —  1  ;  et  l'on  arrivera  à  cette 
conclusion  que  l'équation  (7')  admettra  cette  fois,  non  plus/?  +  2, 
mais/?  +  1   solutions  liées  par  une  relation  quadratique. 

Enfin,  on  peut  prendre  pour  B0  une  combinaison  linéaire  telle 

que 

Qp-i  +  îQp 

des  solutions  B^. 

Alors  la  relation  entre  les  <r  prendra  la  forme 

,,-2 
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et  l'on  en  déduira  par  dérivation  la  relation 

■^  dit  dtjj  _ 

Zd  du    dv  ~    ' 
1 

qui  conduit  à  la  suivante  : 

p-ï 

^  da'i  da'i 

jLi~dïi~àv   ~ 

1 

d'où  l'on  déduira  comme  précédemment  que  l'équation  (7') 
admettra  seulement  p  relations  liées  par  une  relation  quadra- 
tique. 

En  résumé,  par  les  procédés  indiqués,  procédés  qui  sont  tou- 
jours applicables  toutes  les  fois  que  V équation  est  inté- 
grable,  on  déduira,  de  toute  équation  de  Laplace  admettant 
p  solutions  liées  par  une  relation  quadratique,  une  équation 
de  même  forme,  plus  générale,  admettant,  soit  p-\-i,  soit 
p  -+-  1 ,  soit  p  solutions,  liées  également  par  une  relation  qua- 
dratique homogène  à  coefficients  constants. 

0.  Les  procédés  précédents  conduiront-ils  à  toutes  les  équa- 
tions de  Laplace  jouissant  de  la  propriété  indiquée?  Pour  le  dé- 
montrer d'une  manière  rigoureuse,  il  suffirait  évidemment  d'éta- 
blir que  l'un  de  ces  procédés,  le  dernier  par  exemple,  permet 
toujours  de  passer  d'une  équation  admettant/»  solutions  liées  par 
une  relation  quadratique  à  une  équation  admettant  un  'nombre 
moindre  de  solutions  liées  par  une  telle  relation.  Cette  démonstra- 
tion présentait  de  réelles  difficultés  que  M.  Guichard  a  surmon- 
tées grâce  à  une  analyse  des  plus  élégantes,  par  l'emploi  du 
déterminant  orthogonal,  dans  un  beau  Mémoire  inséré  en  1897 
au  Tome  XIV  des  Annales  scientifiques  de  VEcole  Normale 
supérieure  (p.  4t>7~5i6)  sous  le  titre  suivant  :  Sur  les  systèmes 
orthogonaux  et  les  systèmes  cycliques.  Nous  renverrons  le  lec- 
teur à  ce  Travail,  en  remarquant  seulement  qu'il  est  établi  par 
l'analyse  de  son  Auteur,  que  la  méthode  exposée  dans  cette  Note 
conduit  à  toutes    les  équations  possédant  la  propriété  indiquée. 

6.  Voici  comment  on  pourra  amorcer  son  application.  On 
prendra  comme  point  de  départ  les  équations  de  Laplace  admet- 
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tant  quatre  solutions  liées  par  une  relation  homogène.  On  peut 
faire  correspondre  une  telle  équation  à  tout  système  orthogonal 
connu,  sur  le  plan  ou  sur  la  sphère. 

Imaginons,  par  exemple,  un  système  orthogonal  dans  le  plan 
des  xy.  Les  coordonnées  x  et  y,  considérées  comme  fonctions 
des  paramètres  u  et  c  des  lignes  orthogonales,  satisfont  évidem- 
ment à  une  équation  de  la  forme 

ou  av  ou  oç 

a  et  b  étant  déterminés  précisément  par  la  condition  que  cette 
équation  admette  les  solutions  particulières  x  et  y.  Or,  si  les 
courbes  de  paramètre  a  et  v  sont  orthogonales,  l'équation  précé- 
dente admettra  encore  la  solution  particulière 

Elle  aura  donc  quatre  solutions  x,  y,  B  et  i  qui  seront  évidemment 
liées  par  la  relation  quadratique 

8xi=  3?2h-jk2. 

Si  l'on  prend,  de  même,  un  système  orthogonal  tracé  sur  la 
sphère  (S)  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine,  les  coor- 
données x,  y,  z  d'un  point  de  la  sphère,  considérées  comme 
fonctions  des  paramètres  u  et  v  des  courbes  orthogonales,  satis- 
feront à  une  équation  de  la  forme  (25)  admettant  les  quatre 
solutions  x1  y,  z,  i,  liées  également  par  la  relation  quadratique 
homogène 

x~  -+-  y~  -+-  z2  —  i  =  °- 

Réciproquement,  considérons  une  équation  de  Laplace 

(26)  - — : — \- a h  0  - — hcO  =  o 

ou  ôç  au  ov 

admettant  quatre  solutions  particulières  G,,  G2,  Q3,  B4,  liées  par 
une  relation  quadratique  homogène;  si,  par  une  substitution 
linéaire  à  coefficients  constants,  on  a  ramené  cette  relation  à  la 
forme 

(27)  02+ei  +  6|—  6f  =  o. 
il  est  clair  que  les  quantités 

Oi  B2  9  3 

Cl—  x-,  C2=   7-1  cs=  ô- 

O4  O4.  tj4 
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sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sphère  (S)  de  rayon  i 
ayant  son  centre  à  l'origine,  et  comme  ces  quantités  a  satisfont 
à  une  équation  de  la  forme 

(28) r+Ij-   +    P7    =0, 

du  dv  ou  dv 

on  voit  immédiatement  que  u  et  v  sont  les  paramètres  de  deux 
familles  conjuguées,  c'est-à-dire  de  deux  familles  de  courbes 
orthogonales  (C()  et  (C2),  tracées  sur  la  sphère  (S).  Ainsi,  toute 
équation  de  Laplace  admettant  quatre  solutions  liées  par  une 
relation  homogène  quadratique  peut  se  rattacher  à  un  système 
sphérique  orthogonal,  et  vice  versa. 

Nous  avons  vu  au  n°  162  comment  chaque  solution  de  l'équa- 
tion précédente  (28),  distincte  de  c,,  c2,  c3,  permet  d'obtenir  une 
surface  admettant  les  lignes  (C(),  (C2)  tracées  sur  la  sphère  (S) 
comme  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure.  Si 
donc,  comme  nous  le  supposerons  dans  la  suite,  on  sait  intégrer 
l'équalion  (28),  on  pourra  déterminer  toutes  les  surfaces  admet- 
tant les  courbes  (C4),  (C2)  pour  représentation  sphérique  de 
leurs  lignes  de  courbure. 

Revenons  à  l'équation  (26)  et  à  la  relation  (27)  entre  ses  quatre 
solutions.  Si  l'on  y  effectue  la  substitution 

e  =  (e4-e3)a\ 

on  obtiendra  une  équation 

cï2<s'  ,  da'  di' 

au  dv  du        '     dv 

qui  admettra  les  solutions 

0|  69  .  %L  -h    60 


y=â — 5-'      ^+r: 


e4-e3       J     «4-e. 

et,  par  conséquent,  si  l'on  considère  x  et  y  comme  les  coor- 
données d'un  point  du  plan  des  xy,  u  et  v  seront  les  paramètres  de 
deux  familles  orthogonales  dans  ce  plan.  On  voit  donc  qu'on  peut 
rattacher  toute  équation  de  Laplace  admettant  quatre  solutions 
liées  par  une  relation  quadratique  à  un  système  plan  orthogonal, 
et  vice  versa.  Ce  second  résultat  pourrait  d'ailleurs  se  déduire 
du  premier  par  l'emploi  de  l'inversion. 

Parmi  les  problèmes  dont  l'intégration  de  l'équation  (29)  donne 
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la  solution,  on  peutciler  le  suivant  :  déterminer  toutes  les  surfaces 
pour  lesquelles  les  courbes  d'un  système  conjugué  se  projettent 
sur  Je  plan  des  xy  suivant  les  courbes  du  réseau  orthogonal. 

Après  ces  développements  sur  les  équations  de  Laplace  qui  vont 
nous  servir  de  point  de  départ,  voyons  comment  on  leur  appliquera 
la  méthode  que  nous  avons  proposée. 

Nous  savons  que  cette  méthode  nous  conduira  à  trois  espèces 
différentes  d'équations  : 

i°  Les  unes  admettant  six  solutions  liées  par  une  relation  qua- 
dratique; 

20  Les  autres  admettant  seulement  cinq  solutions  liées  par  une 
telle  relation; 

3°  Et  enfin  les  dernières  admettant  seulement,  comme  l'équation 
initiale,  quatre  solutions  liées  également  par  une  telle  relation. 

Rappelons,  de  plus,  que  toutes  ces  équations  seront  intégrables 
dans  les  mêmes  conditions  que  l'équation  initiale. 

Par  conséquent,  les  équations  de  la  première  catégorie  nous 
fournissent,  conformément  à  une  remarque  déjà  faite  plus  haut, 
des  enveloppes  de  sphères  à  deux  paramètres  sur  les  deux  nappes 
desquelles  les  lignes  de  courbure  se  correspondent,  c'est-à-dire 
des  systèmes  cycliques. 

Celles  de  la  deuxième  catégorie  sont  les  équations  ponctuelles 
relatives  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  courbure 
des  surfaces  qui  admettent  pour  représentation  sphérique  de  leurs 
lignes  de  courbure  le  système  orthogonal  correspondant  à  l'équa- 
tion initiale,  et  elles  permettront  de  déterminer  ces  surfaces. 

Enfin,  celles  de  la  troisième  catégorie  nous  fourniront  de  nou- 
veaux systèmes  sphériques  orthogonaux  pour  lesquels  on  pourra 
résoudre  le  problème  de  la  représentation  sphérique,  dès  qu'on 
saura  le  résoudre  pour  l'équation  initiale. 

Une  fois  obtenues  les  équations  de  Laplace  des  trois  catégories 
on  pourra  poursuivre  indéfiniment  l'application  de  la  méthode. 


FIN   DU  TOME  II  ET  DES  NOTES. 
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suite.  —  Expression  précise  de  la  solution  générale  pour  chacune  de 
ces  équations.  —  Relations  entre  les  intégrales  générales  de  deux  et 
de  trois  équations  consécutives  de  la  suite.  —  Intégrale  générale  de 
l'équation  adjointe.  —  Application  au  cas  où  la  suite  de  Laplace  doit 
se  terminer  dans  les  deux  sens;  nouvelle  solution  du  problème  résolu 
au  Cbapitre  II.  —  Relations  entre  l'équation  proposée  et  son  adjointe. 

—  Indication  de  trois  formes  différentes  sous  lesquelles  on  peut 
mettre  l'intégrale  générale  de  l'équation  aux   dérivées  partielles. 

CHAPITRE  VII. 

Les  équations  à  invariants  égaux i5o 

Rappel  des  propositions  déjà  signalées  relativement  aux  équations  dont 
les  invariants  sont  égaux.  —  Emploi  des  solutions  données  au  Cha- 
pitre précédent.  —  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équa- 
tion proposée  ait  des  invariants  égaux  et  soit  intégrable  par  Ja 
méthode  de  Laplace.  —  Détermination  de  toutes  les  équations  à 
invariants  égaux  dont  l'intégrale  peut  être  oblenue  sous  forme  expli- 
cite. —  Deuxième  solution  de  ce  problème.  —  Théorème  de  Moutard. 

—  Expression  précise  de  la  solution  générale.  —  L'emploi  du  théo- 
rème de  Moutard  permet  d'obtenir  toutes  les  équations  dont  la  mé- 
thode de  Laplace  peut  donner  l'intégrale  générale. 


CHAPITRE  VIII. 

La  résolution  des  équations  linéaires  les  unes  par  les  autres 17e 

Définition  des  expressions  (m,  n).—  Transformation  que  subit  une  telle 
expression  quand  on  applique  la  méthode  de  Laplace.  —  Une  expres- 
sion (m,  n)  est  définie,  en  général,  à  un  fadeur  près,  par  la  condition 
de  s'annuler  quand  on  y  remplace  z  par  m  -+- n  solutions  particulières 
de  l'équation  proposée.  —  Discussion  des  cas  exceptionnels  dans 
lesquels  cette  proposition  se  trouve  en  défaut.  —  Détermination  de 
toutes   les   expressions  (m,  n)  qui   satisfont  à  une   équation   linéaire 
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du  second  ordre.  —  La  méthode  de  Laplace  est  comprise  comme  cas 
limite  dans  celles  qui  résultent  de  l'emploi  des  expressions  (m,  n) 
les  plus  générales.  —  Recherche  de  la  fonction  la  plus  générale 
satisfaisant  à  une  équation  du  second  ordre  et  définie  par  la  quadra- 
ture   /   (P  dx  -+-  Q  dy)  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  de  z  et 

de  ses  dérivées.  —  Application  au  cas  où  P  et  Q  contiennent  les 
dérivées  jusqu'au  premier  ordre  seulement.  —  Extension  au  cas  de  deux 
variables  des  propriétés  des  systèmes  adjoints.  —  L'intégration  de 
l'une  quelconque  des  deux  équations,  ponctuelle  ou  tangentielle,  rela- 
tives à  un  système  conjugué  tracé  sur  une  surface  quelconque  se  ra- 
mène à  celle  de  l'autre. 

CHAPITRE  IX. 

Les   équations   harmoniques.   Applications  analytiques  des  propositions 

développées  dans  les  deux  Chapitres  précédents 206 

Définition  des  équations  et  des  solutions  harmoniques.  —  Groupes  de 
quatre  solutions  liées  par  une  équation  quadratique.  —  Application 
du  théorème  de  Moutard  au  cas  où  l'on  emploie  une  solution  par- 
ticulière harmonique.  —  Théorème  relatif  aux  équations  linéaires  de. 
la  forme 

y"  =  y  [?(0  ■  +  *]. 

—  D'une  telle  équation,  lorsqu'on  sait  l'intégrer  pour  toutes  les  va- 
leurs de  h,  on  peut  déduire  une  infinité  d'autres  équations  de  même 
forme  que  l'on  saura  intégrer  pour  toutes  les  valeurs  de  h.  —  Carac- 
tère distinctif  de  toutes  les  équations  linéaires  qui  dérivent  ainsi 
d'une  même  équation.  —  Étude  d'une  transformation  particulière  qui 
permet  de  passer  d'une  équation  harmonique  à  d'autres  équations 
harmoniques.  —  Formule  générale  permettant  de  rattacher  à  toute 
solution  non  harmonique  d'une  équation  harmonique  une  infinité  de 
solutions  particulières  nouvelles.  —  Reconnaître  si  une  équation  à 
invariants  égaux  est  une  équation  harmonique.  —  Ce  problème  est 
équivalent  au  suivant  :  Reconnaître  si  l'élément  linéaire  d'une  surface 
est  réductible  à  la  forme 

ds-  =  [  tp  (  u )  —  <\>  (  v  )  ]  (  du2  -+-  dv"1). 

—  Application  à  l'équation  d'Euler.  —  Etude  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  plus  générale.  —  Indication  de  quelques  sujets  de 
recherche  auxquels  conduisent  les  propositions  développées  dans  ce 
Chapitre. 

CHAPITRE  X. 

Applications  géométriques 233 

Détermination  de  toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  les  développables 
d'une  congruence  donnée  interceptent  un  réseau  conjugué.  —  L'inté- 
gration d'une  seule  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  permet 
de  résoudre  ce  problème   pour   une   suite    illimitée    de    congruences 
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rectilignes.  —  Problème  inverse:  Étant  donné  un  système  conjugué 
tracé  sur  une  surface,  trouver  toutes  les  congruences  dont  les  déve- 
loppables  interceptent  sur  la  surface  ce  réseau  conjugué.  —  Double 
solution  de  ce  problème  par  l'emploi  des  deux  équations,  ponctuelle 
et  tangentiellc,  relatives  au  système  conjugué.  —  Troisième  problème  : 
Etant  donnés  une  surface  (S)  et  un  réseau  conjugué  sur  cette  surface, 
déterminer  toutes  les  surfaces  (S[)  telles  que  les  développables  d'une 
même  congruence  inconnue  interceptent  sur  (S,)  un  réseau  conjugué 
et  sur  (S)  le  réseau  donné.  —  Relations  géométriques  entre  les  deux 
surfaces  (S)  et  (SJ.  —  Application  au  cas  particulier  où  l'on  établit 
une  correspondance  entre  deux  surfaces  quelconques  par  la  condition 
que  les  plans  tangents  aux  points  correspondants  se  coupent  suivant 
une  droite  située  dans  un  plan  fixe.  —  Cas  où  le  plan  fixe  est  rejeté  à 
l'infini.  —  Correspondance  de  Steiner.  —  Application  à  l'Optique 
géométrique. 

CHAPITRE  XI. 

Les  surfaces  à  lignes  de  courbure  isothermes 253 

Problème  de  Christoffel.  —  Recherche  de  tous  les  cas  dans  lesquels 
la  correspondance  par  plans  tangents  parallèles  établie  entre  deux 
surfaces  détermine  un  tracé  géographique  de  l'une  sur  l'autre.  — 
Différentes  solutions  déjà  connues  de  ce  problème;  les  surfaces  homo- 
thétiques,  deux  surfaces  minima  quelconques.  —  Solution  nouvelle.  — 
Elle  est  fournie  par  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  isothermes.  — 
Théorème  de  Bour  et  de  Christoffel.  —  Application  aux  surfaces 
minima.  —  Les  surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  ont 
leurs  lignes  de  courbure  isothermes,  c'est-à-dire  elles  sont  isother- 
miques. —  On  peut  faire  dériver  de  toute  surface  isothermique  une 
infinité  de  surfaces  isothermiques  nouvelles.  —  Formation  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre  qui  caractérise  les 
surfaces  isothermiques.  —  Seconde  propriété  caractéristique  :  L'équa- 
tion ponctuelle  relative  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de 
courbure  doit  avoir  ses  deux  invariants  égaux.  —  Applications. 


CHAPITRE  XII. 

Trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  surfaces 270 

Condition  pour  que  les  courbes  d'une  congruence  définie  par  deux 
équations  différentielles  du  premier  ordre  soient  normales  à  une 
famille  de  surfaces.  —  Interprétation  géométrique  de  la  relation  ana- 
lytique à  laquelle  on  est  conduit.  —  Condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  droites  d'une  congruence  soient  les  normales  d'une 
surface.  —  Propriétés  relatives  aux  deux  nappes  de  la  surface  des 
centres  de  courbure.  —  Intégrale  première,  obtenue  par  la  Géométrie, 
de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  une  sur- 
face du  second  degré.  —  Etude  du  cas  où  l'une  des  nappes  de  la  sur- 
face des  centres  se  réduit  à  une  courbe.  —  Surface  à  lignes  de  courbure 
circulaires;    cyclide    de    Dupin.    —   Condition   pour  que   les   courbes 
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d'une    congruence    admettent    une    famille    de    surfaces    trajectoires 
orthogonales    lorsque  l'on  connaît  les   équations  en  termes  finis  qui 
définissent  chaque  courbe  de  la  congruence. 

CHAPITRE  XIII. 

Droites  normales  à  une  surface 287 

Théorie  directe  pour  les  congruences  rectilignes.  —  Condition  pour 
que  des  droites  partant  des  différents  points  d'une  surface  soient  nor- 
males à  une  autre  surface.  —  Remarque  d'Hamilton.  —  Équation  aux 
dérivées  partielles  d'une  famille  de  surfaces  parallèles.  —  Applications. 

—  Théorème  de  Malus.  —  Propositions  de  Dupin  relatives  aux  cas  où 
les  développables  formées  par  les  rayons  incidents  ne  sont  pas 
détruites  par  la  réflexion.  —  Définition  des  axes  optiques  d'une  sur- 
face.—  Pour  que  des  rayons  incidents  normaux  à  une  surface  aient 
leurs  développables  conservées  par  la  réflexion,  il  faut  et  il  suffit  que 
ces  développables  découpent  sur  la  surface  réfléchissante  un  réseau 
conjugué.  —  Ombilics  catoptriques  de  Dupin.  —  Exemples  particu- 
liers. —  Cas  où  les  rayons  incidents  émanent  d'un  point  unique.  — 
Cas  où   la  surface  réfléchissante  est  du  second  degré. 

CHAPITRE  XIV. 

La  surface  de  J.  Liouville  et  les  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont 

conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré 3o4 

Les  surfaces  dont  les  plans  principaux  sont  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré.  —  Théorème  de  Ribaucour  relatif  aux  déve- 
loppables formées  par  les  normales.  —  Indication  de  deux  surfaces 
remarquables  satisfaisant  à  la  définition  précédente.  —  Système  des 
surfaces  homofocales  du  second  degré.  —  Surface  qui  admet  pour  nor- 
males les  tangentes  communes  à  deux  quadriques  homofocales. —  Lignes 
géodésiques  de  l'ellipsoïde.  —  Equation  en  coordonnées  elliptiques 
d'une  droite  quelconque;  théorème  de  Jacobi  relatif  à  l'intégration 
des  équations  abéliennes  les  plus  simples.  —  Propositions  analogues 
aux  théorèmes  de  Chasles  sur  les  polygones  de  périmètre  maximum 
ou  minimum  inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse.  —  Intégration  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  dont  les  plans  princi- 
paux sont  conjugués  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré.  — 
L'intégrale  générale  est  de  forme  transcendante,  mais  le  théorème 
d'Abel  permet  de  définir  un  nombre  illimité  de  solutions  algébriques. 

—  Extension  de  la  méthode  précédente  à  la  détermination  d'un  système 
triple  orthogonal  qui  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires  d'une 
variable. 

CHAPITRE  XV. 

Les  congruences  de  cercles  et  les  systèmes  cycliques 327 

Définition  de  certaines  congruences  spéciales  dans  lesquelles  chaque 
courbe  est  rencontrée  seulement   par  deux   courbes   infiniment  voi- 
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sines.  —  Cas  où  les  courbes  de  la  congruence  sont  des  cercles.  — 
Enveloppes  d'une  famille  de  sphères  dépendant  de  deux  paramètres. 
—  Lignes  principales  de  l'enveloppe.  —  Elles  correspondent  à  un 
système  conjugué  tracé  sur  la  surface  des  centres  des  sphères.  — 
Étude  détaillée  du  cas  où  les  lignes  de  courbure  se  correspondent  sur 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe.  —  Les  six  coordonnées  de  la  sphère 
variable  satisfont  alors  à  une  même  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  —  Les  systèmes  cycliques  de  Ribaucour; 
théorèmes  divers.  —  Différentes  manières  d'obtenir  des  systèmes 
cycliques.  —  Pour  que  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur 
les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence  rectiligne,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  six  coordonnées  de  chaque  droite  de  la  con- 
gruence vérifient  une  même  équation  linéaire  du  second  ordre. 


LIVRE  V. 

DES  LIGNES  TRACÉES  SUR  LES  SURFACES. 

CHAPITRE  I. 

Formules  générales 35g 

Définition  d'un  trièdre  trirectangle  (T)  lié  à  chaque  élément  de  la  sur- 
face. —  Application  des  formules  données  dans  le  Livre  I  relativement 
aux  déplacements  qui  dépendent  de  deux  paramètres.  —  S}rstèmes 
de  formules  (A)  et  (B).  —  Directions  conjuguées.  —  Lignes  asymp- 
totiques. —  Lignes  de  courbure;  équation  aux  raj'ons  de  courbure 
principaux.  —  Propriété  cinématique  des  lignes  de  courbure.  —  For- 
mules relatives  à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface.  — 
Théorème  de  Meusnier.  —  Courbure  normale;   courbure  géodésique. 

—  Éléments  du  troisième  ordre.  —  Formules  de  O.  Bonnet  et  Lagjierre. 

—  Sphère  osculatrice. 

CHAPITRE  IL 

Les  formules  de  Coclazzi 373 

Formules  relatives  aux  coordonnées  obliques,   l'élément  linéaire  étant 
déterminé  par  l'équation 

ds"1  =  A2  du?  -t-  C2  dv'1  +  2  AC  cos  a  du  dv. 

Angle  de  deux  courbes.  —  Condition  pour  que  deux  directions  soient 
conjuguées.  —  Lignes  asymptotiques.  —  Lignes  de  courbure.  —  Théo- 
rème de  Gauss.  —  Courbure  totale  et  courbure  mo3renne.  —  Coor- 
données curvilignes  rectangulaires;  formules  de  Codazzi.  —  Étude 
particulière  relative  au  système  coordonné  formé  par  les  lignes  de 
courbure.  —  Application  de  la  méthode  générale  au  système  de 
coordonnées  formé  par  les  lignes  de  longueur  nulle.  —  Détermination 
des  quantités  p,   g,  r,  pv  qu  rt\  ?,  t\,  i-j,  rn  lorsque  l'on  connaît  les 
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expressions  des  coordonnées  rectangulaires   x,  y,  z  en   fonction   de 
deux   paramètres   u,   v.    —    Application  à   l'ellipsoïde  qu'on    suppose 
rapporté  à  ses  lignes  de  courbure. 
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Théorème  d'Euler  sur  la  courbure  des  sections  normales.  —  Formule 
de  Bonnet.  —  Théorèmes  de  J.  Bertrand.  —  Introduction  de  la  tor- 
sion géodésique.  —  Expression  géométrique  des  six  rotations  qui 
figurent  dans  les  formules  données  précédemment.  —  Relations  entre 
les  mêmes  éléments  géométriques  dans  le  cas  des  coordonnées 
obliques.  —  Théorème  de  Joachimsthal  relatif  aux  lignes  de  cour- 
bure communes  à  deux  surfaces.  —  Formule  de  Laguerre.  Son  appli- 
cation à  la  détermination  du  rayon  de  courbure  d'une  ligne  tracée 
sur  la  surface  aux  points  où  elle  est  tangente  à  une  ligne  asympto- 
tique.  —  Théorème  de  Beltrami.  —  Torsion  d'une  ligne  asympto- 
tique.  —  Formule  de  Bonnet  relative  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne 
asymptotique.  —  Application  aux  systèmes  orthogonaux  et  isothermes. 

CHAPITRE  IV. 
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Formes  diverses  de  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques.  — 
Les  lignes  de  longueur  nulle  de  la  surface  satisfont  à  cette  équation 
différentielle.  —  Ligne  géodésique  passant  par  deux  points  suffisam- 
ment voisins.  —  Théorème  de  Gauss  relatif  aux  lignes  géodésiques 
qui  passent  par  un  point  de  la  surface.  —  Plus  court  chemin  entre 
deux  points  suffisamment  voisins.  —  Géodésiques  normales  à  une 
courbe  quelconque.  —  Second  théorème  de  Gauss;  extension  de  la 
définition  des  courbes  parallèles  dans  le  plan.  —  Trajectoires  orthogo- 
nales d'une  famille  quelconque  de  géodésiques;  elles  se  déterminent 
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l'on  connaît  les  lignes  géodésiques,  on  peut  intégrer,  par  une  simple 
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quadrature,  l'équation  A8  =±  1.  —  Théorème  de  Jacobi  :  Lorsqu'on  a 
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géodésique  de  deux  points.  — ■  Propositions  relatives  à  cette  distance. 
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—  Théorèmes  fondamentaux  de  Jacobi.  —  Détermination  des  solutions 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  par  différentes  conditions  ini- 
tiales. —  Des  systèmes  orthogonaux  formés  avec  une  famille  de  tra- 
jectoires. —  Application  au  mouvement  des  corps  pesants.  — 
Théorème  de  MM.  Thomson  et  Tait.  —  Principe  de  la  moindre  action 
pour  le  cas  des  mouvements  plans.  —  Principe  d'Hamillon.  —  Cor- 
respondance établie  entre  le  plan  et  une  surface  de  telle  manière  que 
les  trajectoires  du  mobile  dans  le  plan  correspondent  à  des  lignes 
géodésiques  de  la  surface.  —  La  solution  de  tout  problème  de  Méca- 
nique fait  connaître  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux  dans  le  plan. 

—  Brachistochrones.  —  Quelques  résultats  généraux  relatifs  aux  cas  où 
l'on  associe  des  trajectoires  qui  ne  correspondent  pas  à  une  même 
valeur  de  la  constante  des  forces  vives.  —  Généralisation  de  ces 
résultats  et  application  à  la  théorie  des  surfaces  minima. 

CHAPITRE  VII. 

Application   des  méthodes  précédentes  à  l'étude  des   mouvements   dans 

l'espace , ^8 

Equations  différentielles  du  mouvement.  —  Congruences  formées  avec 
les  trajectoires  du  mobile.  —  Parmi  elles,  il  en  est  pour  lesquelles 
il  y  a  un  potentiel  des  vitesses;  par  suite,  toutes  les  trajectoires  du 
mobile  qui  composent  la  congruence  sont  normales  à  toute  une  famille 
de  surfaces.  —  Théorème  de  Thomson  et  Tait  :  toutes  les  trajectoires 
qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  la  constante  des  forces  vives 
et  sont  normales  à  une  surface  sont,  par  cela  même,  normales  à  une 
famille  de  surfaces.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  d'Hamilton  et 
de  Jacobi.  —  Usage  qu'on  peut  faire  de  ses  diverses  solutions.  —  Si 
l'on  en  connaît  une  intégrale  complète,  on  peut  en  déduire  sans 
intégration  la  solution  complète  du  problème  de  Mécanique  proposé. 

—  Il   ne   faut    pas,  dans    l'application    de   ce  théorème,  se   borner   à 


TABLE    DES    MATIÈRES.  SjO, 

Pages. 
énumérer  les  constanles  arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale; 
mais  cette  intégrale  ne  doit  pas  satisfaire  à  une  équation  du  premier 
ordre  distincte  de  celle  de  Jacobi.  —  Définition  de  l'action.  —  Ses 
diverses  expressions.  —  Propriétés  de  minimum  auxquelles  elle  donne 
lieu.  —  Variation  de  l'action  quand  on  passe  d'un  segment  de  trajec- 
toire à  tout  segment  infiniment  voisin.  —  Application  des  résultats 
précédents  à  la  généralisation  des  théorèmes  que  Malus  et  Dupin 
ont  donnés  pour  la  réllexion  et  la  réfraction  des  rayons  lumineux.  — 
Extension  des  méthodes  précédentes  au  cas  où  la  fonction  des  forces 
contient,  le  temps. 

CHAPITRE  VIII. 

Le  problème  général  de  la  Dynamique 4°.6 

Équations  de  Lagrange.  —  Transformation  d'Hamilton.  —  Définition 
d'une  famille  de  solutions.  —  Equations  aux  dérivées  partielles  qui 
définissent  la  famille.  —  Familles  orthogonales.  —  Equation  aux 
dérivées  partielles  de  Jacobi.  —  Usage  que  l'on  peut  faire  de  ses  diffé- 
rentes solutions.  —  Expression  de  la  force  vive  due  à  R.  Lipschitz. 
—  Principe  de  la  moindre  action.  —  Formule  de  J.  Liouville.  — 
Définition  de  Yaction.  —  Expression  de  l'action  élémentaire  au 
moyen  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  de  Jacobi  et  de  ses 
dérivées  par  rapport  aux  constantes.  —  Autre  méthode  d'exposition 
des  résultats  précédents;  élimination  du  temps  à  l'aide  du  principe 
des  forces  vives.  —  Définition  des  angles  par  rapport  à  une  forme 
quadratique,  travaux  de  Reltrami.  —  Définition  et  propriétés  d'inva- 
riance des  paramètres  différentiels  A0,  A  (8,  9,).  —  Transformations 
remarquables  de  la  forme  quadratique.  —  Lignes  géodésiques  de  la 
forme,  extension  des  théorèmes  de  Gauss.  — Application  au  problème 
général  de  la  Dynamique. 

NOTE  I. 

Sur  différentes    propriétés  des  trajectoires   orthogonales  d'une   congruence 
de  courbes 028 

NOTE  II. 
Sur  le  mouvement  des  corps  pesants  et  le  principe  de  la  moindre  action...     544 

NOTE  III. 

Recherche   des   équations    de    Laplace    qui    admettent    des    solutions    parti- 
culières liées  par  une  relation  quadratique  à  coefficients  constants 556 


FIN    DE   LA  TABLE    DES    MATIERES   DE    LA   SECONDE    PARTIE. 


PARIS.   —    IMPRIMERIE    G AUTHIER-VILLARS    ET    O 
55371  Quai  des  Grands-Augustins,  55. 


THIS  VOLUME  IS 

VERY  FRAGILE 

ANDMUSTBE 

HANDLED 

WTTHCARE. 

IFNECESSARY, 

PHOTOCOPY 

CAREFULLY, 

USING  THE 

EDGE-COPIER 

THIS  VOLUME 

DOES  NOT 

CIRCULATE. 


'.''•' 


***** 


THANKYOU 


***** 


Science  QA  641  . D2  2 

Darboux,  Gaston,  1842-1917. 

Le  cons  sur  la  t. h  eorie 
g  en  erale  des  surfaces  et 


**** 


%£ 


**•**' 


**c**&d 


■S..,i*p(»%ï,i^,l'' 


**•,** 


*4 


JE*       '     ^f'% 


